FYSA242 kevat 2016 Ylimaaraisia tehtavia mietittdviksi kertausluennolla tai kokeeseen
valmistautuessa.

Osa 1: mahdollisia laskuharjoitustehtévia

Téllaisia pitéisi osata laskea, mutta jotkut ovat liian pitkid koetehtéaviksi.
1. N hiukkasesta koostuvan klassisen ideaalikaasun partitiofunktio on
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(Z(T, V)N, (1)

missd Z1(7T,V) on yhden hiukkasen kaasun partitiofunktio. Laske kaasun suuri potentiaali
Z1(T, V) funktiona ja osoita, ettd kaasu toteuttaa ideaalikaasun tilanyhtélon.

2. Johda klassisen ideaalikaasun hiukkasten nopeuksien todennékoéisyysjakauma eli Maxwellin
nopeusjakauma.

3. Fotonikaasun vapaa energia on
_ T kyV 4
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Laske t#sts fotonikaasun entropia ja osoita, etti adiabaattisessa prosessissa VT3 = vakio.
Miké on adiabaattinen tilanyhtéls, jossa muuttujina ovat tilavuus ja paine?

4. Wignerin kristalli on elektronien muodostama kaksiulotteinen kolmiohila. T#ssé hilassa ete-
nevien fononien (kidevirihtelyt) dispersiorelaatio on w(k) = av/k. Osoita, ettd matalassa
lampotilassa Wignerin kristallin lampokapasiteetti on verrannollinen lampdétilan neljéanteen
potenssiin.

5. Laske mustan kappaleen séteilyn lampokapasiteetti hiukkasta kohden; vertaa klassisen ideaa-
likaasun tulokseen Cy /N = (3/2)kp

6. Tarkastele vuorovaikutuksettomia bosoneita kolmessa ulottuvuudessa siten, ettd ne noudat-
tavat dispersiorelaatiota ¢ = Av/k. Osoita, etté télloin hiukkastiheys on
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missé nk. fugasiteetti on z = exp(Su). Laske myos hiukkastiheyttd n vastaava bosekonden-
saation kriittinen lampdétila Tr.

7. Tarkastellaan 2-ulotteista fermionijéirjestelméd, jonka dispersiorelaatio on
w?(k) = 402 [sin®(k,/2) + sin®(k,/2)] (4)

missé 2-ulotteinen litkema#ravektori k on rajoittunut hilan Brillouinin vychykkeelle eli neliéén
k, € [-m, 7], k, € [-,7]. Piirrdi systeemin fermipinta, kun ez = v/2hQ, 2k, tai v/6hQ

8. Tarkastele ideaalista kvanttikaasua (BE tai FD), jolla on dispersiorelaatio ¢ = ak®, a > 0,b > 0
d-ulotteisessa avaruudessa. Osoita, ettd kaasun tilanyhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

PV = cE, (5)

ja maarita vakio c.



Osa 2: Vanhoja koetehtavia

9. Tarkastele jérjestelméd lampo- ja hiukkaskylvyssé ja johda suurkanoninen todennékéuisyysjakauma.
Toisin sanoen osoita, ettd tilan n, jonka energia on F, ja hiukkasluku N,, todenikéisyys on:
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10. Debyen mallissa voidaan kidevardhtelyjen energia esittdd muodossa

hw

wp

(7)

misséd katkaisutaajuus wp méadrdytyy ehdosta N = f dwf(w). Oleta, ettd f(w) on ver-
rannollinen w?:een ja ettd kT < hwp ja osoita, ettd kldevarahtelyjen lampokapasiteetti on
verrannollinen 73:een.

11. Hiilidioksidimolekyylilld on mm. sellaiset degeneroitumattomat vardhtelytilat, joiden energiat

ovat &, = hw(r + 1);7 = 0,1,2,... , missi w = 1.26 x 10*s~!. Miki on niiden tilojen
kontribuutio hiilidioksidikaasun moolia kohti laskettuun lampokapasiteettiin lampotilassa T' =
400K?

12. Kaksiatomisen molekyylin (2¢ 4 1)-kertaisesti degeneroituneiden rotaatiotilojen energiat ovat

kvantittuneet siten, etté
2

h
co= g 0+1) €=0,1,2,..., (8)

missd I on molekyylin hitausmomenttin. Laske molekyylien rotaatioiden kontribuutio moo-
lia kohti laskettuun lampokapasiteettiin pienen ldmpoétilan rajalla. Vetymolekyylin hitaus-
momentti on I = 4.7 x 107*®*m?kg, mikd on lampokapasiteetti moolia kohti lampdétilassa
T = 10K?

13. Oletetaan, ettd kidevéridhtelyjen vapaa energia saadaan N:n atomin muodostamalle kiteelle
Eisteinin mallin mukaisesta lausekkeesta

(oo}
F=—3NkgTln [ > e |, (9)
j=0
jossa kidevérahtelyjen energiatilat ovat ; = hwg(j+1/2). Laske kidevérihtelyjen ldmpokapasiteetti.

14. Ideaalisen fermionikaasun energiatilojen lukuméird vélilld [e, e 4 def on

Vm3/2
fle)de =~ ————/2\/ede. (10)
Osoita, ettd fermienergia on
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Osoita edelleen, ettéd nollaldmpotilassa fermionikaasun siséenergia on E = (3/5)Nep. Toinen
versio tehtavésti; osoita, ettd paine on:

K2 N3
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15. Johda Sommerfeldin kehitelmén (annettu tehtdvanannossa, nyt kaavakokoelmassa) avulla ide-
aalisen fermikaasun kemialliselle potentiaalille limpétilassa T' < T tulos

W(T) ~ e (1 -z (TTF)) (13
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17.
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19.

Tiedetéén, ettd mustan kappaleen séteilyn paine on P = €(T)/3, missd €(T) = E/V on
energiatiheys. Johda séteilyn entropialle tulokset
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ja padttele ndiden avulla Stefanin-Boltzmannin laki e(T) ~ T*.

Miké on avaruudessa esiintyvéan ns. kolmen kelvinin taustaséteilyn fotonitiheys, kun se mit-
taustulosten mukaan on mustan kappaleen siteilyd, jonka lampotila on 2,4K? (Tehtidvéssd
annettu tilatiheys f(w)dw = Vw?dw/(7%c?)).

Johda lauseke mustan kappaleen siteilyn energiatiheydelle u(w, T)dw ja osoita, ettd kokonai-
senergiatiheys u(T") = [ dwu(w,T) on verrannollinen T*:een (Tehtévéissd annettu tilatiheys
fw)dw = Vw?dw/(7%c?)).

Ideaalisen bosonikaasun lampokapasiteetti on
3/2
Cy =~ 1.93Nkp () , (15)
T.

kun T' < T,. Johda téssé lampotila-alueessa bosonikaasun siséenergia, entropia ja paine. Kan-
nattaa muistaa, ettéd laimpokapasiteetti vakiotilavuudessa on sisdenergian derivaatta lampotilan
suhteen.



