Topologia
Harjoitus 3, 30.9.2009

1. Olkoot d; ja dy metriikoita joukossa X. Osoita, ettd jokainen d;-avoin joukko on
dy-avoin, joss identtinen kuvaus id : (X, ds) — (X, dy), id(x) = x, on jatkuva.

2. Sanotaan, ettd joukko A C X on tihed X:ssi, jos A komplementti X \ A ei
sisdlld avointa palloa (kuulaa). Olkoon A C X numeroituva ja tihed joukko. Osoita,
ettd X:std voidaan valita korkeintaan numeroituva méérd pareittain pistevieraita
palloja.

3. Olkoot f: X — Y jag: X — Y jatkuvia, missd X on metrinen avaruus ja Y
normiavaruus. Osoita, ettd f = g, mikéli f(z) = g(x) kaikilla x € A, missd A on
tihed X :ssi.

4. Olkoon f: R — R, f(z) = 2. Onko f jatkuva jos maaliavaruus on varustettu
diskreetilld metriikalla ja lahtoavaruus tavallisella? Enté jos metriikat ovat toisin-
péin? Paittele tésta yleinen tulos diskreeteille avaruuksille.

5. Olkoot (X, dy) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Olkoon A : [0, co[— [0, co| jatkuva
O:ssa ja h(0) = 0. Jos f: X — Y on sellainen, ettéd kaikilla z, z € X:

dy (f(2), f(2)) < h(dx(z,2))
niin osoita, ettd f on jatkuva.

6. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, A C X. Olkoon f : A — R M-Lipschitz. Osoita,
ettd kaava

g(x) = inf{f(y) + Md(z,y) -y € A}
médrittelee f:n M-Lipschitz jatkon X:a&n.
7. Anna esimerkki tilanteesta, jossa f on metrisen avaruuden X aliavaruuden A
jatkuva kuvaus, mutta f ei ole minkdéan X;n jatkuvan funktion g rajoittuma.

8. Olkoon (X, || ||) normiavaruus ja olkoon p toinen normi X:ssd. Osoita, ettd p on
jatkuva (X, || ||):ssé joss on olemassa vakio M € R, jolle

p(r) < M||z|| kaikillaxz € X.
(Siis kuvaus id : (X, || ||) — (X,p), id(x) = z, on jatkuva.)
9. Osoita, ettd id : R" — R", id(x) = z, on Lipschitz-jatkuva, kun toisessa R™:ssé
on euklidinen normi ja toisessa maksiminormi

lolle = max fogl, @ = (@2, 00).

10. Osoita, etti jokainen lineaarikuvaus L : R” — R* on jatkuva.

YHuom. Viisilin moniste siséltdi paljon hyvii harjoitustehtiivii, jotka kannattaa tehda.

3Entéipi jos kuva-avaruus Y on vain metrinen avaruus?

60 -Lipschitz jatko: g : X — R on M-Lipschitz ja gla=f.

10Vihje: voit kdyttden tehtavad 9 osoittaa, etté suljetun yksikkdpallon kuva on rajoitettu. Muista
L lineaarikuvaus tarkoittaa:

LAz + py) = AL(x) + uL(y) kaikilla A\, p € R ja x,y € R"™.



