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1. Johdattelua

Mika on derivaatta?

Funktion f :]a,b[— R derivaatta pisteessd x on

f'(z) = lim

(jos raja-arvo on olemassa).
h—0

fl+h)— f(z)
h
Seuraavassa kolme tapaa "yleistdd” derivaatta:

A. Analyysin peruslause
Jos f € CY(I), I C R, niin

f(x) = f(xo) + / fly) dy kaikilla zg, x € I

Leb. mitta

Kidintien, jos on olemassa sellainen v € L*(I), jolle

f(2) = flwo) + / v(y) dy,

[Io,x]

niin f on m.k. derivoituva, f’(z) = v(z) mk. x € I ja f on absoluuttisesti jatkuva'
kaikilla [a,b] C I.

Siten erds f:n derivaatta-késitteen yleistys olisi téllainen funktio v.

Lf on absoluuttisesti jatkuva vililli [a, b], jos kaikilla € > 0 on olemassa sellainen § > 0, etti
ehdoista

k
a<a; <b<ay<by<---<bpy<b ja Z|bi—ai\<6
i=1

seuraa, etta
k

Z [f(bi) = flai)] <e.

i=1



B. Osittaisintegrointi

Jos f,g € CY(I), niin

/ f(2)d (z)de = — / f(x)g(x) dx + /abf(x)g(x) kaikilla a,b € I, a < b.

[a,b] [a,b]

Erityisesti, jos spt g = {z : g(z) # 0} on kompakti, niin

/f(x)g'(a:) de = — / f(z)g(x) dx kaikilla g € Cy(I) .

Huomaa: jos f on absoluuttisesti jatkuva, niin
/fg’dx:—/vgdx kaikilla g € Cy(I),
T T
missé v on kuten kohdassa A. [HT. Todista kédénteinen: v on derivaatta.]
Esimerkki. Olkoon f(z) =1— |z|, ja g € C}(] — 1,1]). Talléin

f(2)g(x) d = / f(2)g(z) d + / f(2)d (z) da

1-1,1] 1=1,01 0.1
osint. 1-g(z)de+ /?f(x)g(m) - /(—1)g(x) + /Olf(l')g(l’)
1= 1,0] 1011
- _ / v(x)g(z)dr,
1-11]

missa



C. Taydentyméa

Pari (C{(I), ] - ||), missd normi on esimerkiksi

Ifll= [ Iflde+ [ |f|dz,
fures]

ei ole tdydellinen metriseni avaruutena. Téydennetéiéin ko. avaruus L'(I) x L' (1):ssé.

Sulkeumassa olevat parit (f,v) yleistdvat derivoituvuuden, v ~ f’.

Miksi derivaatan kisitettd halutaan yleistaa?

Tarkastellaan esimerkkii: Jos u € C?(Q), Q € R" avoin, on sellainen funktio, jolle

2
Au=Y 0%u=0,
j=1

niin
os.int.

O—/Au(:z:)-go(m)dx peC () = —/Vu~V<pdm.

Kayttamalla yhtaloa
ly+z2P=@w+z2)-(y+2)=|y>+2y -2+ |z kaikillay, 2 €R",

saadaan tasta

/|Vu—|—V<p[2dx:/\Vu\Qd:z:+2/Vu-Vgodx—i—/WgoPd:c

=
> / |Vul*dx .
0

Saamme siten, ettd jos Au = 0, niin

/|Vu|2d:v < /|Vu + Vo|* dx kaikilla ¢ € C5°(Q).
Q 0

Toisin, sanoen funktiolla ¢ — [, [Vu + tVe|* dz on minimi, kun ¢ = 0. Lasketaan

tamén funktion derivaatta ¢:n suhteen, kun ¢ = 0; se on

QQ/VU-Vgpdx:—QQ/Au(x)-go(x)dx



dsken tehdyn osittais integroinnin nojalla. T#std ndemme helposti: Jos u € C?(Q),
niin Au = 0 :ssa tasmaélleen silloin, kun

/|Vu|2dm < /|vu+w|2da; kaikilla ¢ € C3°(Q).
Q Q

Huomaa, ettd [|Vul?dz on L*(Q)-normin nelis Vu:lle joten 2. kertaluvun osit-

taisdifferentiaaliyhtdlon Au = 0 ratkaisemiseksi voidaan tutkia normiavaruutta
(X,Y) C L*(Q) x L*(2,R"), joka on joukon

{(v, V) : (v, Vy) € CHQ N L*(Q) x L* (4 R")}

sulkeuma. Télla tavalla ongelma, joka sisdltdéd toisen kertaluvun derivaattoja voi-
daan késitelld pelkéstdén tutkimalla ensimméisen kertaluvun derivaattoja. Liséksi
ratkaisukandidaatteja loydetddn helpommin suljetusta normiavaruudesta kuin ei-
suljetusta. Palaamme tdhédn esimerkkiin myohemmin.

Muista. Funktio f : A — R, A C R" Lebesgue-mitallinen, on mitallinen, jos
joukot {x € A: f(x) > A} ovat Lebesgue-mitallisia kaikilla A € R ja télloin

/|f\dw=/|{xeA: (@) > t)]dt,
A 0

missd |A| = joukon A Lebesgue-mitta. Edelleen, muuttujanvaihdolla ndemme, etté

o0

/|f|pdx:p/tp_1|{|f(a:)| > t}|dt, kunhan p > 0.

0

Konvekseista funktioista

Olkoon I C R vili. Funktio f : I — R on konwveksi, jos
flx+ 1=ty <tf(x)+(1—1t)f(y) kaikillaz,ye I jatel0,1]

Esimerkiksi e* on konveksi.



1.1. Lemma. Jos f: I — R on derivoituva ja f' on kasvava, on f konveksi.

Tobistus: Olkoon a < z < b. Téllsin véliarvolauseen nojalla on sellaiset n €la, z|
ja & €]z, b], joille

PG = F@) i < ey B = 1)

zZ—a b—z

Merkitsemélld z = ta + (1 — ¢)b saadaan

f(z) <tf(a) + (1 —1)f(b).

1.1. Seuraus. Jos f” >0, niin f on konveksi.

1.2. Huomautus.

a) Konveksi funktio on jatkuva vilin I sisépisteissa.

b) Askeinen todistus niytt#i, ettéd f on konveksi, jos ja vain, jos

f() = @) _ f@) = 1)

z—x Yy—z

kaikilla x < 2z < y.

Merkinti. Jos |A| > 0, merkitsemme funktion f keskiarvoa

]{lfdx ;:‘—L/f(x)dx.

1.3. Lause. (Jensenin epayhtilo) Olkoon f : A — R integroituva, A C R",
|A| < 00. Jos ¢ : I — R on konveksi, missd I C R on sellainen véli, jolle f(A) C I,

" w(ﬁf(:v)dx> < ]{l<p0f(w)div~



Esimerkki. Kun ¢(t) = tg, missd 1 < ¢ < p < oo, saadaan Jensenin epayhtalosté

o( fuwrar) < £ slfinas = 1 a
(jiLﬂqu>ifg(]£Lﬂpdx);.

Tobistus: Koska ¢ on jatkuva, on ¢ o f mitallinen. Olkoon

t:][Af(x)dx.

Tallsin ¢ € I ja on olemassa? 3 = 3(t), jolle

eli

PO =) g 2 =M il s <t < w0,
t—s u—1
Siten
o(z) > @(t)+ B(z —t) kaikilla z € T.
Erityisesti
p(f(x)) = o(t) + B(f(z) —t) kaikilla z € A,
joten

fwﬂwme‘fww+ﬁ fum—wm
A A Ja_
‘P(JLA f(z) dz) :f_A f(2) dx_f_A f_A f(z) dz=0

1.4. Lause. (Youngin epiyhtélo) Olkoot a,b >0, p > 1 ja % + % = 1. Téllsin

1 1
ab < —aP + =b?.
p q

2Esimerkiksi



1.5. Seuraus. Kaikillae >0 jaa,b>0

aP _a b _a
ab<e— +¢ P <eal +¢ qu,

p q
gl 1

kunp>1jap+q—1.
Multi-indeksit

Olkoon n € N. Vektoria «a := (g, ag, ..., a,) € N™ sanotaan multi-indeksiksi.
la] == a1 + as + -+ - + a,, on am pituus, normi tms.
al = ailag! -y,

Jos z € R" (z = (x1,...,2,)), niin 2® = 2z - 252 --- 2%, Erityisesti multi-

indeksointia kaytetddan derivoinnin yhteydessé:

9192 ... 9% o 0™ o%n

QT e R T

D%u(x)

missa
du() _ . ule+h(j)) — u(a)
827] h—0 h
ja esim.
0 0 B 0?
Or; 0r; 8x? ’

Télla kurssilla klassista osittaisderivointia harrastetaan vain funktioihin, jotka ovat
|| kertaa jatkuvasti derivoituvia, jolloin derivointijarjestykselld ei ole vélid.

1.6. Huomautus. Huomaa, ettd

DOU —u ja VU(ZL') — (D(I’O’O'“O)U, D(O,I,O...O)u7 - D(O,..A,O,l)u) )

Esimerkki. (z1+ - 42,)" =3, mr®, meN,a € Nz =(z1,...,2,).



1.1. PerusmerkintGja

Kéytdmme seuraavia funktioavaruuksia.?

C(Q):={f:Q2—R: f jatkuva}

CHQ):={f:Q— R: fjatkuvasti derivoituva}

C*(Q) = {f € C*(Q) : on olemassa D*f € C(Q) kaikilla o € N" |a| = k + 1}
C*(Q)= NCkQ),Cc°=C.

keN

Jos u :  — R, niin un kantaja on joukon {x € Q : f(x) # 0} sulkeuma (R™:ssd),
merkitdan supp f tai spt f, ts.

supp f i={r € Q:u(z) #0} C Q.

Jos supp u on kompakti 2:n osajoukko, niin sanotaan, ettd u on kompaktikantajainen
():ssa.

CE(Q) = {u € C*(Q) : sptu C Q kompakti}

(@) = N CE(Q)

keEN

1.7. Huomautus. Jos u € C§(Q), niin D% on rajoitettu Q:ssa kaikilla «, joille
la| < E.

3 f jatkuvasti derivoituva tarkoittaa, ettd f:ll4 on jatkuvat ensimmiisen kertaluvun osittaisde-
rivaatat.



2. LP-avaruudet

2.1. Yleistd
Olkoon A C R™ mitallinen ja p € [1, oo]. Télloin
LP(A) = {f - A— R- f mitallinen ja |[f]lsr(a) < 00}
missa

1
Hmmw=HNw=(/Vﬁw>, kun 1 < p < o0
A

ja
I £llzecay = [1flloc = esssup| f(z)]
=inf{t >0: {x € A:|f(x)| > t}| =0}

Siis |f(2)] < [|f]lec m.k. 2 € A.

2.1. Huomautus. 7“Oikeasti” LP(A):n alkiot ovat ekvivalenssiluokkia [f], missa
ekvivalenssirelaatio ~ mééaritelldén

f~ge f)=g(r) mkzcA

ja LP-avaruus on LP(A)/ ~.

2.2. Huomautus. Puhetapa f € LP(A) tarkoittaa, ettd edustaja eli funktio on
valittu/kiinnitetty.

2.3. Lause. (Holderin epiyhtils) Olkoot! p,q > 1, 110 + % = 1sekd f € LP(A) ja
g € LY(A). Téllin fg € L*(A) ja

gl < 1 £1lpllglls -

=lelip= ﬁ eli pg = p+ ¢; huomaa myés: jos p < p, niin ¢ > q¢.
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Tobistus: Tapaus p = 1,q = oo ei vaikea, HT. Olkoon siis 1 < p < 0o, todistuk-
sessa kdytetddn Youngin epédyhtélod. Voidaan olettaa, ettéd || f|, > 0 ja [lg|l; > O.
Merkitdéan

fo. g

ja G = ;
/11 lgllq

jolloin ||F||, = 1 = ||G]|,- Edelleen

Youn, F p q
/F(:c)G(:c) dr < g/ () dx + / Gz) dx
p q
A A A
1 1
=—-14--1=1.
p q
Koska
1
F(z)G(x)dr = ———— /fg dx ,
/ 1£1lpllgllq
A A
véitteen epayhtild on todistettu. |

2.4. Lause. (Minkowskin epayhtéls) Olkoot f,g € LP(A). Talloin

1+ glle < I1fllp+ llgllp-

Tobistus: Tapaukset p = 1 ja p = 0o ovat selvid. Olkoon siis 1 < p < oco. Talloin
kolmioepéyhtilosta seuraa, etté

[f+alP<(Uf +gD)P= Af1+ Lgl) = LIS + gD+ lgl(Lf + gD

misté integroimalla

I+ gl = / 4 gPde < / I + g da + / gllf + gl de
A A

p—1

Hfjé‘ler (p_l)%ld P p1
< WAl [ 1f+gl 7o mde )+ llgll,llf +9ll}
A

= (Ifllp + lgllp)ILf + gllp -
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2.5. Lause. (Yleistetty Holder). Jos p; € [1, 0] s.e. Zle p%- =1ja f; € LPi(A) ,
niin [[E_, f; € L'(A) ja

pi -

k
1082l e < T
A =1

Tobistus: HT, Hoélder ja induktio. Holderisséa oleellista, ettéa % + % =1,p>1 0O

Muista, ettd pari (X, || - ||) on normiavaruus, jos X on lineaariavaruus ja || - || :
X — R on norms eli

]l =0
|z =0 2=0eX
Az = [Alll=l]  ja

lz+yll < ||z|| + |ly]] kaikilla z,y € X, A € R.

Minkowskin epdyhtélosta seuraa, ettd LP(A) on normiavaruus.

Banach-avaruus on normi-avaruus (X, || - ||), joka on metrisend avaruutena téy-
dellinen eli kaikki Cauchy-jonot suppenevat.

Jono (z;) on Cauchy, jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa n € N :
|z; — x| < e  kaikilla 5,k > n.
Jono (z;) suppenee, jos on olemassa z € X s.e.

lim [, — o] = 0.

J—00

2.6. Lause. LP(A) on Banach-avaruus.

TobisTus: Olkoon 1 < p < oo ja olkoon (f;) C LP(A) Cauchy-jono, ts. || f;— fxll, <
e, kun k,j7 > N.. Riittda osoittaa, ettd on olemassa osajono, joka suppenee. Siis
tarvittaessa valitaan (f;):n osajono, jolle pétee

SO = fisallp < 1.
j=1
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Talloin
</ ki Je— fk+1||pd$) = || Jim Z|fk Trralllp
A
kS lim inf]| Z | fre = frallly < i [fi = fellp < 1.
Siis -
mk. z € A: Z|fk — fen(z)] < 00,
ts. sarja
kf;(fk(fﬂ) = fr+1())

suppenee itseisesti m.k. x € A. Siis
F(@) = fi(@) + 3 frna(@) = file) = im f3(x)
k=1

on m.k. madritelty m.k &dérellinen funktio.

Edelleen Fatoun lemmasta seuraa

1 = Felly =l Jim f5 = fully

= (/ lim |f‘(z) — fk(z) ‘p dm)

<11m1nf</]fj \pdx>p = liminf || f; — fxll,
j—o0

j—00
<e, kun k iso.

Siten fy, — f LP(A):ssa. i
Todistus antoi hyodyllisen liséatiedon:

2.7. Lause. Jos f; — f LP(A):ssa, niin on olemassa f;:n osajono (f;,), jolle

fis() — f(r) mk xzeA.

Liséksi on olemassa sellainen h € LP(A), jolle

|fi(x) — f(x)| < h(z) mk xzeA.
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2.8. Huomautus. Kun 1 < p < o0, niin osajonoon siirtymista lauseessa 2.7 ei
voida yleensé valttaa.

Ji1= X[0,415 Ji2 = X))

Induktiivisesti jatketaan ja jaetaan k. vaiheessa vili [0,1] 2¥ yhtdsuureen osaviliin
I Doy - Inor Ja frj = X, -

Silloin
» 1 _k
(/|fk,j<x>|pdx) S

k—o0
[0,1]

ts. jono fi1, fi2, fa1, .-, faa(z), fs1(x), ... suppenee kohti 0:aa LP([0, 1]):ssé, mutta

kuitenkaan pisteittdinen jono fi1(z), fi2(z), fo1(x), ..., foua(x), f31(x),... el suppe-
ne milldédn = € [0,1].

2.9. Huomautus. Tapaus p = 2 on erityinen silli L*(A) on Hilbert-avaruus eli
Banach-avaruus, jonka normin mééraé sisétulo

e [

Kun p # 2, LP(A) ei ole Hilbert, miki seuraa helposti suunnikasyhtélosta. Jos 1 <
p < oo, niin LP(A) on kuitenkin siedettivi avaruus ja L'(A) melko siedettavé.

Muistetaan, ettd LP(A):t ovat sisdkkéin, jos |A| < oo:

2.10. Lause. Jos |A| < oo, niin LP(A) C L*(A) kun 1 < s <p < o0 ja

p

@ | fll, feL (A

1f1ls < 1A

Tobistus: Tapaus p = oo, HT. Kun 1 < p < oo, niin

1 1
s P
(f |f|5) < (][ |f|pda:) |
A Jensen, t—>t% konveksi A

1flls < A

josta

11
sr ”f”p
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Harjoitustehtavi. Osoita, etté

LP(A) S LP(A), josp>sja 0<|Al <oo.

2.11. Lause. Olkoon |A| < co. Téll6in

£l = Tim [ 1] -
a—p

q<p

TobpisTus: Tapaus p = oo demoissa. Olkoon sitten 1 < p < 0o ja g; /" p. Télloin
saamme monotonisen konvergenssin lauseen avulla

laskeva nouseva
/\f|q1d:t: / mq\jd:v—i- / ﬁq\jdx
A AN{|fI<1} AN{|fI>1}
~ [ s [ upae= [iran
An{|f|<1} AN{|f|>1} A

2.12. Huomautus. Erityisesti Lause 2.11 antaa: Jos |A| < oo ja
| fllg < M kaikilla ¢ < p, niin || f]|, < M.

Kuitenkin (HT)

2.13. Lause. (Interpolointi) Olkoon 1 < p < q <r < oo. Téllin
L"(A)NLP(A) C LYA)  kaikilla mitallisilla A C R"

ja
1 A 1-A
< A 1—)\ O )
71 < USRI, missi— = © 4=

Tobistus: Voidaan olettaa, ettd p < q < r.



Tapaus r = oco. Téalloin A = §.
1
1= 1% 775 = ([ () ao)
A

s 5( / \flpdw>q
A

= 155 1AL -

Tapaus r < oo.

I =1 522l = [ 110N d

A
Héld 29 poAg
older p B b - )
& Jurae) ([ ma) T us
A A
silla .
p : g P T
—>1 Ja = - '
A L-1 p=Ag q(l-})

2.14. Huomautus. Merkitdan

LP

loc

A= N LB

EC Akompakti

lokaali L,-avaruus.

2.15. Lause. (LP-normin jatkuvuus) Jos f € LP(R"), 1 < p < oo, niin

lim /\f(erh) — f(@)Pdz =0,

|h|—0
Rn

Siis gn(x) :== f(x + h) — f(x) LP:ssé.
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TobisTus: "Helppo” todistaa lahtemélld avoimen joukon karakteristisista funktiois-
ta ja sitd rataa yksinkertaisille funktioille. Toinen tapa kayttdd tietoa Co(R™) C
LP(R™) on tihed (ks. demot):

1. Olkoon ensin f € Cy(R™). Télloin asia on selvi, koska f on tasaisesti jatkuva ja
integrointi véitteessd koskee vain kompakteja joukkoja.

/if(x+h) — f(x)], kun |h|— 0.
B <e

2. Olkoon sitten f € LP(R™) mielivaltainen. Valitaan sellainen ¢ € Cy(R"), jolle
I — fllp < e Silloin

1f (4 h) = (@)l
<[l +h) =z + )l + ez + h) = o@)lp + lel@) = f@),
=2llf = @llp+ lpx + h) — o), < 3e,

o
<e —

missé viimeinen yhtésuuruus seuraa Lebesguen mitan siirtoinvarianssista. O

2.2. Silotus

Olkoon n € C{°(R™) ei-negatiivinen funktio, jolle
i) n(z) =0 kaikilla z, joille |z| > 1
i) [gan(z)de=1.

Téllaiseksi funktioksi kdy esimerkiksi

e 1=l .¢c | kun |z] <1
() = :
0 , kun |z| > 1

missé ¢ > 0, valitaan s.e. [, n(x) de =1 ts.
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Huomaa, ettd tdmé n on symmetrinen origon suhteen, miké on kivaa.

Jatketaan: Kun € > 0, asetetaan

Tallsin spt . € B(0,¢), n. € C¢(R™), n. > 0 ja

/775(:6) o= 5n/7’(£) de =e"e" /n(y) dy=e""=1.

9
R" R" R”

1

Téllaisia funktioita n ja 7. sanotaan silottajaytimiksi. Jos u € L,

konvoluutio

(R™), mééaritelldén

ua(2) = (e %) (z) = / w(yne(a — y) dy.

RTL

Konvoluutiota u, sanotaan myos funktion u silotukseksi.

2.16. Huomautus. Kun u € L (R"), on silotus u. hyvinmédéritelty funktio
u. : R* — R

()] = | / w(y)ne( — y) dy|

= | / u(y)n(z —y) dy| < e "supn| / lu| dy < oo

E(x,s) B(CE,E)

2.17. Huomautus. Konvoluutio on symmetrinen:

Edelleen
wiw)= [ gtz =)y

B(z,e)

on "keskiarvointegraali mitan 7. dz suhteen”, jolloin pallon B(z,¢) mitta on 1.
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2.18. Lause. Olkoon u € L} (R™) ja olkoot 1. silottajaytimii, ¢ > 0. Télléin

(i) . xu e C®°(R") ja

D%(n. xu)(x) = (Dn.) *u(x) kaikilla « € N" ja kaikilla x € R"

(ii) Jos uw € LP(R™), niin
ue =1 u € LP(R") ja [luclly < flull, -

Lisaksi

lirr(1)||u5—u||p:() jos1<p<oo.
e—

(iii) Jos u € C(€2) (2 C R™ avoin), niin u. — u tasaisesti jokaisella kompaktilla
K C Q. (Téassa u nollajatketaan R™:dén.)

Tobistus: (i): Induktiolla voidaan olettaa, ettéd |a| = 1. Olkoon ey, eq, . .. €, taval-
linen R™:n kanta. Télloin

e t6) = wela) = [ uly) (rle 4t = 9) ~ o — ) dy

v~

R" fg airing (z+se;—y)ds

t
et / / U(y)(%na(w + se; — y) dy ds

0 Rn

J/

on jva s funktio (kun s—0)

Sisempi integraali on jatkuva, kun s — 0, silla

| / w(y)Om(a + sei — y) dy — / w(y)Om.(x — ) dy]
J

R”

< [ 1@ |ota + 56 =y = Ol = )] dy

Vo
R™ <M|s|
VAL, koska |V9;ne| on rajoitettu

< Ms / fu(y)| dy = 0.
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Naiin ollen saamme

us(x + te;) — u.(x) _1/
t ot
0
0

jvnus / 6 —n.(z —y)dy = ((‘m n. * u)(a:)

R”

/u o —n.(x + se; —y) dy ds

n

(ii): Jos p > 1ja%+%: 1, niin

()] = | / ne(e — y)ine(e — y)buly) dy|

R”

e \(/m(w —y) dy> 1/ (/m(w —y)lu(y)l” dy);

n'g

=1

ja siten

()< / ne(e — y)uly) P dy = n. * [ul (z)
J

Tamé epéayhtélo on tosi myds kun p = 1. Siten kaikilla 1 < p < oo

/!ug!”dx<//mw— )|u(y)|? dy d

R” R"

F“b”“/| /w— Doy = [ fup ds.

Rn

/

~~

=1
eli
(2.1) [Juellp < llullp;

epayhtilo (2.1) on voimassa myos, kun p = oo (miksi?).
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Koska

wxw—umﬂzy/wwmm—ynw—um)/mm—ymm
J

E&n
_|/ x))ne (v — )dy‘7
saadaan kuten ylla (kun ! < p < 00)

/m —UWM</%@3MMwﬂMW@M
—_—— =~

Fublm/ (/\ux—z —u(x )]pdx)dz—>0
P

kun 24»0
eli jos e—0

J/

=1

v
(iii): Estimoidaan
|ue(x) — ufx)] < /775(-%" —y) luly) — u(z)|dy
——
R" <e—msupn
<Gupn)-e " [ [uly) -~ u(w)] dy=di -5,
\q,_/
B(z,e) <0 tas. K:ssa
kun ¢ on tarpeeksi pieni, silld v on tasaisesti jatkuva K:ssa. |

2.19. Huomautus. 1. Kohdan (ii) todistuksessa edelld kiytettiin LP-normin jat-
kuvuutta (Lause 2.15). Se voitaisiin ohittaa (HT) kdyttdmalla kaavaa (2.1), kohtaaa
(7i1) ja tietoa: "Co(R™) C LP(R™) tihed”.

2. Kohdan (iii) todistuksesta nihddén, ettd kaikilla u € LL (R™) u.(z) — u(z)
kun € — 0 jokaisella x, jolle

e—0

lime™ / lu(y) — u(x)|dy =0.
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Téllaista pistettd x sanotaan u:mn Lebesque-pisteeksi. Voidaan osoittaa (reaalia-
nalyysi) ettd m.k. z € R" ovat u:mn Lebesgue-pisteité js siten u.(z) — wu(zr) m.k.
x e R™

Huomaa, ettd L'-konvergensista (Lause 2.18 (ii)) seuraa, ettd on osajono u.,, joka
suppenee m.k. x kohti u(x):44.

2.2. Lemma. Jos Q on avoin jau € LP()) on sellainen, ettd on kompakti K C Q

s.e.
u(z) =0  kaikillax € Q\K ,
niin
ne*xu € C(Q), kunhan e < dist(K, 00Q)
Jja

Ne xu — u LP(Q):ssa.

TopisTus: Jos z € Q, jolle dist(z, K) > ¢, niin u(y) = 0 kaikilla € B(z, ) ja siten

norul) = [ nle =) dy=0.
B(z,e)

Toisin sanoen,

spt(ne xu) C {x € Q: dist(z, K) < e} CcC Q.

2.20. Seuraus. Olkoon 2 avoin ja 1l < p < oo. Talléin C3°(2) on tihed LP(2):n
osajoukko, ts. kaikilla f € €2 on olemassa jono p; € C5°(12) s.e.

lim [|io; — /||, = 0
Jj—0

Topbistus: HT. O

PYSYVAISSOPIMUS: Jatkossa Q C R" on avoin.
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2.21. Seuraus. Jos K C Q) on kompakti, niin on olemassa ¢ € C§°(Q2) s.e.
0 < ¢ <1 jay=1 K:ssa. Lisdksi voidaan valita ¢ s.e.

7

< —/——F—F—= j ",
Vo) < gmeam 2 FR

Tallaista funktiota ¢ kutsutaan cut-oft-funktioksi.
Tobistus: Q # R™.

(dist(z,0Q) — 2)

5 .1 missd 0 = dist(K,00) > 0.
2

u(r) = min

v(z) = 2 min(u(z), 5) :

Etsitty funktio on esimerkiksi v:n silotus v., kun ¢ tarpeeksi pieni. (Toinen tapa
tehtdd tdmé, on yhdistdéd w:n pédlle sopiva siled funktio.) Loput HT. O

2.22. Huomautus. Tapaus p = oo. Ei pidde (miksei?), ettd u. — u  L*:ssé,
mutta kuitenkin ||uc|/co < ||t]|oo-

1
loc

2.3. Lemma. (Variaatiolemma.) Olkoon u € L; () sellainen funktio, jolle

/ugp der =0 kaikilla ¢ € C5°(Q).

Q

Talloin u(z) =0 mk. x € Q.

Tobistus: Olkoon K C {x : u(x) > 0} kompakti. Valitaan avoimet Dy D Dy D
- D Kse Dy CCQija|DN\K| < % Olkoon ¢; € C3°(D;) s.e. 0 < p; <1, 9, =1
K:ssa (téllainen on olemassa Seurauksen 2.21 nojalla.) Nyt

/ugojdxzo.
Q

Lisaksi

lup;] < |ul ja upj(z) = (uxk)(z) mk. x€Q,
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koten dominoidun konvergenssilauseen nojalla saamme

/uwjdx%/uXde:/udx.
Q

Q K

Niinpé |K| = 0, koska u > 0 K:ssa, joten

{u >0} =0.
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3. Heikko derivaatta eli distributiivinen derivaatta

Esimerkki. Olkoon u € C'(Q) ja ¢ € Cg°(Q). Tillsin up € Cj(Q) (voidaan
olettaa, ettd up € C3(R")). Olkoon z € Q. Tarkastellaan kuvausta ¢ — (ue)(x+te;).

nollajatko
T&lloin voidaan valita tq,t, € R, joille

p(x+tej) =0 kaikillat > ¢ jat <t,.

Siten saamme (yksiulotteisesta) analyysin peruslauseesta:

0= (up)(z +tiej) — (up)(z + toe;) = /@j(ugo)(x + te;)dt

t1 t1

= /(Gju)<p(a: + te;)dt + /u - 0jp(x + tej)dt
to to
= /(8ju)<p(:c + te;)dt + / w(0;jp)(x + te;)dt .

Toisin sanoen,

/(@u)gp(m +tej)dt = — /uajw(:c + te;)dt.
R R

A
Integroidaan nyt yli muuttujien dx, dzo,..., dz; ..., dz,

ei integroida
tdmén suhteen

A
/~~/8jug0(a:+tej)dtd:c1 coodxj ... doy,

R

AN
:_/.../uaj¢(x+tej)dtdx1...da:j...dxn,
Rn

jolloin Fubinin lauseesta seuraa

/ Dyup () da = — / () da

Rn
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Siis

(3.1) /ajugo(a:) dr = — /uﬁjgp(x) dr  kaikilla ¢ € C5°(92) .
Q 0

3.1. Huomautus. Tarkkaan ottaen yo. laskussa kéaytetddn “tietoa”, ettd u €
CH(R™). Tamai ei ole oleellista (3.1):n aikaansaamiseksi: kun ¢ € C§°(Q2) on kiinni-
tetty, voidaan u korvata funktiolla (u,), missd ¢ € C*(Q2), 0 < p < ljay =1
spt @:ssi. Talloin w:lle ja wyp:lle (3.1):n integraalit ovat samat.

Kadntéen, on helppo ndhd4, ettéd jos v on sellainen jatkuva funktio, jolle

/wdv =— /uﬁjgo dr  kaikilla p € C5°(Q),
Q )

niin v = J;u, mikili u € C*(Q).

3.2. Maéiritelmé. (Heikko derivaatta) Olkoon u € L () ja o € N™. Jos on

loc
olemassa sellainen v € L{ .(Q), jolle pétee osittaisintegrointikaava

(3.2) /uDO‘go dr = (—1) /vgo dr  kaikilla ¢ € C5°(2),
Q Q

niin v on w:n «a. (heikko) derivaatta Q2:ssa (distributiivinen, yleistetty tai Sobolev
derivaatta) ja merkitdin v = D%. (Jos |a| = 1, D©O-010-0y = 9.y ja Vu =

(Ovu, Dau, . .., Oyu).)

3.3. Huomautus.

(1) Aiemmin merkittiin klassisia derivaattoja symbolilla D*u. Té#stéd ei aiheudu
suurta sekaannusta silld, jos u € C1*1(Q), niin D*u = D% m.k., ts. a. heikko
derivaatta on m.k. . (klassinen) derivaatta.

(2) Variaatiolemman (Lemma 2.3) nojalla heikko derivaatta on m.k. yksikésittei-
nen: Jos vy, vy ovat heikkoja «. derivaattoja, niin

/(1)1 — ) pdr = (1) /(uDO‘go —uD%)dr =0 kaikilla ¢ € C;°(Q2).
Q Q
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3.4 Huomautus. Heikko derivaatta D%u on u:n distributiivinen derivaatta, mutta
tissd vaaditaan erityisesti, ettd se on lokaali L'-funktio.

Monesti jatkossa |a| = 1 ja silloin usein merkitdéin D*u = Du. Erityisesti Vu =
(DW0-0qy DOLO-0)y - DO--0.1)yy 5 0. derivaatta on funktio itse, Du = w.

3.5. Huomautus. Jos v on D% (2:ssa, niin v on w:n «. derivaatta D:ssé
kaikilla D C €2 avoin.

Esimerkki.
a) Olkoon

x, jos0 <z <1
u(r) = .
1, jos 1 < x.

0 =]0,2[= u € L. (Q).

loc

Koska heikko derivaatta yhtyy tavalliseen derivaattaan, kun jalkimmaéinen on jat-
kuva, ainoa jarkevé yrite derivaataksi on

{1, josO <z <1
v(x) = .
0,, josx > 1.

Nyt jos ¢ € C§°(]0, 2[), niin osittaisintegroimalla

/ugp’ dr = /a:gp’(:v) dx+/g0’(x) dx

10,2 0 1

—/wow) - [e@ o+ o)

— o)+ @) o) - [ vo)e(o)do
=0 10,2]

eli v = D Q:ssa.

b) Olkoon © =|0, 2] ja

T, jos0<x <1
2, josx >1
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Taas ainoa jarkeva yrite derivaataksi on

{1, josO <z <1
v(r) = :
0, josx > 1.

D
<
6
Q.
S
I
—
8
‘6
Q.
8
+
H\M
[\
SH
S
U
S

[en]

—— [ vapla) do - o).
10,2[
joten valitsemalla sellainen funktio ¢, jolle p(1) # 0, osittaisintegrointikaava ei péade.

Siispd w:lla ei ole heikkoa derivaattaa (2:ssa. (Syy: u ei ole jatkuva pisteessd z = 1,
ja kyseessd on l-ulotteinen tilanne.)

Esimerkki. Olkoon 2 C R™, n > 2. Jos u on rajoitettu eli u € L*>(£2) ja u:lla
on Q\{xo}:ssa 1. kertaluvun heikko derivaatta v = Du € Li (Q). T&lléin v on w:n
heikko derivaatta (2:ssa: Oletuksen nojalla osittaisintegrointikaava

(3.3) /uDO‘go dr = (—1) /Ducp dx  pétee kaikilla ¢ € C5°(Q\{xo}) .
Q

Osoitetaan, ettéd kaava (3.3) patee kaikilla ¢ € C§°(2). Olkoon ¢ € C§°(£2). Vali-
taan cut-off funktio ¢; € C§°(B(xo, %)) s.e. ¥j(z) = 1, kun x € B(x, 110%) ja
J

0 < ; <1 sekd |V <1015 (ks. Lemma 2.21). Tallsin p(1 — ;) € C(Q\{xo}),
joten sitd voidaan kayttdd testifunktiona eo. kaavassa. Saamme

—1m.k.

—
[ DueT=0)) do =~ [uD(elt - ) ds
spt ¢ gc\DZ\GLl Q

Dominoidun konvergenssilauseen nojalla vasen puoli suppenee kohti integraalia

/Du-gpdm

Q
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ja oikea puoli

——/uDgp-(l—wj) dx+/ug0ijdx
)

Q 1-1<c|uleL!

—>—/uDg0d:L‘—|—0,

silla
<M <M;
~ N 1n 1n
/uch@bj dx| < / lul|p] | D] do < CMJ(;) = cj j_—>)oo 0.

Q B(z,})

Niin ollen (3.3) on tosi kaikilla ¢ € C§°(2) ja siten v on u:mn heikko derivaatta koko
(2:ssa.

3.6. Huomautus. Heikko derivaatta (ja sen olemassaolo) on mééritelmén mukaan
globaali ominaisuus. Se on myos lokaali ominaisuus: u:lla on heikko derivaatta v =
D%u Q:ssa, jos ja vain, jos jokaisella x € ) on ympéristdo B(z,r) s.e. u:lla on a.
heikko derivaatta v B(xz,r):ssd. “Vain jos” -suunta on triviaali. "Jos-suunta seuraa
seuraavasta lemmasta ja lauseesta tai kdyttamalla ns. ykkosen ositusta (ks. Lause
4.12).

3.4. Lemma. Olkoon u € Lj, (), jolla on a. heikko derivaatta D*u € Lj, ().
Olkoon n. silottajaydin, jolle sptn. C B(0,¢). Tallbin

D%(n. xu)(x) = ne x D(z)  kaikilla z, joilla dist(z,0) > e

Tobistus: Koska y — n.(z — y) on C§°-funktio, voidaan osittaisintegroida ja saa-
daan

(e xu)(x) “E® (D m) u(z)

/ Dn(e — ) uly) dy “2 (—1) / 1)l (2 — ) D*uly) dy
Q

R"
tal Q

B / ne(z —y)D*u(y) dy = ne * D*u(x).

Rn

y—Dene(z—y)
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3.7. Lause. Olkoon u,v € L} (Q). Télloin v = D*u jos ja vain jos on olemassa

jono p; € C*(Q) s.e. kaikilla avoimilla D CC €2:
0; —u L' (D):ssd

Jja
D%p; — v L'(D):ssi.

ToDISTUS: <=: harjoitustehtava .
=: valitse ¢; = 11 * u ja katso Lemmaa 3.4 sekd Lausetta 2.18. |
J

3.8. Huomautus. Jos u:lla ja v:114 on heikot derivaatat, niin

D*(A\u+ pv) = AD%u + uD, A pu, € R, HT.

3.9. Lause. (Tuloséénto) Olkoot u,v € L52.(2) sellaisia, ettd niilld on 1. kertaluvun

vleistetty derivaatta Du € Lj, () ja Dv € L, .(Q) (molemmilla samaan suuntaan).

loc loc
Télloin tulo wv derivoituu heikosti ja

D(uv) = uDv + (Du)v.

TobisTus: Valitaan u; € C®(Q) se. [|uj]lo < ||t ja u; — u ja Du; — Du

LY(G):ssé kaikilla avoimilla G CC Q. Osoitetaan, etti osittaisintegrointikaava pé-
tee:

Olkoon ¢ € C§°(R2). Valitaan G CC 2 s.e. sptp C G. Nyt

——

/v- D(ujp) dr = —G/Dv(uj-go) dz

=(Duj)p+u; Dy

G
= /U(DUj ~p+u;Dy)dz,
G

ts.
/( u;Dv +(Duj)v)pdr = —/vuchp dx
~—— —

G <c|Dv|eL! G <M
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Osajonoon siirtymélld u;(z) — u(z) m.k., joten Dom. konvergenssista vasemmalle
puolelle seuraa

/(uDv — Duwv)pdr = — /ungp dx ,

silla
‘/(Du—Duj) ve dx| < M||Du— Du;l; — 0.

<M

3.10. Huomautus. Tulosdénnon oletus u,v € L2 (€2) voidaan korvata oletuksella

w € L () ja uDv +vDu € Li. (), ks. Lause 3.21.

loc loc

3.11. Huomautus. Jos a = (ay,...,an), = (01,...,0,) € N, niin

(ﬁ) T BN a=08) T Byl Bul(og — B! (am — Ba)! Jos a; = ;.

Sileille funktioille u,v € C*°(£2) on voimassa ns. Leibnitzin kaava

D*(u,v)(x) =Y (O‘) DPu(z) D Py(z).

BLa ﬁ
Sama kaava pitee myos heikoille derivaatoille mikéli kaikki esiintyvéat termit ovat
OK, erityisesti lokaalisti integroituvia (téssédpa harjoitustehtavid).
3.12. Lause. Jos Q on alue ja funktion u € L}, () ensimmaéiset heikot derivaatat
héaviavat (:ssa, ts. Vu = 0 m.k. ():ssa, niin on olemassa ¢ € R, jolle

u(zr)=c mk z€.

Tobistus: Tyhjennetéén €2: otetaan alueet D; CC Dy CC --- CC €, joille
Q=UD;.
j=1

Kiinnitetdén j ja olkoon e < dist(D;, R™ \ Q). Téllsin

V(1 *u)(z) = n. * Vu(z) kaikilla z € D;
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(voidaan tehdé koordinaateittain, Lemma 3.4). Koska n.xu € C°°(D;), seuraa tésté,
ettd on olemassa vakio a. € R, jolle

Ne xu(r) = a. kaikilla z € Dj .
_— =~

0
Ezou(a:) m.k. =

On siis ¢; € R s.e.
u(z) =c¢; mk xe€D;.

Koska Dy CC Dy CC ..., niin ¢; = ¢; kaikilla £, j ja siten

wz)=c¢ mkze |JD;=0Q.
j=1

3.13. Lause. (Ketjusiinto) Olkoon f € C'(R) s.e. f' € L>(R). Jos funktiolla
u € L1 (Q) on 1. kertaluvun heikko derivaatta Du € L} (Q), niin yhdistetyllé

loc loc
funktiolla f o u on 1. kertaluvun heikko derivaatta ja

D(foy)(z) = f'(u(x))Du(z) m.k. z.

3.14. Huomautus. Lauseen 3.13 funktio f on Lipshitz:

(@) = Fl =, 17z =)l < ([l = y| Laikilla z,y € R.

TopisTus: Huomaa, ettd f'(u)Du € Li.(Q). Olkoon u; € C*(Q) sellaisia, ettd

loc

kaikilla G CC Q: u; — u, Duj — Du L(G):ssé. (Lause 3.7). Télloin

G
f Lip. ,
e [ luste) =~ u(@)dz — 0.
G

Jj—00

Siispd f ou; — fowu L'Y(G):ssi ja erityisesti f ou € L*(G). Siten fou € Li ().

loc
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Osoitetaan lopuksi, ettd D(f o uj) — f'(u)Du L*(G):ssid kaikilla G CC Q, jol-
loin viite seuraa Lausessta 3.7. Voidaan osoittaa, ettd u;(x) — u(zr) mk. z € Q
(osajonoon siirtymall4).

/ F'(w)Du— D (f ouy)|de = / () Du — f'(uy) Dy | de
G cCl G

= /| — f'(u)(Du — Duj) — Du(f'(u;) — f'(u))| dz

~
<M G —0 m.k. x,

koska f/ jva ja uj (z)—u(x)

< Dy = Dl + [ 1Dull ) = S @ e~ 0.

j—00

G
< [1)IDw ~ Dulda+ [ |Dul | (w) ~ £(w)] da
G

—0 G

Edella kaytettiin dominoidun konvergenssis lausetta; huomaa, etté integrandeilla

|Dul|f'(uj) — f'(u)]  on majorantti  2|Dul||f'|l. € L'(G).

Merkinta. Funktioiden positiivi- ja negatiiviosat ovat

>
jos u(zx < 0)

Ju(z),  jos u(x)
ut(z) = {O,

Néiden avulla saadaan itseisarvo ja maksimi seké minimi:

lu| =ut +u", u=u"—u".

max(u, v)(z) = max(u(z),v(z)) = (v —v)"(z) + v(z)

min(u, v)(x) = min(u(z),v(x)) = v(z) — (v —v) (x).
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3.15. Lause. Jos funktiolla v € L} () on 1. kertaluvun heikko derivaatta Du

loc
Q:ssa, niin funktioilla w™, u™ ja |u| on myos 1. kertaluvun heikko derivaatta ja

Dut(z) = Du(x), (]:os u(z) >0
0, josu(z) <0
Du(z) = —Du(z), J:OS u(z) <0
0, josu(xz) >0
Du(x), josu(z) >0
Dlu| = Du*(z) + Du™ (z) = ¢ —Du(x),  josu(x) <0
0, josu(x) =0
Liséksi: Du(z) =0 m.k. x € {y € Q : u(y) = 0}.
TobisTus: Koskau™ = (—u)™, niin mikéli viite patee ™, niin loput seuraavat siité;

huomaa, etté tialloin Du = D(ut)—D(u™) = 0—0 = 0 m.k. joukossa {x : u(x) = 0}.
Siten riittédi osoittaa, etté on olemassa Du™ ja etti viitteen kaava on sille voimassa.

Olkoon

1) = V2 +e?2 — ¢, jost >0
o, jost <0’

jolloin

t .
fl<t): Ve JOSt>0
0, jost <0

jasiis f € CY(R) seké |f(t)] < 1 kaikilla ¢ € R. Ketjusdénnon 3.13 nojalla = f.ou
on heikosti derivoituva ja

S
ok
O
&
I
R
£
&
o
£
8

Olkoon ¢ € C§°(Q2). Téllin

Q/D(faou)godx:—g/feouDgodx
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Siis

—u(x)
—_——~—
4 Dupw dr=— [ (Valrre-a
— - JU\T T r = — u\x ge —€ X .
Vu? +e? i s ~
{z:u(z)>0} ~ o {z:u(z)>0} <|ute||Dp|eL!Dp(x)
<|DupleL?

Vasemmasta puoliskosta saadaan rajalla dominoidun konvergenssilauseen avulla

/ Dupdx = | "Du™ pdx

{u(z)>0} Q

(missd ” Dut” viittaa viitteen kaavalla méériteltyyn funktioon) ja oikeasta puolis-
kosta saadaan

— / u(x)Do(z) dx = —/u*(az‘)D@(m) dz ,

{u(x)>0} Q

joten

/”Du+”g0dm = —/u+(x)Dg0(x) dx .
Q

Q

3.16. Huomautus.

—/Duapdmz/uDgpdw
:/u+Dtpd:E—/u_Dcpdx:— / Dup dx — / Dupdx

{u>0} {u<0}
& /u+Dgo dr + / Duyp dx :/U_Dgo dz + / (—Du)pdx
{u>0} {u<0}

g g

=0 =0
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3.17. Seuraus. {(Hilaominaisuus)} Jos u,v heikosti 1. kertaa derivoituvia, niin
max(u,v) ja min(u,v) ovat myds ja

D max(u,v)(z) "E* {

D min(u,v)(x) = {

Erityisesti Du = 0 m.k. joukossa {u(z) = A} kaikilla A € R.

Seurauksen 3.17 antama etuus on se, ettd voidaan typistella eli tutkia leikattuja
funktioita u — max(min(u, k), —k). Sen avulla useat viitteet riittaé todistaa rajoi-
tetuille funktioilla (ja huolehtia vain, ettd ominaisuudet eivit menehdy rajankéyn-
tiin).

3.1. Absoluuttinen jatkuvuus

Muista, ettd jos [a,b] C R, niin funktio f : [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva,
jos jokaisella € > 0 on olemassa sellainen d > 0, ettd aina, kun poimitaan &érellisen
monta pistevierasta vilin [a, b] osavilié, joiden yhteenlaskettu pituus on alle luvun
0, niin funktion f kokonaisheilahtelu po. vélien péditepisteissid on alle g, ts. jos a <
a1 < by <ag <by <--- < ag < by <bovat sellaiset, etta

k
E (b; —a;) ,
Jj=1

niin

Z flaj)| <e.

Muista.

(i) Absoluuttisesti jatkuva on jatkuva.
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(ii) Reaalianalyysin kurssilla todistettanen:® f on absoluuttisesti jatkuva, jos ja
vain, jos on olemassa (tavallinen derivaatta) f'(z) m.k. z € [a,b], f' € L'([a,b])
ja

fly) = f(a) + / f'(z) dz kaikilla y € [a,b] .
[a,y]

"Jos-suunnassa riitta, etta eo. integrointikaava on voimassa, kun f’ korvataan
integroituvalla funktiolla g (joka a posteriori on f:n derivaatta m.k.).

Heikko derivaatta ja absoluuttinen jatkuvuus, kun n = 1.

3.18. Lause. Olkoon Q2 C R avoin ja u € L}, (Q) heikosti derivoituva (ts. on
olemassa Du € Li,,(Q). Télléin on olemassa sellainen v : Q — R, ettd vy on
absoluuttisesti jatkuva jokaisella osavalilld [a,b] C  ja v(z) = u(z) m.k. x € .

Liséksi Du(z) = Dv(z) m.k. x € €.

Kiéntéen, jos f € Lj,.(Q) on sellainen funktio, jolle rajoittumat f|, ovat abso-

luuttisesti jatkuvia kaikilla [a,b] C A ja jos f' € L} (), niin f on heikosti derivoi-
tuva ja Df = f' m.k.

TobisTus: "<” Riittdd osoittaa, ettd f’ on fn heikko derivaatta (tehtiin oleel-
lisesti harjoituksissa). Olkoon ¢ € C§°(£2). Talloin (fy) on absoluuttisesti jatkuva
kaikilla véleilld [a,b] C €2, joten

OsptfgCCQ /(f¢)/dw:/f/@d$+/fgp’dx’
Q @ “

ts.

/fgo'dmz—/gpf’dx kaikilla o € Cg°(Q) eli f'=Df .
Q Q

"=" Voidaan olettaa, ettd 2 on yhtendinen. Otetaan p; € C*(Q) s.e. ¢; — u ja
¢ — Du L (Q):ssa ja p;(z) — u(z) mk. x € Q. Valitaan 2 € Q, jolle ¢;(x) —
u(zo).

Vaite: Kaikilla z €

3(x) — u(zo) + / Du(y)dy

[IO ,I]

=4 . .
°katso esim. Bruckner, Bruckner, and Thomson: Real analysis.
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Todistus:
‘/s@}dy—/DU(y)dy‘S / | — Duldy — 0.
[zo,z] [%0,z] [x0,7]

Siten

w;i(x) = @;(z0) + / o' dy — u(xg) + / Du(y)dy kaikilla x € Q.

[Io,z] [1:0 ,:I:]

Viitten nojalla rajafunktio v,

v(x) = lim ;(a)

Jj—00

on absoluuttisesti jatkuva vélilld [a,b]. Koska ¢;(z) — u(zr) m.k. z, on v(z) = u(x)
m.k. z € Q. Erityisesti siis heikosti derivoituvalla u € L] (Ja, b[) on (absoluuttisesti)

loc
jatkuva edustaja. |

Heikko derivaatta ja absoluuttinen jatkuvuus, kun n > 2.

Kun n > 2, niin heikosti derivoituvalla funktiolla ei yleensé ole jatkuvaa edustajaa
(esimerkiksi funktio |z|2~™ on téllainen).

3.19. Mairitelmi. Funktio u :  — R, Q C R™, on ACL Q:ssa (eli absoluut-
tisesti jatkuva m.k. suorilla), jos "se on absoluuttisesti jatkuva melkein jokaisella
koordinaattiakselin suuntaisella suoralla” tarkasti:

Olkoon L j. koordinaattiakselin suuntainen suora, ts.
L={xp+te:tcR}

ja (z1,22,...,2j-1,0,2541,...,2,), € j. kantavektori.

Jos J C L N on suljettu jana, ts.
J={x +tej:t € [a,bl},

niin ¢ — u(z; + te;) on absoluuttisesti jatkuva valilld [a, b].
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"Melkein jokaisella suoralla” tarkoittaa: m,_1(P;(E)) = 0 kaikilla j = 1,...,n,
missé

E = {x;, € R": ominaisuus ei pade suoralla {z] +te; : t € R}}
ja P;: R™ — R™! on j. projektio, ts.

f’j((l’l, ce ,ZL‘n)) = (l’l, ey L1, Ty 1y e ,l’n)

3.20. Huomautus. ACL-funktio ei vilttamatta ole edes mitallinen.

Varo: Jotkut siséllyttéavit jatkuvuuden ACL-funktioiden méaritelmééan.

3.21. Lause. Olkoon u € L (), Q C R". Télléin u:lla on heikko derivaatta
Diu € L}, .(Q), jos ja vain, jos on olemassa sellainen ACL-funktio v : Q — R, jolle

u(z) =v(r) mk x€Qjadwe L (Q).

Talloin O;u = D;u m.k. ):ssa.

Téassa 0;v on osittaisderivaatta, joka on tavallisessa mielessa olemassa m.k. suorilla
L, jolla v on absoluuttisesti jatkuva.

TobisTus: “«<=” Kuten edellinen lause + Fubini.

“=" Voidaan olettaa, ettd ) = R" ja ettd u(x) = 0, kun |z| > R. (Helppoa, kun
kéyttdd cut-off -funktioita, palloja ja diagonaaliargumenttia.)

Valitaan ¢; € Cg°(R") (voidaan olettaa, ettd spt p,; C B(0,2R)), jolle

;(z) = u(r) mk. z € R" ja
Dipj(z) — Dyu L'(R™):ssi.

Merkitédn pistettd 2 € R™ symbolilla (2, z;), missd 2 € R* 1.

R

R~

Osajonoon siirtymélld voidaan olettaa, ettd m.k. z € R*!

/|D2<pj T, 1) — Dyu(, x;)| da; 7220

z;—0 on Cauchy Ll:ssi
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Siispd m.k. z € R 1

Cauchy
R
Nyt kaikilla z € B(0,2R) pétee
i@ o) - a@a)l=| [ DeyEn - D

—2R
alarajoilla sij =0

R

Néin ollen, jono z; — ¢, (E,xl) on tasaisesti Cauchy-jono R:ssé, joten se suppenee
tasaisesti kohti jotain jatkuvaa funktiota z; — v(z, ;).

Toisaalta N N
/Di¢j(E,t)dt—> /Diu(E,t)dt,
—2R 2R
:pj(g’mi)
joten

U(%,@)—/Diu(%,t)dt.

—2R

Toisin sanoen, x; — v(z, ;) on absoluuttisesti jatkuva vililld [-2R, 2R]. Toisaalta

@i (T, 2;) — u(r,z;) mk. z, joten v on etsitty edustaja. Derivaatta saadaan suoraan
integraalista. |

3.22. Huomautus. Lokaalisti Lipschitz-funktio v : £ — R on absoluuttisesti
jatkuva kaikilla suorilla ja sen osittaisderivaatta on lokaalisti rajoitettu, joten u on
heikosti derivoituva.

Muista, ettd u on lokaalisti Lipschitz-funktio, jos kaikilla palloilla B(zg,r) C €
on vakio Mp s.e.

lu(z) — u(y)| < Mug(z,y) kaikilla z,y € B(zo,7) .
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4. Sobolev-avaruudet, osa 11

4.1. Maaritelmi. Olkoon 2 C R™ avoin ja k € N ja 1 < p < co. Sobolev-avaruus
WHP(Q) koostuu kaikista funktioista u € LP(2), joilla on heikot derivaatat D%u
Q:ssa kaikilla a € N" |a] < k, ja DY € LP(Q). (k =kertaluku)

Siiné kiytetiin normina®

el = Nullwrny = Y 1D%ul| ooy

aeNn
la|<k

Vastaava lokaali avaruus on

WEP(Q) := {u: u € WHP(D) kaikilla D cC Q} .

loc

Huomaa, ettd samastuksella
w ~ (u, DOy, DOLO-) -y
WHP(Q) voidaan tulkita tuloavaruuden LP(2) x LP(Q) x - - - x LP(2) aliavaruudeksi.
Muita kiiytettivid ekvivalentteja normeja W*P(Q):ssa on mm.
1
lul| = (/ 3 \Dau|pdx> (1<p<oo):
Q lol<k

ekvivalenttius tarkoittaa sité, ettd on olemassa sellainen vakio ¢ € R, jolle

1
—ullep < JJull < cl|lullr, kaikilla u € Wk’p(ﬂ) .
c

4.2. Huomautus. Jos p = 2, niin avaruuteen W#2(£2) tulee normi sisiitulosta

(ulv) == Z D*uDv dx

|| <K 0

ja (u|u) = |Ju||?, joka on siis ekvivalentti normin || || 2 kanssa; titd normia kiytetaéin
yleensd W*?2((2):ssa, koska tisti tulee tillsin Hilbert-avaruus.

5Huomaa, ettd D% eli u on summassa mukana.
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4.3. Lause. (W"P(Q),| - |lxp) on Banach-avaruus.

TobisTus: Demot. O

4.4. Huomautus. Jatkossa ei yleensé ole vilid, mitd ekvivalenteista normeista
WP (Q):ssa kiytetiin; ekvivalenttiusvakio on yleensi ¢ = c(k, p, n).

Lauseesta 3.21 saadaan

4.5. Lause. Olkoon u € LP(Q). Télléin uw € W'P(Q) jos ja vain jos on olemassa
sellainen ACL-funktio v € LP(Q)), jolle O;v € LP(Q) kaikilla j = 1,...,n jav = u
m.k. ():ssa.

4.6. Huomautus. Monet ilmist W*P(Q):ssa voidaan induktiivisella p#ittelylld
helposti palauttaa W1P(Q):aa koskeviksi ilmitiksi. Tist# syysté jatkossa useimmiten
rajoitumme tarkastelemaan avaruuksia W1?(Q).

Selvisti Cg°(Q) C CF(Q2) € WHP(Q); joukon Cg°(€2): sulkeumaa WP (Q):ssa mer-
kitéin symbolilla WEP(Q). (Sanotaan, ettd u € WEP(Q) hdividi 0Q:lla Sobolev-
mielessd.) Siis u € WyP(€) jos ja vain jos on olemassa jono @; € C5(9Q) s.c.

lim [lu — ;] = 0.
j—o00

Tallsin (WEP(Q), || - |lkp) on Banach-avaruuden suljettuna aliavaruutena itsekin
Banach-avaruus.

4.7. Huomautus.

o WIP(Q) € WHEP(Q). Yleensd WiP(Q) # WhP(Q), esimerkiksi kun € rajoitet-
tu.

o Intuitiivisesti W, 7 (€):n funktiot hividvit Q:1la (ei ole tarkkaan ottaen totta,
katso Lause 8.24).

e Jos u € WyP(Q), niin (HT) v € WJP(R™) € W*P(R"), missé

o(z) = u(z), !?os z €
0, jos x ¢ €.

Kéédnteinen puoli ei ole selllaisenaan edes mielekéds kysymys (miksei?), vaan
tarvitsee lisipohdintaa (katso Lause 8.24).
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4.8. Maéiritelmé. Olkoon Q C R™, 1 < p < 0o, k € N. Sobolev-avaruus H*? ()
on joukon C*°(Q) N WHP(Q) sulkeuma WHP(Q):ssa, ts. u € H*P(Q) jos ja vain jos
u e LP(Q), D*u € LP(Q) kaikilla o : |a] < k ja on olemassa jono ¢; € C*(Q), jolle

”U_(Pjuk,p_)oa kun j — oo.

4.9. Huomautus.

o (H*?(Q),] - ||xp) on Banach-avaruus.

o u € H*P(Q) jos ja vain jos u € LP(£2) ja on olemassa funktiot v, € LP()
kaikilla &« € N, |a| <k, ja ¢; € C®(Q) s.e.

w; —u  LP(Q) : ssa

ja
D%p; — v, LP(Q) kaikilla o € N", |a| < k.

Talloin v, =: D*u. (Lause 3.7.)
4.10. Huomautus. Jatkossa joskus merkitiin vastaavasti Hy? () := WE*(Q).

4.11. Huomautus. Kun p = 2, usein kirjallisuudessa merkitiin H*2(Q) = H*(Q)
ja Hy*(9) = H§ ().

HAVAINTO: Inkluusio H*?(Q)) € W*P(Q) tulee suoraan miiritelmésti. Edel-
leen, H*P(R™) = WFP(R").
Syy: Jos u € WF?P(R™), niin silotetaan ¢; = ny/; * u, jolloin ¢; € LP(R") ja
@; — u LP(R™):ssa (Lause 2.5) ja
o a Lemma 3.4 a @ n .
D%; =D%m1xu) =" n1x D% — D% LP(R") : ssi.

Itse asiassa niin on kaikilla Q C R"™:

HP(Q) = WFP(Q).



43

Eo. péittely osoittaa, ettd’

WEP(Q) € HP(Q).

loc

Yhtésuuruuden H*?(Q) = WHP(Q) todistamiseksi tarvitsemme ns. "ykkosen ositus-
ta”:

4.12. Lause. (Ykkosen ositus) Jos E C R™ ja G kokoelma avoimia joukkoja
U C R", joille E C | J,cgU. Télloin on olemassa sellainen kokoelma ¥ C Cg°(R"),
ettd kaikilla ¢ € U: 0 < (x) <1 kaikilla x €, ¢ € C°(R") ja

i) kaikilla tp € ¥ on olemassa U € G s.e. spty C U, ts. ¢ € C5°(U)
ii) jos K C E kompakti, niin

#{ € W isptyy N K # 0} < o0

i)
> () =1 kaikillaz € E.
Ppew

(Kokoelma ¥ on joukon E peitteeseen G liittyvé ykkosen ositus.)

k
Tobistus: A. E kompakti: Télloin on olemassa Uy, Us, ..., U, € G s.e. E C |JU;
=1

J
ja on olemassa kompaktit F; C U; s.e.

(Esimerkiksi E; = {z € E : dist(z,CU;) > ¢ pienelli c}.) Olkoon ¢; € C5(Uj;),
0<¢p; <1, p; =1 E;ssé (Seuraus 2.21) ja olkoon

k
@ZZ%’-
j=1

HPP(Q) = {ve H*"(D): D cc Q}.

loc
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Talloin
peCy(N)jaE C{r:px)>1}.
on kompakti
Merkitasan
Bim{o:p(0) 2 1) C {u: (o) > 3} =V,

jolloin V' on avoin. Valitaan h € C*(R"™) s.e. h(z) > 0 kaikilla = ja h(z) = p(z)
kaikilla x € E.

(Téllainen h on olemassa: olkoon g € Cg°(V), 0 < g<1se g=1 E:ssa, jolloin
esimerkiksi h = 1+ ¢ — g kiy.)

Maaritelldan

\If:{%:j:1,2,...,k}CC§°(R”).

Ehdot (i) ja (ii) ok télle perheelle W.. Jos = € E,

S 1 _
2 A s
=p(z)

joten (iii) on ok; tamé& on siis etsitty perhe.

B. F avoin: Valitaan
_ 1
E; == B(0,i)N{x € E : dist(x,CE) > ~},i=1,2,...
i
Télloin joukot F; ovat kompakteja ja

=1

Merkitddn Ey :=0 =: E_;. Kun
Z/{j = {U N (intEj+1)\Ej_2 U € G}, j = 1,2, e,

on U; E;\intE;_;:m avoin peite.
————

kompakti
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Kohdan A nojalla jokaisella j on olemassa sellainen ¥; C C5°(R"), ettd #¥; < oo
ja ¥; on E;\intF;_;:n peitteeseen U; liittyvi ykkosen ositus. Olkoon nyt®

s) = Y ()
=1 yev,
Télloin s(x) > 0 kaikilla 2 € E ja s € C*°(R"™). Maaritelldén

- Y() o5
v={ U {f: missaf(x)_{;w)’ 108 GE’}.

FELpe, () =0, josz¢FE

Talloin ¥ C C5°(R™) on etsitty funktioperhe.

C. E mielivaltainen: Talloin

a=Uu

Ueg

on avoin joukko ja sen peitteeseen G liittyva ykkosen ositus on myés joukon £ C G
peitteeseen G liittyvé ykkosen ositus. |

4.13. Lause. (H = W, sileilli approksimointi) Kun 1 < p < oo, niin H*?(Q) =
WHP(Q), ts. jokaisella u € W*P(Q) on olemassa jono ¢; € C*(2) N WHFP(Q) s.e.

w; —u  LP(Q):ssa

ja
D%p; — D% LP(Q):ssa kaikilla o @ |a| < k.

Tobistus: Valitaan ) =Qy C Qy CC Oy CC N3 CC - CC N see.

=1

j
Olkoon W Q:n peitteeseen {€2;,1\Q;_1 : j = 1,2, ...} liittyvi ykkosen ositus. Olkoon

\I/j = {1/1 ev: Sptw C Qj+1\ﬁj_1}

8Huomaa, etti summassa vain #irellisen monta nollasta eroavaa termii kerrallaan annetulla
kompaktilla joukolla.
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Talloin #V; < oo ja 1; € C°(2,41\Q;_1), missi

DI

PET;

Lisaksi

Z@/}j(w) =33 @) = Y W) = 1 kaikilla z € Q.

j=1 ¢Yev; PYew

Olkoon € > 0, (8 < diSt(Qj_H\gj_l, C(Qj+2\§j_2))).

Nyt
e * (Pju) = pu LP(Q):ssa.
—
€05 (2j+2\8j-2)
Edelleen

D (. # (byu)) "= . % D (hyu) — D (;u)

LP(9):ssa kaikilla «, joille || < k. Olkoon & > 0. On olemassa ¢; € C5°(€2,19\Q;_2)
s.e.
)

H%u—%mm<§-

Olkoon ¢ = >, ¢; € C=() ja

o = ullep =105 = (D ) ulles
i=1 j=1

4.14. Huomautus.

e Lauseessa 4.13 ei viiiteti, ettd funktiota u € W*P(Q) voitaisiin approksimoida

funktioilla ¢; € C>(Q). Tallaista approksimointia ei voida saavuttaa kuin
poikkeustapauksissa. (HT)

e Yleensi WEP(Q) # WH2(Q), mutta jos Q = R avaruudet ovat samat:
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4.15. Lause. Jos 1 < p < oo, niin WhP(R") = WIP(R").

Tobistus: Todistetaan yksinkertaisuuden vuoksi vain tapaus k = 1.

Olkoon u € W'P(R") ja ¢ > 0. Pitda 1oytdd ¢ € C°(R") s.e. |lu — pll1, < e
Koska W, (€2) on Banach, riittid 1ytad v € WP (Q) s.e. || — ull1, < e.

Valitaan r > 0 s.e.

1 n 1
p P £
Pz )+ / Dauldr) < .
( / [ x) j1< Dyl x) n+1

CB(0,r) CB(0,r)

Valitaan (cut-off) ¢ € C3°(R™) s.e. 0 < ¢ <1, ¢[pe,y =1 ja |[Vy(z)] < 1 kaikilla
x € R™. Tallin v = uyp € Wy P(R"™) (ks. Harj.)

Lasketaan: koska 1) = 1 pallossa B(0, )

n
lu—vlp=llu=vl,+)  |[Dju—Dul,
— , —_—
=(1-¢)u I=1 _pj(1—)u=(1—4) Dyu—uD ;1)

—( / \(w)uypdx)MZ( / (L= %) Dyul? dx)

CB(0y) <1 =t gy <t

+i( / luD;y|P dz)

CB(0,r)

3 =

3=

1
< (n+ 1) / P dz)? +
CB(0,r) J
9
n—+1

n

( / |DjulP da:)%

L eB(o)

<(n+1) =c.
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5. Perusepiyhtilot

5.1. Sobolevin epayhtalot

5.1. Lause. (Sobolevin epiyhtélo, kun p = k& = 1) Olkoon Q2 C R™ avoin, n > 2.
Talloin on olemassa vakio ¢ = c¢(n) > 0 s.e.

Jull o <cl|[Vully  kaikilla u € Cy(Q).
Huomaa, ettd —5 > 1.

5.2. Maaritelméa. Olkoon 1 < p < n. Télloin p:n Sobolev-konjugaatti on luku

% np
Pt = :
n—p
Huomaa:
n n 1 1 1 n
pr=—L > p>p ja —=-—— seki () =p.
n—op -1 * p oon n+p

5.3. Lause. (Sobolevin ep#yhtdlo/ Sobolevin upotuslause) Kun 1 < p < n, niin
on olemassa vakio ¢ = c¢(n,p) > 0 s.e.

o < c||Vull,  kaikillau € WP (),

|u
missa ) C R™ on avoin.

LAUSEEN 5.1 TODISTUS: Voidaan olettaa, ettd u € C5°(Q2). Koska sptu C Q on
kompakti, voidaan olettaa, ettd €2 = R". Nyt

T
)l =1 [ Ouer, st )t
— 0o

T
< / |Vu(zy, oy ..o w1, b, i1, .y |dE
—00
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kaikilla ¢ = 1,2,...,n, joten

lu(z)|™ < ( 7 |Vu| dyl) ( 72 |Vl dyg) < 7 |Vul dyn).

Nyt integroimalla ja kayttadmaélla yleistettyd Holderin epéyhtélod eksponeneteilla
n — 1 saadaan

e}
n

/|u(m)|nnl dxr; < / (H/|Vu|dyi)”lldx1
e A

~( [1wuan)™" [ (L [ 190lan) ™
—o0 Soo =20

[e's)
1 co 0o

S(]O\Vu\dyl) ﬁ(/ / ]Vu]dyidan)nil.

=2 oo —00
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Toistamalla tdma n — 1 kertaa

/ //|u 71 dxy dxsy . .. dr,
= X ok
< // {</|Vu|dyl) H(//]Vu|dyldx1) :|d£lf2...dxn
n—1 kpl
(o) (o] o0 o0 L
:// {(//|Vu|dy2dm1> X
—00 —o0 —00 —00
n—2 kpl
oo oo L n ll
X / (/|Vu|dx1) H(//\Vu\dyldxl) d:@}dxg...da;n
—0o0 —0o0 123 —00 —O0

~~

<ITi=; (f I IVl daa dx1>
</ /H(//\Vu\dazlda:l) (/ / |Vu|da:1d1:2) " dzs . .. dz,

—00 —00 —00 —O0

< /.../\Vu\dxl...dxn)n_ :(/]Vu]d:c)n_ :
—0o0 —00 Rn

Siispé saatiin haluttu epayhtald

Jull 2 < IVully-

5.4. Huomautus. Hieman huolellisemmalla arvioinnilla saisimme Lauseen 5.1
epiyhtloon hieman paremman vakion”

[l 2y <

\/—IIVUIll

Lauseen 5.3 vakio sen sijaan riippuu p:sta. (Ei ole totta, etté voitaisiin antaa p — n
ja saada epayhtalo

ei tosi
ullo < || Vulln,

9Ks. esim Gilbarg & Trudinger, Theorem 7.10.



51

silld on olemassa u € Wy (B)\L®(B) (HT).)

5.5. Huomautus. Lauseen 5.3 nojalla W,""(Q) c L.

loc e (82), kun p < n (ja lisdksi
upotus on jatkuva).

LAUSEEN 5.3 TODISTUS: Riittdé osoittaa epdyhtdls, kun u € CJ(2). (Jos ¢; —
uWP(Q)mn p; € C§°(Q), niin sovelletaan epéyhtilsd funktioihin ¢, — ¢y, jolloin siis

p < clIV(p; =il = cllVip; = Vir.

Siis ¢; on Cauchy-jono, joten se suppenee LF (Q2):ssa. Niinpd u € LP ja p; —
ulP*(Q):ssa ja siten

||90j - Pk

I

pr = 1 [ [ < Timef[Vipyl,, = [[Vull, )

Viite C3(€):m funktioille, kun p = 1, todistettiin edellisessi lauseessa, joten voidaan
olettaa, ettd 1 < p < n.

Olkoon u € C}(Q), u # 0, ja v > 0. Olkoon v(x) = |u(z)|" € Wy (R") (voidaan
olettaa, ettd 2 = R™). Sobolev epdyhtilo, kun p = 1 antaa

[o] 2 < IVolls -

Siis

(/mwﬂmﬁ"fg/wwwmzv/WPWme
—— N~
Rn Rn p%l p

Rn
Hsld B v
older (v—1) P P
< ’y(/|u| = dx) (/\Vu\pda:) :
R" _R» )
=1 Vully
. . U s | S . g s
Valitaan + siten, ettd = = p*, jolloin % = p*, ja siis edellinen epiyhtilo saa
muodon
n—1 p=1l_q_1
* " - 1 * p P
(/|u|p dx) < IM(/W’) dw) |Vull, .
n—p
R" R"
Siis
.
X
O ()
([f1ul o) P < IVl
n—p
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5.6. Seuraus. Kun 1 < p < n, niin WyP(Q) C L* () ja "upotus on jatkuva’.

Erityisesti W'?(R") C LP"(R").

Funktioiden C§(Q):n sulkeuma gradientin LP-normin suhteen antaa avaruuden
uppoaa LP"(Q):n aliavaruudeksi.

5.7. Seuraus. Olkoon Q C R", |Q] < co jau € Wy (Q). Téllsin

(][ \u|qd:zc)q < Q) (][ VP dx) ’
Q Q

{1§q<ﬂ=p*, josl<p<n

missé

= n—p

1<qg< o0, josp>n

jac=c(n,p,q.) > 0.

Tobistus: Helppo, ks. demot. O

5.8. Seuraus. Jos Q on rajoitettu ja u € Wy ?(Q), 1 < p < oo, niin
/|u|p dr < cdiam(Q)p/ |VulP dz
QO %)

missd ¢ = ¢(n,p) > 0.

TobisTus: Olkoon zg € 2 jar = diam(Q). Télloin Q C B(xg, r), joten soveltamalla
Seurausta 5.7 kun 2 — B(xzg,r) ja ¢ = p, saadaan

[ e [ < el [ vl ds
Q

B(zo,r) B(zo,r)

~r"n

wn nollajako cdiam(Q)p/ |VulPdx .
Q
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5.9. Seuraus. Jos Q| < oo ja p > n, niin W, *(Q) € LYQ) kaikilla q € [1, 00].

5.10. Lause. (Sobolevin epiyhtilo korkeammille kertaluvuille) Olkoon k € N ja
1 < pk <n. Josu C WyP(Q), niin u € L7 (9) ja

lull 22 < e 1D%ll,,

|laf=k

missé ¢ = ¢(n,p, k) > 0.

TobisTus: Sovelletaan Sobolevin epéyhtéloa k kertaa. Voidaan olettaa, ettd u €
CR(2). Nyt

[ullgs < cl|Vullg, misséd g = ﬁ

1 1 1 —k
:>_*:___:L_£:n p’
¢ ¢ n n—(k=1p np  np

eli ¢* = n’_‘—’;p Siis

lull s < e [P _m_ <e > IDul|__m_ < ...
n—kp n—(k—1)p |ﬁ‘_2 n—(k—2)p

la|=1

Sovelletaan Sobolev epdyhtaloa funktioon D*u ja eksponenttiin %; jotta niin
voidaan tehdé, pitda olla
np

—n—(k;—Q)p<n'

Néin on, kun (k — 1)p < n, joten saamme edelleen

lull oy < < e D0l g =3 D7l

n—kp —
lyl=k

[v|=k
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5.2. Poincaré-epayhtalot
Aloitamme lemmalla:

5.1. Lemma. Olkoon 1 < p < oo ja B(xg,7) C R™ pallo. Téalléin on olemassa
vakio ¢ = ¢(n,p) > 0, jolle

[Vul?

B N
o — g1 Y

/ lu(z) — u(y)P dy < et /

B(zo,r) B(zo,r)
kaikilla x € B(xg,r) jau € C*(B(zo,r)).

Tobistus: Merkitddn B = B(xg,7). Jos z,y € B, niin

ju() — uly)| = | / Vu(z +t(y — 7)) - (y — @)dt]

1

< / \Vu(x +t(y — z))||ly — x|dt.

0

Integroimalla epédyhtédloon molemmat puolet yli pallon saadaan Holderin epayhté-
16sta

/ () — uly)P? dy< / / V(e + ty — 2)Ply — Pt dy

- / / V(e + t(y — 2)Ply — o dydt

0

=z

Muuttujanvaihdolla z := x +t(y —x), J, =t7", 20 ;= x +t(xg — x) = twg+ (1 — )z,
2 — 3] = 4}z — o], joten

1
[ —utwrdy= [ [ 1Vutpr el - apazar
B 0 B(zo,tr)

20,tr
Huomaa, ettd B(zg,t,) C B(xz,2r), silld jos w € B(z,tr), niin

lw—z| <|w— 20| + |20 — x| < tr +tlx — x| < 2rt.
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1

Jlu@ ~uwpay= [ [ [Vu@pe e - ap da

0 BNB(z,2rt) <27t

=|z—z|<2rt

ez lipel
< (2r)? / |Vu(z)[? / t"dtdz
BNB(z,r2t) \Z;Tfﬂl
1
=L ﬂ — 1)
(21
o
= (27”)1—71

< crp””/ |Vu(2)P|z — x| "dz .
B

5.11. Lause. (Poincarén epéyhtilo pallossa) Olkoon 1 < p < oo ja B = B(xg,T).
Télloin on olemassa vakio ¢ = ¢(n,p) > 0 s.e.

/|u —uglPdr < crp/ |Vul? dz
B

B

kaikilla u € W'P(B); téssé
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TobpisTUs: Voidaan olettaa, ettd (miksi?) u € C''(B). Lasketaan:

]{Blu*_w:]g ue) ~f atw) iyl ds

7:’"_}3 u(z) dy

][][ y) dy|? dx
Jensen
sz‘f‘flu@ﬂ—ﬂdedydx
Lélcrp 1][/ |Vu(y) 1
!l’—y!”

1
= crp_l][ |Vu(y)P —/—n_l dx dy
, Py

J

~

-
_ 2 _ — 2
<2 [p(pam lr—yl T de=¢ [T - nin—Tdi=2r =T (n)

< cgrp][ |Vu(y)|Pdy.
B

5.12. Huomautus. Ei pidéd luulla, ettd Poincarén epayhtélossa pallon voisi korvata
mielivaltaisella rajoitetulla joukolla €.

5.13. Lause. (Sobolev-Poincaré -epéyhtilo) Olkoon 1 < p < n. On olemassa vakio

c=c(n,p) >0 s.e.
1 1
<][ \u—uB]p*) gcr(][ \Vu|pda:>
T By

kaikilla palloilla B, = B(zo,r) ja kaikilla u € W?(B,).

Tobistus: Todistetaan ensin apuviite:

5.2. Lemma. On olemassa ¢ = c¢(n,p) > 0:

1 1
(][ [P d:c)p < c('r’p][ |Vv]pdx—i—][ |v]pdx>
B, B, B,

kaikilla v € WP(B,).



57

LEMMAN TODISTUS: Voidaan olettaa, ettd zy = 0. Skaalaamalla (v(y) korvataan
funktiolla tv(ry)) voidaan olettaa, ettd r = 1. Mydhemmin todistamme, etté on
olemassa sellainen w € W'P(R"), jolle

w|B1 = ja ||’LU||W1,p(Rn) S CHUHWLP(Bl) ,
missd ¢ = ¢(n,p) > 0. Siis
1

(Jire (o) <(fure)
B1 B R”
Sob.ey % ~ %
< c(/|Vw|pdx) < c||w||17p§c</|Vv|pdx+/|v|pda:)
B1 Bl

R

(HT:a; > 0jap >0 (35 a;)P < kP> al) 7

Varsinaisen vaitteen todistus:
Sovelletaan Lemmaa funktioon v = u — up, € WP(B,), siis

1 1
3

<][ lu — up, [P dw)p = (][ lv|P” dx)p
r B
1
< c(r”][ |Vol? dx+][ [v|? dx)
N~ L~

=|VulP =lu—up,|P

w
< crp f_Br [Vulp

Poincaré

< c(rp][ |Vul? dx) ’

Tapaus p = n ("konformi-invariantti tapaus”)

Ei ole totta, ettd W, (Q) < L®(Q). [Esim. log((—log(|z|))+)] Kuitenkin jokainen
u € WH(R™) on BMO-funktio: (rajoitettu keskiheilahtelu, Bounded Mean Oscilla-
tion).

5.14. Maédritelma. f € L] (R") on BMO-funktio, jos on olemassa ¢ > 0 s.e.

][ |f — fB|dx < c¢ kaikilla palloilla B C R".
B
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5.15. Lause. Josu € WH"(R™), niin u € BMO.

Tobistus: Olkoon B C R™ pallo.

1
Jensen n
lu—uglde < (][|u—uB|”dx>
B B
1 1
Poincaré 1 n n |B|7 n
< ¢|B» \Vu|"dx | = ]Vu] de ) <cl|lu|in-
B

5.16. Lause. (Trudingerin epayhtild) Olkoon 2 C R™ rajoitettu. Télléin on
olemassa vakiot ¢; = ¢1(n), ca = c3(n) s.e.

i)
ex — )" |dx < ¢
fro (Gpea)™ ) o<

kaikilla u € W™ (Q). (n > 2)

TobisTus: (Idea) Voidaan olettaa, ettd ||Vul|, = 1.

jul =1 Jul™
/exp( 1 )dx:/zy( 1 )d$
Q Q k=0

o ’u‘ nk:Ll Sob.cy-+Jensen (> 1
j— n— 1
_ZQ/ Pl T E:k'AkckHVUHn )

k=0 ~

Kaytetddn Rieszin potentiaalia ja osoitetaan, ettd ¢, voidaan valita s.e. sarja sup-
penee. O

5.17. Lause. (Morreyn epéyhtild) Olkoon 1 < n < p < oo ja B, = B(x,r) pallo.
Télloin on olemassa vakio ¢ = ¢(n,p) > 0 s.e.

lu(z) — u(y)| < CT(]{B,« Vul? dx);

m.k. z,y € B, ja kaikilla u € W'?(B,).
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ToDISTUS: Approksimoimalla voidaan olettaa, ettd w € C''(B,). Olkoon z,y € B,;

u(z) —uly)| < ][ u(z) = u(2)] + u(z) = u(y)|dz

r

L51 1-n 1-n
< o Vu(@)|(lz = 27"+ |y — 2[7")dz

B
p—1

1
Holder+aiempi HT P (1—n) (1-n) P
s ( / |Vu|p) ( =5y =2 >dz)
By

r

Koska
2r
/(‘l’ - le(;__ln) < / \x — Z’#(l_n)dz = C/tpfl(l_n)—"_n% — Z(zr)p%l(l—n)-kn
By B(z,2r) 0
ja
(1-n) N
ly — 2| < / ly — 2|71z = ¢(2r) 710
B(y,2r)
niin
1 1
n(p—1) P " P
u(z) — uly)| < er' (/ \VUIpdt) — o'y (/ \wpdz) .
B, B,

5.18. Seuraus. Olkoon u € W'P(R"), n < p < oo. Téllin on olemassa jat-
kuva funktio v, jolle v(z) = u(x) m.k. © € R". Tarkemmin: v on Holder-jatkuva
eksponentilla « = 1 — %, ts. on olemassa vakio ¢ = c¢(n,p) > 0, jolle

(5.3) lu(z) —v(y)| < cz—y|" 7 ||V, kaikilla z,y € R".

TopisTus: Riittid todistaa (5.3), kun v € CY(R") (mieti!). Valitaan r = |z — y|.
Sovelletaan Morreyn epayhtéloa pallossa B(xg, ), missi xy = %x + %y ja saadaan

lv(x) —v(y)| < cr(][ |Vv|pdz> ’
B(zo,r)

1

:crl_z(/|VU]pdz)p

T

<z =y Vo],
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5.19. Seuraus. Olkoon u € Wl’p(Q), n < p < oo. Talléin on olemassa jatkuva

loc
v:Q — R s.e v=wumk. jav on lokaalisti Holder-jatkuva eksponentilla « = 1 — g,

(kun p = 00, v on Lipschitz) ts. jokaisella D CC 2 on vakio M s.e.
lu(z) —v(y)| < M|z —y|*"»  kaikillaz,y € D.

Tobistus: HT, kdyta cut-off -funktioita. Tapaus n = 1 on todistettu demoissa. O

Seuraavaksi osoitetaan, ettd W1P-funktiot ovat differentiotuvia m.k. kun p > n.

5.20. Maaritelma. Funktio f : R™ — R™ on differentioituva pistessa xo € R”,
jos on olemassa lineaarikuvaus L : R® — R s.e.

lim |f(x) = f(wo) — L(x — 20)|

=0.
z—mo |z — 2]

Jos téllainen lineaarikuvaus L on olemassa, niin sitd merkitddn f'(x¢) = L (= fmn
derivaatta pisteessi z).

Tarvitsemme seuraavan reaalianalyysin perustuloksen:

5.21. Lause. (Lebesguen differentioituvuuslause) Olkoon f € L} (R™), p > 1.
Talloin m.k. xy € R"

lim |f(z) — f(xo)|Pdx =0.

r—0 B(zo,r)

TobisTtus: Ks. reaalianalyysi. O

5.22. Lause. Olkoonu € W-"(Q), p > n. Télléin u on differentioituva m.k. Q:ssa
(tarkkaan ottaen u:n jatkuva edustaja on differentioituva m.k.) ja u:n derivaatta on
w:n heikko gradientti m.k.

Tobistus: W5 € WP, joten voidaan olettaa, ettii p < oo. Lisiksi voidaan olet-
taa, ettd u € C()). Lebesguen differentioituvuuslauseen nojalla m.k. z € R™ pétee

(5.4) lim |Vu(y) — Vu(z)[Pdy =0.

r—0 B(z,r)
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Valitaan x € R", jolle (5.4) pétee ja ndytetdén, ettd u on téssd pisteessd x differen-
tioituva ja ettd u'(z) = Vu(z).

Olkoon ¢(y) = u(y) — u(z) — Vu(x) - (y — x). Talléin
g€ WI(R)NCR?) ja  Vyg(y) = Vuly) — Vu(z).

ocC

Sovelletaan Morreyn epéayhtéalod funktioon g:

|ﬂ@—g@ﬂ§w(éwﬂwmw0;

-l clr —y| <][( ) \Vu(z) — Vu(a:)\pdz) ’
B(x,r

Siis »
~~
u(y) —u(x) = Vu(z) - (x —y)| _ |9(y) —g(=)]
Ll |z =y
< c(][ |Vu(z) — Vu(x)|pdz> " 0.
B(z,r) r—0
Siis u on differentioituva pisteessi z ja u'(x) = Vu(z). m

5.23. Seuraus. (Rademacher) Lokaalisti Lipschitz-funktio f : R® — R on m.k.
differentioituva.

TobisTus: Lokaalisti Lipschitz-funktio f € W™ (R"). ja ACL-funktioilla on m k.

loc
osittaisderivaatat, joten véite seuraa edellisestd lauseesta 5.22. O

5.24. Lause. (Dirichletin kasvulause) Olkoon 1 < p < n. Oletetaan, ettd u €
W.P(Q), jolle on olemassa M < 0o ja0 < a <1 s.e.

loc
/ |Vul|P de < MPr™—Prer
B(zo,r)

aina kun xo € Q jar > 0 s.e. B(xg,2r) C Q. Talléin on olemassa sellainen v € C(€2),
jolle v =u m.k. ja

[v(a) = v(y)| < =Ml —y|°

kaikilla x,y € Q, joille B(z, 3|z — y|) C Q; vakio ¢ = ¢(n,p) > 0.
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TonIsTUS: Voidaan olettaa, ettd u € C*(Q) (Miksi?)

Jensen 1 %
/ \Vu|dz < |B(zo,7)|" " # (][ |Vul? daj)
B(zo,r)

B(zo,r)
< n—=2 Lta—1y n—1+a
< Cppr P (Mrp ) = Cn,pMT
aina, kun B(xg,2r) C Q.

Olkoon z,y € Q s.e. B(z,3|z — y|) C Q. Olkoon zy = 3z + 3y ja r = %\x —yl.
Talloin B(xg,2r) C Q. Siis

1

ks. 5.1:n tod.
/ lu(x) — u(z)|dz < / / |Vu(2)| |z — x|t "dzdt
——

B(zo,r) 0 B(z,2tr) <2tr

t" / |Vu(z)|dzdt

B(z,2tr)
B(z,4tr)CB(z,2|z—y|)

/t meM (2tr)" et
0

1
2
_ 2CM’/'n+a /t—n—&-n—l—&-adt _ _CM2—(n+a)|l, _ y|n+a )
(e
0

J/

Q=

Samanlainen lasku antaa

l-n—«

/ lu(y) — u(2)|dz <

B(zo,r)

c nr—o
M|z —y["*

Siis
u(r) —u u(xr) —u(z)|dz + u(z) —u(y)|dz
|u(x) (y)] < %B(zw)’ (z) (2)] 73(%#)’ (2) (W)l

1
< 2. —2lmmecM|p — y[" e
16 ~~
=2"|z—y| ="

2
S—CM]x—y]a.
a
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5.25. Huomautus. Kun p > n, Holder-jatkuvuusestimaatti seuraa Dirichlet’'n
kasvulauseesta (HT).

Esimerkki. Olkoon u(z) = |z|%, 0 < a < 1. |[Vu(z)| = a|z|*~!. Tillsin

T

/ |Vu| dr = « / |x|a—1 dr = c/tn—1+a—1dt _ CTn_H_a .

B(0,r) B(0,r) 0

Siis Dirichlet’n kasvulauseen ehto on optimaalinen.
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6. Muuttujanvaihto ja ekstensio

6.1. Muuttujanvaihto

6.1. Madiritelma. f : R™ — R"™ on bi-Lipschitz (kvasi-isometria), jos on vakio
M >1s.e.

1
7l vl = (@) = f)l < Mlz —y| - kaikilla 2,y € R".

6.2. Huomautus.

(a) bi-Lipschitz on injektio
(

)
b) bi-Lipschtitz f : R™ — R™ on surjektio (HT) eli siis bijektio
(c) f71:R™ — R"™ on myos bi-Lipschitz

)

(d) f: R" — R" on bi-Lipschitz < f on bijektio ja sekii f ettd f~! ovat
Lipschitz-funktioita

(e) esim. lineaaribijektio L : R™ — R™ on bi-Lipschitz. HT.

Rademacher = bi-Lipschitz- funktio on m.k. differentioituva, ts. m.k. z € R"
tavallinen derivaatta f’(x) on olemassa. Mééritellaan

Jp(x) = [det(f'(x))]

on fm Jacobi(n determinantti) eli derivaattamatriisin determinantti.

6.3. Huomautus. Olkoon L : R" — R" lineaarikuvaus ja

IL|| := sup |Lh|
|h|=1

heR"™

lineaarikuvauksen L normi.
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Olkoon f : R™ — R™ bi-Lipschitz. Talloin % < || f(x)]| £ M kaikilla x, jossa on
olemassa f'(z), silla

Sﬂﬂx+m—f@N+Wmm'%T
1 1
< W(MM: +h—z|+v(h]) = W(MW +v(|nl]))
v(h)
— M
~

ja

— < Jg(z) < M"™ kaikilla z, joissa on olemassa f’(z).
Area- kaava: Olkoon f : R" — R" injektiivinen ja Lipschitz. Téall6in
lf(E)| = /Jf(x) dr  kaikilla mitallisilla E C R".

E

Tobistus: Ks. Evans-Gariepy s. 96. O

Huomaa, ettéd Lipschitz-funktiolle pétee erityisesti, ettd |F| = 0 tdsmiilleen silloin,
kun |f(E)| = 0.

6.4. Lause. (Muuttujanvaihtokaava) Olkoon f : R" — R" bi-Lipschitz jau : £ —
R mitallinen (E C R" mitallinen). Téll6in

Jues@a@yar= [ uwdy.

2 f(E)
mikali jompikumpi integraaleista on olemassa.

Topbistus: HT. O
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Haluamme vaihtaa muuttujia Sobolev-avaruuksissa. Muistetaan C!-funktioiden
ketjusdintd: v € C1(Q) ja f differentioituva pisteessi x (ja f(z) € ). T&llsin
v =wu o f on differentioituva pisteessi x ja

Vo(z) = f'(x)"Vu(f(z)),

missd A* on matriisin A transpoosi.

6.5. Lause. (Muuttujanvaihto Sobolev-funktioille) Olkoon f : R" — R™ bi-
Lipschitz. Jos u € WYP(Q), niin v =uo f € W?(f71(Q)) ja

Vo(z) = f'(2)*Vu(f(z)) mk xe f1(Q).

TobisTus: Olkoon u; € C1(2). Jos z € f~1(Q2) on sellainen, ettd f on differentioi-
tuva pisteessa x, niin

V(uj o f)(z) = f'(x)"Vu;(f(x)).

Mk. z € f71(Q) ovat téllaisia, joten ACL-funktio u; o f on differentioituva m.k.
r € f71(Q); ACL-karakterisointilauseen 4.5 nojalla riittdd todeta, ettd u; o f €
Lr(f~1(Q)) ja V(u; o f) € LP(f1(Q)) osoittamaan, ettd u; o f € WHP(Q). Tami
seuraa muuttujanvaihtokaavasta. HT.

"Osoitetaan”, etti jos u; — u WLP(Q), niin ujo0 f — uo f ja
V(ujo f) = f'(x)*Vu(f(z)) LP(f()):ssa.

Osoitetaan derivaatan konvergenssi:

[ 1 Swop —rarvas@pd
——

f7HQ) =f(2)*Vu; (f(x))

= [ 1@ (Tu @) - V(@) ds

5
< / LS ()" [Vu;(f(2)) = Vu(f ()" dz

——
=@ If" @) lP<MP=M"+TP M= <M"+PJ¢(x)

< [ @IVu(fa) - Valf@)P do
(V)
et g [ [9u,(1(@) - Va(f@)P ds — 0.

Jj—00

Jos p = n, kvasikonforminen muuttujanvaihto on ok.
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6.2. Laajentaminen

Tasossa (n = 2) jokaisessa Jordan- alueessa Q C*®(Q) N W(Q) on tihed
WP (Q):ssa (J.L. Lewis 1980-luku.)

Osoitetaan, ensin seuraava peruslaajennuslause:

6.6. Lause. Olkoon 1 < p < oo. Talléin on olemassa sellainen lineaarikuvaus
Ey: WH(RY) — WHP(R™), jolle Eyulrn = u ja

| Eoullwir@mny < cllullwiomn)  kaikilla u € WH(RY).

0

Tisséd' ¢ = c(n,p) > 0 ja

RY = {(#1,...,2,) e R" 1 2, > 0} .

6.7. Huomautus.

(1) Erityisesti lauseen 6.6 nojalla jokainen u € WP(R'}) on jonkin funktion v €
WhP(R™) rajoittuma.

(2) Lauseen lineaarikuvaus Fy on laajennusoperaattori (extension operator). Se on
rajoitettu eli jatkuva lineaarikuvaus.

TobisTus: Maaritellaan

~Julwy, wg, . 2y), jos x,, >0
v(xy, Tay oy Ty) =

u(zy, o, . .., —Ty), jos x, <0
Olkoon € > 0, x € R ja

ve() = ne xu(x + 2ce,) e, =(0,...,0,1)

= /u(y)ns(x + 2ee, —y)dy .
Rn

Tilléin v. € C*(RE) N WP(R?) ja v. — u avaruudessa W'P(R™).

10Ttse asiassa todistuksessa saadaan ¢ = 2.
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Heijastetaan v.:

~ Ve(T1,y ooy T, Tn), jos x, >0
Ve(T1y oy T, —Tn), jos x, <0.

Tilloin v, on lokaali Lipschitz, v, € W'?(R") ja
[0 lwrr ey < 2 [vellwrpmn) -

Siis v. konvergoi W'P(R"):ssid kohti funktiota v mk. (Syy: v. = v, — v
WhP(R?):ssa ja v, — v WHP(R™):ssa.)

Maaritelladn Fyu := v, jolloin Fy on etsitty lineaarikuvaus ja

[ Eoullwrr@ny < 2[ullwisge) -

Esimerkki. Alueessa
Q={(z,y) eR*: 1 <2*+y* <2} \ {(2,0) e R® : 2 > 0}

on u € W?(Q), joka ei ole niinkééin funktion v € W?(R?) rajoittuma; esimerkki-
funktioksi kay (vrt. ACL-karakterisointi)

(2.9) 1 kun x,y > 0,
Uu x? = . .
Y min(1,y) muutoin.

6.8. Miiritelmi. Rajoitettu alue Q C R™ on Lipschitz-alue (OS2 on Lipschitz),
jos jokaisella o € 92 on pieni pallo B = B(xg,r) ja bijektio ¢ : B — D, missi
D CcC R" s.e.

(i) ¥(BNQ) C RY
(i) ¥(BNIQ) C OR?

(iii) ¢ on bi-Lipschitz eli 9 ja 1~ ovat Lipschitz-funktioita.
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6.9. Huomautus. Jos 02 on lokaalisti Lipschitz-funktion graafi eli kaikilla zy €
0 on olemassa (koordinaatiston kiertoa ja uudelleen nimedmista vailla) Lipschitz
f:R"! = Rse.

ONB={yeR": f(y1,.- - Yn_1) <yn} N B,

niin 2 on Lipschitz-alue.

6.10. Miéritelma. Sanotaan, ettd Q on (1, p)-laajennusalue (extension domain),
jos on olemassa lineaarikuvaus E : W'?(Q) — W' (R") s.e. Fulg = u kaikilla
u € WHP(Q) ja on olemassa vakio ¢ > 0 s.e.

HEU”WIJI(R") < CHUHWLP(Q) :

6.11. Lause. Lipschitz-alueet ovat (1,p)-laajennusalueita.

Tobistus: Jos €2 on Lipschitz, niin on olemassa €2y,,,...,Qy C R", jotka peit-
taviat 0Qm ja ¢, 1 Q; — B = B(0,1) s.e.
(i) ¥;(02N Q) C ORTY
(iil) ¢, ja ¥~ ovat M-Lipschitz-funktioita.
N —
Olkoon Qy CC Q sellainen, ettd Qo U (JQ; D Q. Olkoon {n;}}Ly Qmn peitteeseen
j=1

{Q;}, liittyvé ykkosen ositus. T&lloin (n;u) OQ/);I e WH(RY), j=1,..., N, joten
Lauseen 6.6 nojalla

Eo((nu) oy t) e WHE(RY),  Eo((nyu) oY), = ((nju) o ;)
ja
1Eo((nju) o v; Y lip < 2)(njw) o 5 Mg
Lisaksi

?o((ﬁju) o 1/1]-_1)4 oth; € WyP(€)

~
kantaja kompakti B:ssé
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Maaritellaan

Eu:= un +ZE0 nju) o v;t) oy € WHP(R™)

EWIP(Rn) cwil p(Rn)

Jos z € (2, niin

Eu(x) = nou(z +ZE0 nju) (%5 (¥5(2))))

Lineaarisuus on selvi ja

[ Eully

1p < HWIO||1,p+Z 1B ((nju) 09p™") 0 yll1,p

7=1
<CIIUII1p < Bo(nywows 461,52 (nyw)ow 1
<2ellnjully,p<elullp

< clluflsp-

Harjoitutehtivé: Laajenna u(x) = 1 pallosta B(0,r) ja huomaa, ettd laajen-
nusoperaattorin normi c riippuu myos séateesté, jos r < 1.

6.12. Huomautus. Jos Q on (1, p)-laajennusalue (erityisesti, jos {2 on Lipschitz),
niin C=°(R"™) N WP(Q) on tihedssd WP(Q):ssa. (ks. demo 8.7)

6.13. Huomautus. Useimmat W1?(R")-funktioita koskevat ilmitt toimivat myos

WP (Q)- funktioille, jos 2 on laajennusalue.

6.14. Seuraus. Jos 2 on (1, p)-laajennusalue ja p > n, niin on vakio ¢ > 0 s.e.
Ju(z) —u(y)| < clz =y llull,

kaikillaw € W'P(Q) m.k. z,y € Q.

Topbistus: HT. O
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6.15. Huomautus. On paljon muitakin laajennusalueita kuin Lipschitz-alueet,
esim. ns. (e, d)-alueet.

6.16. Huomautus. Jos f : A — R on Lipschitz, A C R", niin on olemassa
Lipschitz-funktio g : R® — R s.e. g|4a = f ja Lip(g) =Lip(f). Esim.

g(w) = inf{f(y) + Llz —yl},  missé L = Lip(f);

tama on McShane-ekstensiokaava.
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7. Heikko konvergenssi

7.1. Méésritelméi. Olkoon 1 < p < oo . Sanotaan, ettd jono f; € LP(A) suppenee
heikosti kohti funktiota f € LP(A), jos

lim /fjgda: = /fgdx kaikilla g € LI(A),
j—o00
A A

P | 1
missd = + = = 1.
P + q
Patee:

7.2. Lause. (Rieszin esityslause) Olkoon A mitallinen, 1 < p < oo. T&llbin
L : LP(A) — R on jatkuva lineaarikuvaus joss on olemassa g € L1(A), % + é =1,
s.e.

L(f) = / fgdx  kaikilla f € LP(A)
A

(9 on L:n mukana yksikésitteinen.)

Tobistus: HT. O

7.3. Huomautus. Heikko raja-arvo on yksikésitteinen: f; — f, f; — h heikosti
LP(A):ssa (monet kirjoittavat f; — f tarkoittaen f; — f heikosti) niin

/(f —h)gdx = lim /(fj — fj)gdx =0 kaikilla g € LI(A)
A A

Siten f —h =0 mk. eli f =h LP(A)-mielessi.

7.1. Lemma. Olkoon 1l <p < oo ja f;, f € LP(A).

(i) Jos f; — f (vahvasti) LP(A):ssa, niin f; — f heikosti LP(A):ssa.

"Varo: p =1 on vaarallinen!
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(ii) Jos f; — f heikosti LP(A):ssa, niin on M > 0 s.e.
I fill, <M kaikilla j =1,2,...

Tobistus: (i)

Holder
| / (s — Dade] "N — Flly lgll, — 0 kaikilla g € LI(A).
o
A <00
Siis f; — f heikosti LP(A):ssa. v

(ii) Todistus seuraa tasaisen rajoituksen periaatteesta ja loytyy esim. Funktionaa-
lianalyysin kurssilta.

7.4. Huomautus. Kohta (i) ei pade kddntéden! Esim. 1 < p < oo. Olkoon

Je = kEX[o%] .

Talloin

3=

fo e L0, 1)), [1lly = ( / k)7 = 1 kaikilla k

[0,%]
ja fr — 0 heikosti LP([0, 1]):ssé. Olkoon g € L%([0, 1]).
Viite:
lim figdx =0.
j—00

[0,1]

Todistus: Olkoon ¢ > 0. Valitaan ¢ € Cy(]0, 1[) s.e. ||¢ — g|, < €, jolloin

| [ foa| < | [ sipdnl + | [ flo—las| <c,
“ A

[0,7]

Holder

=0, kun j iso, < f]”P”g_SOHQ
N N’

silld spt ¢ kompakti
=1 <e

kun 7 iso.
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7.2. Lemma. Olkoonl <p < oo, f;, f € LP(A). Télloin f; — f heikosti LP(A):ssa
Jjos ja vain, jos

(i) sup || fillp < o0
(i)
hm fipdr = /fgodx
kaikilla ¢ € D, missd D on Lq(A) :n tihed osajoukko.

Topbistus: HT. O

7.5. Huomautus. Erityisesti siis Lemmasta 7.2 seuraa, ettd kun 1 < p < oo ja
Q2 C R" avoin, niin f; — f heikosti LP(Q):ssa jos ja vain jos || f;||, on rajoitettu

f e LP(A) ja

lim /fjgpdx = /fgod$ kaikilla ¢ € C5°(Q) .
j—o0
Q

Normi on alhaalta puolijatkuva heikon konvergenssin suhteen:

7.3. Lemma. Jos f; — f heikosti L”(A):ssa, niin

h?iglfufj”p > fll,, 1<p<oo.

TopisTus: Voidaan olettaa, etté || f||, > 0. Olkoon g(x) = sign f(z)|f(z)[P~*. T4l
16in g € LI(A) (myds p =1 ok.) ja

/|f|pdx - /fgdw =j1;rgo/fjgda:

< lim mefJHpHqu (lim mefJH )]1Fal

1, kunp=1
lollo = ;

([, 1F10D2dz)7 = | |12



1)

Muista. Jos 1 < p < oo ja f;,f € LP(A) ovat sellaisia, ettd f;(z) — f(z)
mk. x € A, niin f; — f LP(A):ssa jos ja vain jos || f;|l, — || f|l,- (Fatoun lemman
seuraus). Jos 1 < p < 0o, on voimassa ns. Radon-Riesz.

7.6. Lause. (Radon-Riesz) Olkoon 1 < p < co. Téll6in'? f; — f LP(A):ssa jos ja
vain jos f; — f heikosti LP(A):ssa ja

T (155l = 11l
LP-avaruus on heikosti kompakti, kun 1 < p < oo:

7.7. Lause. Olkoon 1 <p < oo ja B C LP(A) rajoitettu (ts. on olemassa M € R
s.e. ||h]l, < M kaikilla h € B). Télloin (jos #B = 00), on olemassa jono f, € B ja
f € LP(A) s.e. fr — f heikosti LP(A):ssa. (Erityisesti jokaisella LP(A):n rajoitetulla
jonolla on heikosti suppeneva osajono.)

Tobistus: Olkoon {¢x}52, C L(A) numeroituva tihed osajoukko (sellainen on
olemassa, koska ¢ < 00). Olkoon {f;} C B mielivaltainen jono ja

a](gl) = /fk¢1 dl’,
A

jolloin
@< 1 illllnlly < Mlllly < M < o0 Kaikilla k.

Siis a,(:):lla on osajono a,(;), joka suppenee Russi kohti lukua a).

Merkitéén vastaavien funktioiden f, jonoa f,il). Sovelletaan samanlaista prosessia
funktiojonoon ( f,gl)). Merkitdén

ay) = / FOs do
A

ja valitaan osajono a,(j) — a® Ru:ssé ja merkitéin vastaavaa funktiojonon ( f,gl))

osajonoa f]f):lla. Jatketaan, valitaan ( ,gj)):n osajono (f,gjﬂ)), jolle

~(j+1 ; .
a](j+ ) — /f]ij—i-l)wj-l-l dr — Ut
A

12Ej ole totta, kun p = 1!



Valitaan diagonaalijono (fF) ja osoitetaan, ettéi on olemassa f € LP(A) s.e. f,gk)

heikosti LP(A):ssa. Nyt

/flgm%.dx o a¥ aikillaj=1,2,..
A

Maééritelladn
L, = a = lim / FB . da
A

ja edelleen '
LY, 4 paby) := ALap; + pLayy = Aa¥) + pa®

kaikilla A\, p € R, [, j € N, jolloin L : span{¢;} — R on lineaarinen. Liséksi

|L(A; + pahr)| = |>\kli_{£lo/wjf,£k) der“%il%o/wf?%m) du|
=g [ A0 O+ ) d
A
Holder . . (k)
< lim inf [l [ Ay + pnllg
0 N —~

<M

< MM + pullg -

Siis
|Lg| < M]|g|l, kaikilla g € span{t);}.

Laajennetaan L koko LY(A):han asettamalla

Lg:= lim Lg; € R, missd g; € span{¢;} s.e. g; — g LI(A):ssa.
j—o0

76

= f

Silloin L : L9(A) — R on (rajoitettu eli) jatkuva lineaarikuvaus. Rieszn esityslauseen

nojalla on olemassa f € LP(A) s.e.
Lg = /fg dxr  kaikilla g € LP(A).
A

Siis
/ fgde =Lg = lim / fPgdr  kaikilla g € LY(A).
a A
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7.8. Huomautus. Lause 7.7 ei pide, jos p = 1. (katso demot: on olemassa jono

fie L'(] =1L 1]) se. [[fillh =1 ja

lim fivde = ¥(0) kaikilla v € C'(] — 1,1]) .)
J—00 \\/‘/
]-1,1] ei ole minkd#dn funktion integraali,

syyné integraalin abs.jvuus.

7.9. Lause. Olkoon 1l < p < oo ja fj, f € LP(A). Jos f;(z) — f(z) mk x € A ja

sup; || f;llp < oo, niin f; — f heikosti LP(A):ssa.

Todistusta varten tarvitaan Egorovin lause: Olkoon |A| < oo ja f;, f mitallisia
s.e. fi(x) — f(z) m.k. v € A. Télloin jokaisella € > 0 on olemassa suljettu F' C A

s.e. |A\F| < ¢ ja f; — f tasaisesti I':ssé.
Todistus HT.

LAUSEEN 7.9 TODISTUS: Merkitéén M = sup|| f;||,. Olkoon € > 0 ja g € LI(A).
J

| [ fig— fodz| < [ |f; — fllglda
/ /

e 1 1 !g!dw+/|fj—f||g|dfv+w/ ;= Fllglda

F <e ~
N ~ é\A B A\F B
—0, ok WV g
<eM <eM

Valitaan siis § > 0 s.e.

1

</ ]g]q> "<t keikilla B C A, joille |E| < § (int. abs. jvuus).
B

Nyt

/ |fj—f||g|d:c§||fj—f||p( / |g|q)q <M, jos |A\F| < 5.

A\F A\F
~ ~ 1
Valitaan A C A s.e. |A| < o0 ja (fA\Z g|?dx) <e.

J 1= st s <= ([ llrae)” < age,

A\A A\A

Egorovin lauseesta seuraa, ettd on olemassa F' C A s.e. f; — f tasaisesti F"1l4 ja

IA\F| < 6.
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7.4 Lemma. (Mazurinlemma) Olkoon 1 < p < oo. Jos f; — f heikosti LP(A):ssa,
niin on olemassa sellainenjono g; € LP(A), joka suppenee kohti f:dd L*(A):ssa ja
g;j:t ovat fy:iden konvekseja kombinaatioita, ts. on olemassa Ay ; € [0,1] s.e.

j j
gi(@) =Y Nejfe(z) ja D> My=1,
k=1 k=1

ja g; — f LP(A):ssa.

TobisTus: Seuraa Hahn-Banachin lauseesta, ks. Yosida s. 120. |

Esimerkki. Olkoon () # K C LP(A), 1 < p < oo konveksi ja suljettu joukko.
Talloin on olemassa fy € K s.e.

[ follp = Wt {[[ fll, - f € K}

Tobistus: Olkoon f; € K sellainen jono, jolle

£l = mf{[[ £l - f € K}

Talloin || f;]|, on rajoitettu, joten on olemassa osajono f;, joka suppenee heikosti
kohti jotakuta f € LP(A). Edelleen,

lemma 7.4
Il < i infflf], = mf{{f], - f € K}

Liséksi f € K, koska Mazurin lemman nojalla on olemassa sellaiset A, ; > 0, joille
D k1 Akg =1 Ja

J
ZAk’jfk — f LP(A):ssa.
k=1 e

Siis f € IC, koska IC suljettu. |

LP-avaruuksien heikosta kompaktiudesta saadaan muutamia muikeita tuloksia
Sobolev-avaruuksille.
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7.10. Lause. Olkoon 1 < p < co. Olkoon u; € W'P(Q) rajoitettu, ts
||uj|’1,p <M< kaikilla j .
Téll6in on olemassa u € WP(Q) ja sellainen jonon u; osajono u;,, jolle

U

;. — u heikosti LP(€2):ssa

ja
D%u;, — D%u heikosti LP(§2):ssa kaikilla o, joilla |o| = 1.
Liséiksi, jos u; € Wy (), niin myds u € Wy (Q).
Tobistus: Koska ||u;ll, ja ||[D%u,||, ovat rajoitettuja, on olemassa osajono u;, ja

u € LP(QQ) sekd v, € LP(A) u;, — u heikosti LP(Q):ssa, D%u;, — v, heikosti
LP(A):ssa kaikilla a, |o| = 1.

Osoitetaan, ettd u € WP(Q) ja D% = v,: (riittéd osoittaa, ettd Du = v,,)

/vagodx = ]}erolo/Daujkgpdx = ]}Lrlgo(—/ujkDacpdx)
Q

Q Q
= —/Dagpdl’.
Q

Loppu seuraa Mazurin lemmasta: Jos u; — u ja D*u; — D%u LP(A):ssa, niin on
olemassa sellaiset v;

J
vy = Z )\k,juk
k=1
joille
v; = uwlP(Q)ssa  ja  D%; — D% LP(Q):ssa.
Siis v; — u WP(Q):ssa, joten u € Wy P(Q), koska v; € Wy (). m

7.11. Huomautus. Kun p =1, ei Lause 7.10 ole totta.
Varo: Jos u; € VVO1 1(Q) rajoitettu jono, niin Sobolevin epéyhtilon nojalla

[ull = < el Vully,

joten u; on L%(Q):ssa rajoitettu. Siten silld on osajono u; s.e. u; — u heikosti
L7=1(9):ssa ja siten heikosti L'(Q):ssa, jos 2] < co. Ongelmaksi muodostuu deri-
vaattojen heikko konvergenssi.
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Esimerkki. Olkoon

1, jos |z| < 1
uj(x) = { 0 jos x| > 1+ 5
1
1+]', jos 1< ]z] <1+ 2

7 Y
jolloin u; € WHHR™), |lulli < ¢, ja

. 1 n ~ ~
||VUJH1 :j((1+3) —1)0,1%6” (Cl :2)
Siis u; on rajoitettu WHH(R™):ssé ja u; — Xpo,1) L'(R")ssid. Koska xpo1) &
WLL(R™), niin Lause 7.10 ei yleisty tapaukseen p = 1.

7.12. Lause. Olkoon u; € W'P(Q), 1 < p < oo (normin mielessé) rajoitettu jono
s.e. uj(z) — u(z) mk. x € Q. Téllsin u € WHP(Q) ja u; — u heikosti LP(Q):ssa ja
D*u; — D*u heikosti LP(2):ssa kaikilla o, |a] = 1.

TobisTus: Lauseen 7.9 nojalla u € LP(Q) ja u; — wu heikosti LP(2):ssa, jolloin

Lauseesta 7.10 seuraa, etti u € W'P(Q).

Pitdd vield osoittaa, ettd D*u; — D®u heikosti LP(2):ssa. Olkoon ¢ € C§°(£2).
Talléin

u;—u heikosti LP():
/Dau-¢dx:—/u. Doy dg TR @ u; D% dx
SN J—00
Q Q €LI() Q

= lim [ D% - pdx
j—oo

Q

Koska [|[D%;l|, < M ja C5°(2) C L) tihed, seuraa lauseesta 7.2, ettd D%u; —
D®u heikosti LP(Q2):ssa. m

7.1. Erotusosamsirit ja W1»

7.13. Maiéritelmé. Olkoon u € LP(Q2), h € R\{0}, i € {1,2,...,n}. Méadritelldén

_u(x - he;) — u(x)
- h
kunhan z € Q ja |h| < dist(z, 202).

Ahy(z) i. erotusosaméird "kokoa” h,
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7.14. Lause. Olkoon u € WP(Q), 1 <p < oo ja G CC Q. Téllsin
AT ul oy < | Diwll oo
kaikilla h : |h| < dist(G, CQ). (Erityisesti siis
[u(@) — u(@ + y)llr@) < clylllVull e
kaikilla |y| < dist(G,C€).)

TobisTus: Olkoon (ensin) u € C®(Q) "W, P(Q). Jos = € G ja || < dist(G, CQ),

niin

h 1
u(x + he;) —u(x) = /&u(a: +te;)dt = h / Ou(x + she;)ds
0 0

[18tu@)rdo -
G

J ensen

Siis

Q—_

‘/&u(x + shez-)ds|p dx

0
//8u x + she;)|[Pds dx
G o
9/

|0;u(x + she;)|P dxds

O\H

J/

<Jo

sj(/@www@wszwww

Aapproksimoimalla nihd&in, ettd viite kaikilla u € WHP(Q) (HT). o

Jos 1 < p < oo, niin lause 7.14 voidaan kaantaa:

7.15. Lause. Olkoon 1 < p < oo jau € L} () sekd G CC §2. Jos on olemassa

vakio ¢ s.e.
| ALl oy < ¢ kaikilla h @ [h| < dist(G,CQ),

niin u:lla on i. heikko osittaisderivaatta D;u G:ssd ja D;u € LP(G). Liséksi

||Diu||Lp(G) S C.
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l
TobisTus: Koska (A]u); on LP(G):ssé rajoitettu jono (kun j > m), niin silld

on osajono, joka suppenee heikosti LP(G):ssd kohti funktiota v € LP(G). Kaikilla

p € Cgo(G): 1
/vgp dr = klim /Af’“ugp dx
G G
. (z + 5-e) — u(z)
=0 L e
% Jk
r—+e;) — oz
= lim [ u(x) (80( i 1) #le) ) dx
k—o0 =
o R Jk .
1
A, Tk »(x)
= lim [ u(x) A p(x) dx
k—oo \q,_/

tas.

G —='0;p(x), koska peCF°(G)
D.K.
= /u

G

Koska A"y — Dju heikosti LP(G):ssé, niin

Siis on olemassa D;u = v.

1
| Diu|| ey < lim inf ||A*ul|, < c.
k—00 N —

<c

7.16. Seuraus. Olkoon 1 < p < oo. Télléin u € W'P(R") jos ja vain jos
u € LP(R™) ja on olemassa vakio ¢ > 0, jolle

h)
/ ot |h| U P gy < ¢ aikilla h € R™\{0}.

7.17. Lause. u € W, 2°(Q) jos ja vain jos on olemassa lokaalisti Lipschitz-funktio'®

v s.e. v =u m.k. €):ssa.

13T okaalisti Lipschitz: kaikilla B C © on olemassa vakio L € R, jolle
lv(z) —v(y)| < Lplez —y| kaikilla z,y € B.
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Tobistus: "< HT.
"= Olkoon u € W-®(Q), B cC Q pallo, £ < dist(B,0Q) ja ue = 1. x u € L2(Q)

loc

sekd Du. = n. * Du B:ssi. Nyt
[Due]| L) < [[Dull =)

joten kaikilla z,y € B
1
e () — ue(y)] = | / Valy + (e — y)) - (x — y)di]
0

1
< [o =4l [Vuuly + o = )|t < Mo — ],

0 <c||Vullpoo(m)

misséd M ei riipu e:sta.

Koska u. — u(z) m.k. x € B ja |u.(z) — u.(y)| < M|x — y| kaikilla z,y € B, niin
u. suppenee tasaisesti B:ssd kohti Lipschitz-funktiota v ja v = v m.k. B:ssé. O

7.18. Huomautus. Lip(u) > ||Du||c.

7.19. Seuraus. u € Wh*(R") jos ja vain jos on olemassa rajoitettu Lipschitz-
funktiov : R — R" s.e. v = u m.k.

7.20. Huomautus. Jos @ G R, niin voi kiyda siten, ettd u € Whoo(Q) ei ole
Lipschitz koko (2:ssa.

7.21. Maéaritelmd. Olkoon A C R". Kokoelma F funktioita f : A — R on
yhtdjatkuva (equicontinuous) pisteessi xo € A, jos jokaisella € > 0 on olemassa
0> 0 s.e.

|f(x) — f(xo)| < e kaikilla f € F, kunhan |z —z¢| < J, v € A.

Edelleen F on yhtdjatkuva A:ssa, jos F on yhtajatkuva jokaisessa o € A.
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7.22. Lause. (Ascoli) Olkoon K C R"™ kompakti ja F K :ssa yhtdjatkuva kokoelma
funktioita f : K — R. Jos on M € R, jolle |f(x)| < M kaikilla x € K ja kaikilla
f € F, niin on olemassa jono f; € F, joka suppenee tasaisesti K :ssa.

Tobistus: (Funktioanalyysi/Topologia) o

7.23. Seuraus. Olkoon F C C(2), Q C R™ avoin. Jos (#F = o0) F on lokaalisti
tasaisesti rajoitettu ja yhtdjatkuva, niin on olemassa jono f; € F ja f € C(Q) s.e.

f; — [ tasaisessti {2:n kompakteilla osilla.

(lok.tas.raj: kaikilla K on olemassa M s.e. |g(z)| < M kaikilla x € K kaikilla g € F)

Topbistus: HT. O

Seuraava lause kertoo, ettd W'P(R"™) uppoaa kompaktisti L9(£2):aan rajoitetuilla
€ (ja g <p").

7.24. Lause. (Rellich-Kondrashov) Olkoon 1 < p < n ja u; € WP(R") rajoitet-
tujono (ts. sup ||u;ll1, = M < 00). Olkoon Q@ C R" rajoitettu. Télloin on olemassa
osajono uj, jau € WhH(Q) s.e.

np
n—p

w, = L(Q)ssa kaikilla g € [1p7], p =

7.25. Huomautus. Rellich-Kondrashov olisi helppo, jos tiedettéisiin, ettd u;(z) —
u(z) mk. z. (vrt. demo 9/5.)

TobisTus: Valitaan pallo B DD ). Voidaan olettaa, ettd u; = 0 CB:ssi. (Tarvit-
taessa otetaan myos 7 € C5°(B), 0 < n < 1, i: 1 Q:ssa ja korvataan u; nuj:lla.)
Olkoon uj := 1. * uy, kun 0 < e < 1 (¢ < dist(2,CB)).

Viite 1:

[u§ —ujll, < Me  (missd M = supllu;||1)
J
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TobisTus 1:

/|u 7) - uy(e |de—/'/n€ (152 — ) — y(z)) dy

/\( nsdy> 1(/nns|uj<x—y>—uj<w>|pdy)
[ [0 W— y) — ;@) dy do

dx

p

dx

Sl

R” R™
Fubini P
= neW) [ luj(x —y) —w;(2)["de | dy
B(0,e) R .

-~
<|ylP|IVu;[[p<er MP

< ePMP / n-(y) dy = " M" .
B(0,¢)

7

Viite 2: Kiintedlld ¢ > 0 jono (u5); on tasaisesti rajoitettu ja yhtdjatkuva (e <
dist(C'B, )).

TOoDISTUS 2:

Sz |—|/na (v)dy| = | /n(“””‘y)uxy)dm

sils (u5); on tasaisesti rajoitettu.

Edelleen

Di@is [ Pae-yl @l E [ uldy

B(z,e)

B(a},t’;‘) :Eflfn‘Dn(I;y) ‘S€717"%

<cnpe VKM =M < oo,

Siis |u§(z) —u5(y)| < cn]\N/[|x —yl|. (Vakio ei riipu j:std.) Joten (u5); on yhtdjatkuva.
A
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Viite 3: Kaikilla § > 0 on olemassa osajono (u;,) C (u;) s.e.

lim sup||u;, — u; |, < 9.
k,l—o0

Tobistus 3: Valitaan € > 0 niin pieni, etta

8_

J
5=yl < 3 kaikilla j (mahdollista, Véite 1).

[
Viitteestd 2 seuraa, ettd (u5); on tasaisesti rajoitettu ja yhtdjatkuva, joten Ascolin
lauseen nojalla silld on osajono v , joka suppenee tasaisesti R":ssé (huomaa, ettéi

u5 = 0CB:ssit). Tallsin

oo = willp < g, = w6,y + [, = 6l + e, = il

< 0 <
o o0 0
<-4 =4+ =-=20, kun k ja [l ovat isoja.
37373 ) )
v
Sovelletaan véitettd 3, kun 6 = 1, %, %, i, ... ja léydetdén jono sisdkkiisid wu;mn

osajonoja, joille pétee [|uj, —u;ll, < 1,3, 3, ..
Up,1,Ur2;UL 3y - - -

U1 ;UL 5, UL
5,10 5,2 5,3

Tasta diagonaalijono on Cauchy-jono LP:ssé joka siten suppenee LP:ssé kohti funk-

tiota u.
Koska p > 1, Lause 7.12 kertoo, etti v € WP(Q). Loppu on lihelld: Olkoon

q € [1,p*[.
1w, — Loy < |1 |uj, —ullzr@) — 0,

jos q € [1,p]. Jos ¢ €]p, p*], niin valitaan A € [0, 1] s.e. % = % + lp_*)‘, jolloin

Holde

r
[ ot — ullp — 0.
N——
—0 rajoitettu Sobolevin ey:n nojalla.



87

7.26. Huomautus. Rellich-Kondrashovin viite ei piade enéé, jos ¢ = p*. Samoin
oletus €2:n rajoittuneisuudesta on oleellinen. Kun p = 1, sama todistus antaa: on
olemassa osajono uj, jau € L»-1(Q) s.e.

n

—u  LY(Q)ssa  kaikilla ¢ € [1, B

u.
Jk n_l

7.27. Seuraus. (Rellich-Kondrashov) Olkoon (2 rajoitettu ja 1 < p < co. Olkoon
u; € WyP(Q) rajoitettu jono W'»(Q):ssa. Tillsin on olemassa u € WyP(Q) ja
osajono uj,, jolle

—u  LYQ):ssa kaikilla q € {hap [, josl<p<n

u.
I , 00/, jos p > n.

Tobistus:  A. 1 < p < n. Rellich-Kondrashov.

B. p > n > 1. Talloin u; on rajoitettu W, *°(€):ssa kaikilla py €]1,n|. Siis on
olemassa u € W, (Q) ja osajono u;, — u LI(Q):ssa kaikilla ¢ € [1,pj[.
Lauseen 7.12 nojalla u € W, ?(Q).

Jos ¢ > pj, niin interpoloimalla (lause 2.13) (; = pio + }I_T’l\)
||ujk - u”q < ||u]k - UH;\O ||u]k - u| ;—_ki\
———— —— ——
—0 rajoitettu, koska u; EWol’p(Q) rajoitettu+Sobolev ey

7.28. Seuraus. (Rellich-Kondrashov) Olkoon 1 < p < oo ja Q (rajoitettu)
Lipschitz-alue (tai (1, p)-laajennusalue). Jos u; on W'P(Q):ssa rajoitettu jono, niin
on u € WYP(Q) osajono u;, s.e. uj, — u LI(Q):ssa kaikilla

. (1, p*[, kunl<p<n
1, o0l kunp >n.
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8. Kapasiteetti ja Sobolev-funktiot

Téassa luvussa oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd 1 < p < n.

8.1. Maaritelma.

KP = {ue W.P(R") :u>0,Vue LP(R") jau € L (R")}

8.2. Huomautus.

a) WLP(R™) C KP (Sobolev epiyhtils).

b) On olemassa u € KP\WP(R"), HT.

8.1. Lemma. Josu € KP, niin on olemassa jono u; € WHP(R™) (taiu; € Cg°(R™))
s.e. uj — u LP" (R"):ssd ja Vu; — Vu LP(R™):ssd.

Tobistus: Olkoon n; € C3°(B(0,25)),0<n; <1,n; =1 B(0,7):ss4 ja |Vn;| < %
Talloin u; := un; € WH(R") ja

S == 1@ -vur < [ ppas - o,
N—— J—o0
Rn

R” €[-1,1] CB(0,5)

koska u € L (R") ja

/ |Vu; — VulP de = / |Vnu+ (n; — 1)VulP dx

Rn Rn
< 2F / |Vn;[PlulP de  +2° / In; — 1P [VulPdz — 0.
N— — J—00
R"\B(0,5) R™\B(0,5)  €[0,1]
<3 Jp02n\B.) Ul dz oo Koska VuelL?
Holder 1 . 1—%
< jTlB(072])| P Jul|

LP* (R™M\B(0.5))
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8.3. Seuraus. On olemassa vakio ¢ = c¢(n,p) > 0, jolle

llull,» < c||Vull, kaikilla v € K.

8.4. Maiiaritelméi. Olkoon A C R™ mielivaltainen ja

Cap,(A) := inf{/ |VulP do - w € KP jau > 1 mk. jossain A:n avoimessa ympéristossé} .

R”

Tamé on joukon A p-kapasiteetti. Sovitaan inf () = oo, ts. Cap,(A) = oo, jos ei ole
olemassa u € K? s.e. u > 1 A:n ympéristossi.

Cap,,(A) ~ B1p(A) ~ Ry ,(A) ~ Sobolev-p-kapasiteetti .

8.5. Huomautus.

(i) Jos K on kompakti,

Cap,(K) = inf { / IVelPdz: p € C°(R"),p 2 1 K:ssa}
R”

(i)
AC B CR"= Cap,(A) < Cap,(B)

(Cap,(0) = 0). Joukko funktio A +— Cap,(A) on ulkomitta: (ii) + Lause 8.6.

8.6. Lause. .
Cap, (U 4)) < 552, Cap(4,)
]:

Todistusta varten tarvitaan seuraava lemma.

8.2. Lemma. Jos A; C Ay C ..., niin

lim Cap,(A;) = Capp(UlAj) .
=

J—00
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TobisTus: Raja-arvo on olemassa ja "<” pétee monotonisuuden nojalla. Osoi-
tetaan siis, ">”. Sitd varten voidaan olettaa, ettd on olemassa M < oo s.e.
Cap,(A;) < M kaikilla j. Olkoon ¢ > 0. Olkoon u; € KP, A; C int{u; > 1}

S.ce.

£
Cap,(A) > / |Vu;|P de — %

R”
Olkoon vy = max(uy, ug, ..., u;) € K? ja vg(x) / v(x). Osoitetaan, ettd v € KP ja
(UA;) Cint{v > 1}. Havaitaan ensin, ettd int{vy > 1} D Ay, joten
/ |V P dov — Cap,(Ag-1) < / Y U, P dx + / |V min(vg_1, ug)|P dz

—
Rn Rn
:/|Vuk|pdx+/|VUk_1\pdx

R R"

—max {vp_1u ) R
£
< Cap,(Ax) + o + / |Vog_1|F dx.
R”

Siis
€
/ |V |P dz — / |Vop_1|P dz < Cap,(Ax) — Cap,(Ar-1) + 5
Summaamalla:
b €
/ |V |P dz < Z Cap,,(A;) — Cap,(4;_1) + %
R" j=1
k
= Cap,(A) +¢ Z 2.
j=1
<&
Joten

vkl < || Vuell, < cMv +¢c  kaikilla k.

Siis v, — v L (R"):ssa, joten v € LP (R"). Edelleen Vv, — v heikosti LP(R™):ssi.
Siten

Cap,(4,) < [ 190l do < tim int [ [V d
J —00

< lim(inf)Cap, (Ax) + <.

k—o0
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LAUSEEN 8.6 TODISTUS: Voidaan olettaa, ettd >, Cap,(Az) < oco. Olkoon
e > 0. Valitaan uy, € KP, Ay C int{u; > 1} ja

3

/ |Vug|P de < Cap,(Ay) + 5 -

Rn

J
Olkoon B; = |J Ay, jolloin By C By C ... ja UB; = UAk. Nyt jos v, =
k;i

max(u, usg, .. . ,u;), niin
Cap,(By) < / |Vog|P dx = / |V max(uy, ug, ..., ug) P dr

= / |Vuy|P do + / ]Vuglpdx—l—---—l—/\VukP

{u1>max{ua,...,ux } } {ug>max{u1,us,...,ur } }
< Z/|Vuj|pdx < Z Cap,(A )
J= 1Rn

< Z Cap(A;) + ¢
j=1

8.7. Huomautus. Jos 0 < Cap,(A) < oo, niin A ei ole Cap,-mitallinen.

8.8. Huomautus. Jos Cap,(A) = 0, niin Hausdorff-dimensio dimy,(A4) < n — p.
Jos H"7P(A) < oo, niin Cap,(A) = 0.

8.9. Lause. Olkoot A,B C R"

(i) Cap,(A) = inf{Cap,(G) : G avoin, G D A}
(ii) Cap,({\z :x € A}) = X"PCap,(A), A >0
(iii) Cap,(

(iv) Cap,(B(zo,7)) = r"PCap,(B(0,1)) = cppr" P kaikillar > 0 kaikilla xo € R".

A) = Cap,(LA), kun L : R — R" on isometria.

(v) |A| < cCapp(A)"L*P, missd ¢ = ¢(n, p).
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(vi) Cap,(AU B) + Cap,(AN B) < Cap,(A) + Cap,(B).

(vii) Olkoot K1 D Ky D ... kompakteja. Talloin

jli_)rglo Cap,(K;) = Capp(ﬂlKj) .
j:

Tobistus: (i) selvé, (ii)-(iv) muuttujanvaihto (HT).

(v) Olkoon u € K? s.e. u > 1 A avoimessa ympéristossid G. Sobolevin epayhtilo

antaa
p*
p 9

Al < [|u

mistd viite seuraa ottamalla infimum yli kaikkien téllaisten funktioiden u.

(vi) Olkoon u,v € KP s.e. u > 1 Am ympéristossd ja v > 1 B:n ympéristossi-
Télloin
max(u,v), min(u,v) € K, ja
max(u,v) > 1 AU B:n ympéristossd, min(u,v) > 1 AN B:n ymparistossi .

Niinpé
Cap,(AU B) + Cap,(ANB) < / |V max(u, v) P dx + / |V min(u, v)? dx
R" R"
= / |Vul? dx + / |VoulP dx
R” R”

Ottamalla infimum yli u:n ja v:n saadaan viite. v

(vii) Toinen epdyht#lo on selvéd, koska

Cap,,(NAx) < lim Cap,(Ax), koska Ax D [A;.
k J

”>” Olkoon U avoin ja U D [Kj. Koska U on avoin ja K} kompakteja, niin
k

4

on olemassa'* m, jolle

K, cU kaikilla kK > m.

MMuista: jos Vk Jzi, € K, \ U, zp € K; kaikilla k > j, joten on olemassa z¢ s.e. z,, — o
(0sajono), jolloin koska CU on suljettu, z¢ ¢ U, mutta z¢ € K; Vj; ristiriita.
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Siispé
lim Cap,(K;) < Cap,(U)

Kohdasta (i) saadaan ottamalla infimum yli avointen ympéristéjen U

kll_}l’ilo Capp(Kk) > ﬂ Clngka Ca‘pp<U) Ca’pp(r’JKk)
k

U avoin

8.10. Huomautus. (vii) ei vélttamétté tosi, jos Kj:t eivit ole kompakteja:

Esimerkki: Jos n =2, A; = |J {1} x [0, 1], jolloin NA; = 0, mutta
k=j

Cap,(A;) > cup > 0.

8.11. Miéritelmi. Ominaisuus P(z) on tosi (tms) p-kvasi-melkein kaikkialla
(p-kvasi m.k., p-q.e.) jos

Cap,{z : P(z) ei tosi} = 0.

8.12. Huomautus. Koska Cap,(A4) = 0 = |A| = 0, niin ¢g-kvasi m.k. péteva
ominaisuus pétee m.k.

8.13. Lause. Josu € WP(R™), niin raja-arvo

lim u(y)dy  on olemassa
r—0 B(z,r)

p-kvasi m.k. x € R".

8.14. Huomautus. Lebesguen differentioituvuuslause: Jos u € L (R"),

lim w(y)dy =u(x) mk xeR".

=0 B(a,r)
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Lauseen 8.13 varten tarvitaan heikon tyypin kapasiteettiepayhtalo.

8.3. Lemma. Josu € W'P(R") s.e. u = 0 CB(0, R):ssa jollain R > 0, niin

c
Cap,({z : Mu(z) > t}) < m / |Vul? do
R'n
kaikilla t > 0, missd ¢ = c¢(n, p, R) ja

r>0

Mu(x) = sup ][ u(y)dy (Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktio)
B(z,r)

Lemman 8.3 todistamista varten tarvitsemme peitelauseen.

8.15. Lause. (Besicovitchin peitelause) On olemassa vakio N = N(n) € N s.e.
jos F on mielivaltainen kokoelma R"™:n suljettuja palloja s.e.

sup{diam B : B € F} < o©

ja A = F:n pallojen keskipisteiden joukko, niin on olemassa G1,Gs,...,Gy C F s.e.
jokainen G; on (keski)numeroituva joukko pareittain pistevieraita F:n palloja ja

ACGUB.

i=1B€g;

TobisTus: Esim [Ziemer, p. 9] tai reaalianalyysi. m

8.16. Maiaritelmi. Olkoon f mitallinen =

M) = sy f Ml

r>0
on f:n (Hardy-Littlewood) maksimaalifunktio.

LEMMAN 8.3 TODISTUS: (Voidaan olettaa, ettd w > 0 (tarvitsemme |u|:ta)).
Olkoon r > 0, t > 0.

Ey:={x: Mf(z) >t} N B(x,r) = E; avoin (HT.)
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Valitaan jokaisella € Ey, r, < 2(RV,) s.e.

][ udr >t
B(z,rg)

Besicovitch = on olemassa N = N(n) jonoa
Bij::B(:Eijyrxij); izl,...,N,jzl,Q,...

néistéa palloista s.e.
BijN By =0 kunj#kja

N oo __
EtC UUBZJ

i=15=1

Ui :][ udx
B

ij

Merkitdan

Laajennuslauseen avulla nihdddn (HT), ettd on olemassa sellaisetv;; € WHP(R™),
joille Uiy = 0 CZBZ'jISSéi, Vij = |u - uij| BijZSSéJ ja

(8.4) / |Vu;|P de < c/ |Vul|P dz .
Rr By

Kiinnitetddn ¢ € {1,..., N}. Mééritelladn

v; 1= sup v;;, jolloin  v; € WP(R"),

J
koska
o
oy <3 [ ol + Ve do
i=lop,,
Poincaré
(UijEW&’p(QBij)) o
< C(Rp+1)z/ywij|pdx
i=l9p,;
8.4 & B;j:t par.pistev.
< cZ/\Vu\pdx < c/]Vu]pdx.
j:1Bij Rn
Olkoon

N
V= E v; .
i=1



Talloin v +u >t Fy:ssé ja

VY e Ry C kP

Capp(Et g/‘MVDda:

< tp /|sz|pdx+/|Vu|pdx

Teeffer

< %/]Vu]pda:
R"
(L.

8.2)

Antamalla » — o0, viite seuraa

LAUSEEN 8.13 TODISTUS:
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Kertomalla u C$°-funktiolla voidaan olettaa, etti u = 0 CB(0, R) jollain R > 0,

koska p-kapasiteetti on subadditiivinen. Olkoon

®(u,x) := lim sup |u| dy — lim inf lu| dy .
B(z,r) r—0 B(z,r)

T—00

Téllsin ®(u, x) > 0. Riittdd osoittaa, ettd ®(u,z) = 0 p-kvasi m.k.
Olkoon ¢ > 0. Olkoon t > 0 ja valitaan ¢ € C°(B(0, R)) s.e

P
lu— |1, < ST missé ¢ on Lemman 8.3 vakio .

O (u,x) el O(u—p,x) <2M(u— p)(x).
Siis
Cap,({z : ®(u,z) > t})

p
< Cap,({z: M(u—¢)(z) > t}) < %/]VU —VplPdr <e.

/

v

<te

Koska t, e mielivaltaisia,
Cap,({z : ®(u,z) > 0}) =0.

Siis @ (u, z) = 0 p-kvasi m.k. z.
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8.17. Miiritelmi. Sanotaan, ettd funktio uQ) — R on p-kvasijatkuva Q:ssa, jos
jokaisella € > 0 on olemassa avoin joukko E. C () s.e.

Cap,(E:) < € ja u|o\p. on jatkuva ja reaaliarvoinen Q\ E:ssa.

Rajoittumafunktiomerkintéd v = u|o\g. tarkoittaa, ettd v on vain Q\F.:ssa médri-
telty funktio v : Q\E. — R.

8.18. Lause. Jos u € W'?(Q), niin on olemassa p-kvasijatkuva v :  — R s.e.
v = u m.k. {2:ssa.

Tobistus: Tyhjennetéddn Q = (JQ;, ; CC Qy CC --- CC Q. Kiinnitetddn j.
Valitaan n; € C§°(Q2) s.e. n; = 1 Q;:sséd. Téalloin

\I]j,k = QgM; c C(Rn) N Wl’p(Rn)

on Cauchy-jono, joten silld on Lauseen 8.20 nojalla kvasitasaisesti suppeneva osajono
VU, 1,- Valitaan osajonot s.e.

(Vi) C(Yn,)

ja olkoon
vj = W;y,  diagonaalijono.

Olkoon K C ) kompakti ja € > 0. Silloin K C €; jollain j ja on olemassa G C R"
s.e. Cap,(G) < ¢ ja

U, suppenee tasaisesti R"\G':ssé.

Koska v; C (¥, )m osajono, niin v; suppenee tasaisesti R™\G'lla, erityisesti ¢, =
v; K:lla, joten ¢y, suppenee tasaisesti K:lla.

Siis p-kvasi m.k. x on olemassa raja-arvo

lim gy, (z) = v(z)

ja v on kvasijatkuva (:ssa. Lisdksi v = v m.k. kvasi ¢, — v m.k. |

8.19. Lause. Olkoon u ja v p-kvasijatkuvia (:ssa. Jos u(x) = v(x) m.k. © € Q,
niin u(x) = v(x) p-kvasi m.k. x € Q.
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Tobistus: Olkoon N = {z € Q: u(x) # v(zx)}.
Viite: Cap,(N) = 0.
Todistus: Olkoon € > 0. Koska u ja v ovat kvasijatkuvia, on avoin joukko G C 2
s.e. Cap,(G) < € ja sekd u|g\¢ ettd v]o\¢ ovat jatkuvia (ja reaaliarvoisia)'® Nyt
NN (Q\G)
on Q\G:ssa avoin joukko. Siis on olemassa avoin joukko U C {2 s.e.
NN(Q\G)=UnNQ\G)=U\GC N = |U\G|<|N|=0.
Nyt N C GUU, joten
Cap,(N) < Cap,(G U U)=Cap,(G) < ¢,

missé viimeinen yhtésuuruus seuraa siitd, ettd G ja G U U ovat avoimia seké

(GUUNG|=0.

8.20. Lause. Olkoon ¢ € W' (R")NC(R™) Cauchy-jono. Téllsin silld on osajono
©j, s-e. jokaisellae > 0 on avoin G C R", jolle Cap,(G) < € ja ;, suppenee tasaisesti
R"\G:ssa.

TobisTus: Koska ¢; on Cauchy, on olemassa osajono, jota merkitéén jélleen ¢;:114,
s.e.

IV = Vipjall, <277
Silloin sarja

[e.9]

Z / 2jp|v%. — Vyj|Pde < Z 2jp|| Vo = Vpin Hz
, ;
]:1R” 2—2jp

[o.¢]
< 22_” < 00.
j=1

G = Es/2 U Es/2




Olkoon £ > 0. On olemassa j. s.e.

e}

Zij/!VSOj — Vpjnlde <e

j:jE R”

Olkoon .
By ={z:|p;j(x) — pjp(z)] > 277},

joka on avoin joukko. Nyt funktio

Pi — Pj+1
2-7

on sallittu kapasiteettia laskettaessa, joten

Cap,(E;) < /ijW%‘ — Vol de
R?’L

Jos
E. = UEj
j=1
niin £, C R" on avoin ja
Cap,(E;) < Z 2jp/ IVo; —VpialPde <e.
J=Je Rn

Edelleen kun j. < j < k, niin

k—1 00
CE.:ssa . .
i — el <D lei—pinl < > 270 =2"7 RME..
i=j

i=j

Siis jono (¢;) on tasaisesti Cauchy R™\ E.:ssa, missé se suppenee tasaisesti.

8.21. Lause. Olkoon u € WP(Q) p-kvasijatkuva. Télloin

lim udy = u(zr) p-kvasimk. x € Q.

"0 B(a,r)

99
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Tobistus: Koska kapasiteetti on subadditiivinen, voidaan olettaa, ettd u &
WP(R™) ja u = 0 CB(0, R):ssi.

Olkoon t > 0 ja

E; = {z : lim sup| udy —u(z)| > t},
r—0 B(z,r)

jolloin riittd& osoittaa, ettd Cap,(£;) = 0.

Valitaan ¢; € C5°(B(0, R)) s.e. p; — u WHP(R™):ssd, ¢j(z) — u(z) mk. 2 € Q
pisteittiin ja kaikilla € > 0 on olemassa G. s.e. p;(x) — u(x) tasaisesti R"\G.:ssa
ja Cap,(G.) < e. (Harkitse!) Nyt

lim sup| udy — u(z)|
r—0 B(z,r)
<l sup ][( Iu6) = ¢l dy + fua) — ()
r— B(x,r

< Mlu = g;l(2) + [u(z) = ¢;()]

Siispa
By € o Mlu—g)(x) > S}Ute: fu(@) - ¢3(0)] > 5}
=M CGe, kun j iso,

missé

Cap,(M) < tﬁp/|Vu — Vp,lPdy <e, kun j iso.

i

Néin ollen

Cap,(E;) < Cap,(M) + Cap,(G.) <e+¢e = 2¢,
joten Cap,(E;) = 0. i

8.22. Seuraus. Olkoon u € W'P(Q) p-kvasijatkuva. Télléin

(8.5) lim lu(y) — u(x)|dy =0

r—0 B(z,r)

p-kvasi m.k. x € ().
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TopisTus: Koska Cap,, on subadditiivinen, riittdd osoittaa, ettd 8.5 pétee q.e. pal-
lossa B CC Q. Valitaan n € C5°(Q), n = 1 B:ssi, ¢ € Q, WH?(R"). Silloin

In(u—q)| kvasijatkuva ja

on olemassa 5, C R" s.e. Cap,(FE,) =0 ja

lim In(u—q)ldy = |n(u—g)[(z) kaikilla = ¢ E.
r— B(z,r)

Niinpa
(8.6) lir% lu(y) — qldy = |u(x) — q| kaikilla z € B\E,.
=% J B(z,r)
Olkoon
E=UE,,
a€Q

jolloin Cap,(E) = 0 ja (8.6) on tosi kaikilla z € B\E ja kaikilla ¢ € Q. Jatkuvuuden
nojalla (8.6) pétee kaikilla ¢ € R kun € B\E. Erityisesti se pétee kun ¢ = u(x).
m

8.23. Huomautus. Seurausta 8.22 voidaan hieman parantaa: pétee
][ lu(y) — w(z)[P" — 0 p-kvasi mk. z
B(z,r)
(tétd varten pitdé ensin osoittaa, etté
rP" / |[Vul? — 0  p-kvasi m.k. z.

B(z,r)

8.24. Lause. Olkoon u € W'P(Q). Tillsin u € W,*(Q) jos ja vain jos on olemassa
sellainen p-kvasijatkuva funktio v : R" — R, jolle v(z) = u(x) mk. x € Q ja
v(x) = 0 p-kvasi m.k. x € Q.
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TobpIsTUS: "=": Olkoon u € Wy (), jolloin on olemassa ¢; € C°(Q) s.e. ¢; — u
WhP(Q):ssa ja m.k. z € § pisteittiin.

Lauseen 8.20 nojalla on olemassa osajono ¢;, joka suppenee p-kvasi m.k. kohti
kvasijatkuvaa funktiota v R":ssa. Edelleen

0=limp;(z) = ov(r) kunxz¢Q.

p-kvasi m.k.

o

"<": Pitid osoittaa, ettd v € WyP(Q). Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etti
Q on rajoitettu (rajoittamatonkin saadaan sitten ykkostd osittamalla QN (B(0, j +
1\B(0,5 — 1):ssé, HT.)

Edelleen, koska
max(min(v, k), —k) — v WHP(Q):ssa,

voidaan olettaa, ettd v on rajoitettu. (Miksi?)

Olkoon
E={x € 0Q:v(zx)# 0},

jolloin oletuksen mnojalla Cap,(E) = 0). Koska v on kvasijatkuva, voidaan valita
avoimet G C R" s.e. B C Gy, v[gg, jatkuva ja

Cap,(Gj) =0 (j = o0),

Silloin on olemassa p; € KP s.e. 0 < ¢; <1, p; =1 Gj:ssd ja
19z —o
Rn

Edelleen

@il < ClIVell, — 0,
joten voidaan olettaa, ettd ¢;(z) — 0 m.k. z.

Lauseesta 3.9 saadaan
wj = (1 — ng)'U € Wl’p(Q) .
Edelleen

limw;j(x) =0 kaikilla y € 082,

r—y

joten w; € Wy P(Q).
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Liséksi dominoidun konvergenssin lauseen avulla

<|v[P—0 m.k

—~
/|w—v\pda;:/ lp;0|P dx—0
Q Q

/|ij — V|l de = / |V (p;v)|P dx

ja

Q
<[VwulP
—_—N—
gzp/ o \wjypdﬁzp/ o Vol de—o.
~— ~—
Q <M —0 m.k.

Siispi w; — v WP(Q):ssa ja siten v € WyP(Q). i
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9. Liite: LP-avaruuden duaalista

Téssé kappaleessa tutkimme LP-avaruuksien duaalia. (Funktionaalianalyysin luen-
noilla tdméa tehtdneen myos, mutta ehké eri tavalla.)

9.1. Miéaritelmé. Normiavaruuden (X, ||-]|) duaali X* koostuu kaikista jatkuvista
lineaarikuvauksista

l: X —=R.

X*:std saadaan Banach-avaruus normilla

12l = sup [I(z)]

[[=]I<1

=inf{M > 0: |l(z)| < M||z| kaikilla z € X}

9.2. Huomautus.
L€ X" = |l(x)] < |||«]|z] kaikilla z € X

l€ X* < 1:X — R on lineaarinen ja on olemassa M € R, jolle

[l(x)] < M||z|| kaikilla x € X
Aloitetaan lauseella:

9.3. Lause. Olkoon 1 < p < o0, % + % =1 jag e LYA). Médritelldan

B, (f) ::/fgdx FerrA).

Talléin ® € (LP(A))" ja  [|®f] = 1lglls-
—~—~
duaalinen
TODISTUS:

older

B(f)| = | / fadz) "€ £l lgl
A
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= & : LP(A) — R ja rajoitettu lineaarikuvaus ts.
e (LP(A)" ja (12 <lgll,-

Osoitetaan, etta ||P|| = |/g]l4:

Valitaan ‘
F@) =3 o)l o) #0
0 ,9(x) =0
= [f(@)]P = |g(x)| @ TZT |g(z))"
=l = lglet a fe LP(A)
a¢uv=/mww=nmqu
A
el > gl
el = gl 0

Kadnteista puolta varten tarvitaan lemma: Madritellaan

1, jos g(x) >0
sign(g)(z) := 40, jos g(x) =0
-1, josg(x) <0

9.1. Lemma. Olkoon A C R™ mitallinen ja |A| < oo, 1 < ¢ < o0, }D—F % =1. Jos
g on integroituva A:ssa (mitallinen riittié), ja on olemassa M < oo s.e.

\/MMSMWMW
A

kaikilla rajoitetuilla f € LP(A), niin g € LY(A) ja |lg|l, < M.

Tobistus: HT O
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Tarvitaan vielda Radon-Nikodymin lausetta. Sitd varten: Olkoon M R™n
Lebesgue-mitallisten joukkojen o-algebra. Kuvaus v : M — R"™ on merkkimitta
(signed measure, taysadditiivinen joukkofunktio), jos

(1)

(0) =0 ja
(i) -

v
v(UJA:) =7, v(A;) aina kun A; € M pareittain pistevieraita.
i=1

9.4. Huomautus. Pitee: v merkkimitta < on olemassa ei-negatiiviset mitat
vtjav se.

9.5. Maiairitelmé. Sanotaan, ettd merkkimitta v on absoluuttisesti jatkuva mitan
p suhteen (molemmat M:114), jos

pw(E)=0=v(E)=0, kun £ € M,

talloin merkitddn v << p.

9.6. Lause. (Radon-Nikodym) Olkoon A C R" mitallinen. Olkoon v dérellinen
merkkimitta s.e. v on absoluuttisesti jatkuva Lebesgue-mitan suhteen. Télléin on
g€ L' (A) s.e.

V(E):/gdw kaikilla E € M,E C A.

E

Liséksi g on m.k. yksikésitteisesti mééritelty, ts. jos g on toinen téllainen, niin g = ¢
m.k. A:ssa.

TobisTus: Rudin: Real and Complex analysis. ]

9.7. Lause. (F. Riesz) Olkoon A C R" mitallinen ja ® € (LP(A))*, 1 < p < 0.
Télloin on olemassa yksikésitteinen g € LI(A), ]lg + % =1s.e.

@WZ/MM

ja
12| = [lgll -



9.8. Huomautus. Yhdessd Lauseen 9.3 kanssa tdmé sanoo siis, etté

1 1
(Lp(A)>*:Lq(A), kun1<p<oojaz_9+§:1'

Tobistus: Yksikisitteisyys: Olkoon ¢ ja ¢ téllaisia.

= U(f) = /f(g —g)dxr =0 kaikilla f € LP(A),
A

jolloin
93 =0 e (LP(A) ja 0=¥]|=g-7l,-

Eksistenssi:
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1. |A] < o0. Olkoon E € M mitallinen = xgna € LP, || XEnall = |EﬂA|% <

|A|% < 0o. Madritelldan

V(E) = ®(xpna) € R.

Télloin v on merkkimitta M:1la (HT). Edelleen, jos £ € M s.e. |E| = 0, niin

XEna =0 € LP
= v(E) = ®(xpna) = ©(0) "= 0

Radon-Nikodym = on olemassa g € L'(A) s.e.
v(E) = /gdx kaikilla £ C A, B € M.
E

Viite: g on etsitty funktio.
TobisTus:

a) Olkoon f € LP(A), yksinkertainen f = "% | cixa,na

k k k
:/fgdx:Zci/XAmAgdwzz:ci / gdmchiy(Ai)
4 =1 Y =1 47 i=1

= ci®(xa,n4) ®-In ()" eivana) = ©(f).
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Olkoon f > 0 rajoitettu ja mitallinen. Valitaan 0 < f 7 f f; yksinker-
tainen.

1—00

:>Hf fl‘p_/‘fl |pd dornkonvl0
ts. fi — f LP(A):ssa.

@(f)q>Jva lim ®(f;) = hm/fzgdx

1—00

=!mm,

|figl < |fillgl < |fllgl < M|g| € L'(A) + dom.konv.

koska

Olkoon f rajoitettu ja mitallinen.

= B(f) = B(fH) —d(f) 2

m\

T)gdr = /fgdx.
A

Nyt

( )"
|/gfdx‘ P fllze , kaikilla raj.mitall.

joten Lemma 9.1 = g € LY(A) ja ||g]l, < ||®]] < oo.

Grande finale:

L.9.3 = &(f) = /fgdx,f € LP(A)
Madritelladn rajoitettu lineaarikuvaus : LP(A) — R ja ||(E>|| = |lgll4-
Viite: & = .

Tiedetddn, ettd O(f) = E)(f) kaikilla rajoitetuilla f. Olkoon siis f €
LP(A) ja valitaan jono rajoitettuja f; € LP(A) s.e. f; — f LP(A):ssa
(esim. f; = min(max(f; —1),4)). Siis

B(f) 2 lm d(f,) 2 lim &(f) = o(f) .
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2. |A| = o0. Olkoon A; = ANB(0,i) = |A;| < 00. ®; : LP(A;) — R mééritellddn
seuraavaa: jos f € LP(A;), niin asetetaan

~ flx) ,zeA
0 ,f]:géAz

~

= } € LP(A). asetetaan ®;(f) = ®(f).
= &, € (LP(A))"
Kohta 1.= on olemassa yksikésitteinen g; € LI(A4;) s.e.
A;

ja [l = (|9l = llgsllq-
Nyt

gi(r) =gj(xz) ,kunxz e A, NA,
(Syy 1 >j, Al D) Aj = Az mA] = kf € Lp(Aj>I

=o;(f)= [ fg;dx
/

nollaj.

¢§%=®G%i/th=/f%m
A; Aj

= CI>]ta €s. g; ja g lgs. gi = gj AjiSSfi)

Siis on olemassa g(z) = lim; ., g;() kaikilla x € A. Edelleen

t.konv.

/mwx:=lm/w%wﬂM@WQMRw,
A

joten g € L(A).
Olkoon f € LP(A) mielivaltainen ja f; = f - xa, = f; — f LP(A):ssa, joten

O(f) =lim@(f;) = ,(f;) = lim/fjgj dx

Aj
:hm/fgde?'/fgdx.
A A



110

9.9. Huomautus.

i) Sama paattely menee myos muille mitoille kuin Lebesgue tai kompleksiarvoi-
sille funktioille.

ii) Samaan tapaan voidaan todistaa, ettd (L'(A))* = L>(A), ts.
® € (L'(A))* = on olemassa g € L®(A) :

o(f)= [ fgdz, feL'(A).
[

HT (ks. Adams.)

iii) L®(A):m duaalia ei saada eo. tavalla. Edelleen, (L>®(A))* # L'(A). (ks.
lin.anal.)

iv) Erityisesti (L?(A))* = L?(A). Periaatteessa tdméi johtuu siité, ettd L? on Hil-
bert.

9.1. Heikko konvergenssi

9.10. Madiritelmi. Olkoon 1 < p < oo ja fi, f € LP(A),k = 1,2,... Sanotaan,
ettd fi, suppenee heikosti LP(A):ssa kohti f:#4, merkitdén

fx — f heikosti LP(A):ssa  (tai —),
jos

klim /fkg dr = /fg dr  kaikilla g € LY(A),
A A

P | 1
misséd = + = = 1.
q+p

9.2. Lemma. Olkoon 1< p< oo ja fi, f € LP(A).

i) Jos fr — f (vahvasti) LP(A):ssa, niin f;, — f heikosti LP(A):ssa.

ii) Jos fr — f heikosti LP(A):ssa, niin on M < oo s.e.

I felly, < M kaikilla k .
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Tobistus: i) g € LY(A)

= | [ hade~ [ s9asl < [ 15~ flglds
A

Holder
< [fe = fllpllglly — 0.

ii) Hanhn-Banach/Tasaisen rajoituksen periaate.

9.11. Huomautus. i) ei pidde kddntden. Esim. olkoon 1 < p < oo, A = (0, 1),
1

fe = kv X1y = | frllp = 1 ja fi, — 0 heikosti LP(A):ssa. Syy: Olkoon g € Li(A) ja

e > 0. Valitaan ¢ € Co(A): ||¢ — g, <e =

I/
=1

| [ fdel =1 [ hodel+] [ it~ 9ydol < [l o - gl <= soilia k.
—_—

=0 isolla k

Rieman-Lebesguen lemma = fy(x) = coskx, z € [0,2n] = fr € LP([0,27]) ja
fr — 0 heikosti || fx|l, = ¢, > 0.

9.12. Huomautus. Heikko raja-arvo on yksikésitteinen: Olkoon f, f,g € LP(A)
s.e. fr — f heikosti ja fr — ¢ heikosti LP(A):ssa.

= /(f—g)hdx = klim /(fk — fr)hdx =0
A A
= f—g=0¢li f=h.
9.3. Lemma. Olkoon 1 < p < oo ja f;,f € LP(A). Télloin f; — [ heikosti
LP(A):ssa <

(i) M = sup| fill, < .
J
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(i)
1m/@m@_/jmmmmmw6D,
missd D C LI(A) on || - ||,-tihed LY(A):n osajoukko.

TobisTus: "=" Selvi (9.2+ méé&ritelma)
"<" g€ LYA). Valitaan ¥ € D s.e. ||V —g|, < 5%

!/f]gd:c—/fgdx|<|/fjg \Ildx‘+|/ \Ifdx‘+‘/f\l’ gd:c|

—, kun j iso

<M <31 A <3
Holder e e —_
S TANPETI / pds| + TALT =g,

< = — —_ =
3+3+3 c

9.13. Huomautus. Erityisesti Lemmasta 9.3 ja 9.2:sta seuraa: f; — f heikosti
LP(Q):ssa, jos ja vain jos || f;]|, on rajoitettu ja

lim/fjgodx: /fgodac kaikilla ¢ € C5°(Q2) .

Normi on alhaalta puolijatkuva heikon konvergenssin suhteen:

9.4. Lemma. f; — f heikosti LP(A):ssa, 1 <p < o0

= [[fllp < lim [[£5]l, -

J—00

TobisTus: Voidaan olettaa, etté || f|l, > 0. Olkoon

sign(f)(x) =
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ja
I = [ 15w = [ fodr =t [ s
A A A
Hélder . 1
<l fifillpllglly = Tm [ fill]l £l
jakamalla. |

9.14. Huomautus. Muista, kun fi, f € LP(A), 1 < p < oo, jos fr — f mk.,
niin f, — f LP(A)ssa < lim [, |filP de = [, |f|P dz. Itse asiassa pétee: f; — f
heikosti LP:ssa, ||fill, — [|fll, < f; — f vahvasti LP(A):ssa, kun 1 < p < oo.
HT.

Kun 1 < p < 0o voidaan Lemma 9.2 kdantaa:

9.15. Lause. Olkoonl < p < oo ja B C LP(A) rajoitettu (ts. on olemassa M < oo:
| fll, < M kaikilla f C B). T&llbin on olemassa jono fi € B ja f € LP(A) s.e.

fr — [ heikosti LP(A) : ssa .
(Erityisesti LP(A):n rajoitetulla jonolla on heikosti suppeneva osajono.)

Topistus: Olkoon 1 < ¢ < oo. ¢ = S55. Olkoon {V¥)}r—1 C LY(A) numeroituva

tihed osajoukko (ks. L. 77). Voidaan olettaa, ettd B on déreton ja valita {fi} C B
mielivaltainen jono. Olkoon

ay” 3:/‘I’1fkd2?
A
(1) ei riipu k:sta .
= |ag | < Wallgll frll, < MWy, < oo kaikilla k.

Siis a,(el):lla on suppeneva osajono. Valitaan a,(;_) — a¥ € R. vastaavat funktiot

( ,il)), siis osajono (fy):sta. .".

/\Illf,gl)da:%agl) , kun k£ — oo.
A

Samoin jono (fA \Ifgf,il) d:p)k on rajoitettu ja kuten ylla loydetdén f,gl):n 0sajono
(2)
L s.e.

/\Ilsz(?) dr —a? e R.
A
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Jatketaan; saadaan osajonoista (f,gj)) C ( ,ﬁj‘”) C (f) s.e.

/\Ifjf,gj) dr — a9 e R.
A

Valitaan diagonaalijono ( f,gk)) T4alloin jono

(/‘I’jfk(;k) dw)
“ k

suppenee kaikilla 5, kohti lukua a¥) € R (k — o0).

9.16. Maéaritelma.
LY, = lim [ ;" dx

k—oo
ja
L()\\If] + M\Ifl) = )\L\I/] + ,ML\I/l .

Néin saadaan maéariteltya lineaarikuvaus
L: X —R,

missd X = span{V¥;} = V¥;:den virittdmé lineaariavaruus.
Edelleen
[Lg| < llgll¢M  kaikilla g € X,
koska tdmé pétee W :lle.

Nyt jos g € L(A) on mielivaltainen valitaan jono g; € X s.e. g — g LI(A):ssa
(mahd.) ja asetetaan

Lg =limg; .
Talloin

L : L(A) — R on jatkuva lineaarifunktionaali funktio
a) L on hyvin méaritelty:

hj,q; — g = |Lhj — Lg;| = |L(h; — g;)| < M|lh; — g;|| — 0.
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b) L on lineaarinen.
| Lg| = lim | Lg;| < lim Mig; [ = M[|g]|
oo Le (Li(A))*.

9.7 (Riesz) = on olemassa f € LP(A) s.e. || f]l, < M ja

Lg = /gf dr kaikilla g € LI(A).
A

Talloin f,gk) — [ heikosti LP(A):ssa Lemman 9.3 nojalla (koska tihed osajono). O

9.17. Huomautus. Lause 9.15 on "véirin”, kun p = 1.

Esimerkki. Olkoon f; paloittain lineaarinen s.e.

0i~2 o] < 279
fi(z) = < lineaarinen ,277 < |z| <3.277
0 x> 3277
PR 11
= [ Ifilde=2-27. 272 42.972.2.07 = 4~ =1

[7171]

Mutta f;:114 ei heikosti suppenevaa osajonoa:
Antiteesi: Olkoon f;:11d osajono s.e. f; — f € L'(—1,1) Lebesgue. Valitaan g =

X[—e,e]
/ fdxr = lim / fjgda::hm/fjdx: 1,
Jj—o0

(=€) (—-1,1) A

miké on ristiriita m.k. absoluuttisen jatkuvuuden kanssa.

9.18. Lause. Olkoon 1 < p < oo. Olkoon f;, f € LP(A) s.e. sup||f;ll, < oo ja
J
f; — f m.k. A:ssa. Talloin f; — f heikosti LP(A):ssa.

Todistusta varten tarvitaan Egorovin lause.
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9.19. Lause. Egorovin lause: Olkoon |A| < oo, f,f; : A — R mitallisia s.e.
fi — f m.k. A:ssa. Talloin kaikilla ¢ > 0 on suljettu ' C A s.e. |[A\F| < ¢ ja
f; — [ tasaisesti F:ssé.

TobisTus: Demo. m|

LAUSEEN 9.18 ToDISTUS: Olkoon M = sup||f;|/,- Olkoon € > 0 ja g € LI(A).
J
Valitaan § > 0s.e. |[E| <, EC A=

1
</ !g!q> < %. (int. abs. jatkuvuus)
B

Edelleen valitaan A C A s.e. |;l| < o0 ja

()~

A\A

(esim. Fatoun lause)

Wl M

Egorov = on B C Ase. |IZ\B| < ja f; — [ tasaisesti B:lla

‘/fgdx—/f]gdﬂ </\fj flgdz
gAY

Holder ;
< ||fj—f||p[( g7 de)t + / 19177 da] / f, = flgde
A\B

A\A
S— <,
< < kun _7 iso
tas.konv.(D.K.)

w|m
w\m

< Me kun j iso.

9.20. Huomautus. Kun 1 < p < oo péitee Radon-Rieszin lause:
Olkoon f, fr, € LP(A),1 < p < oo. Tallsin

fx — [ vahvasti LP(A) : ssa
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Jos ja vain jos
fr — f  Theikosti LP(A) : ssa
ja
T | fillp = 1171
Téamén todistus (sivuutetaan) perustuu LP-avaruuksien tasaiseen konveksiuteen,
kun p € (1, 00) (clarksonin epéyhtalot). Ei totta, kun p = 1.
Todistus on triviaali, kun p = 2. (HT)

Erés térked heikkoon konvergenssiin liitettdva lause on Mazurin lemma, jonka
mukaan suljettu konveksi joukko on heikostisuljettu:

9.5. Lemma. Mazurin lemma: Jos f; — f heikosti LP(A):ssa, 1 < p < oo, niin on
olemassa jono g; € LP(A):ssa s.e. g; koostuu f;:den konvekseista kombinaatioista,

j j
9= Nwfer Ae=0, Y Np=1,
h=1 k=1

s.e. g; — [ vahvasti LP(A):ssa.

TobisTus: ~ Hahn-Banach, sivuutetaan (ks. Yosida p. 120) ]

Esimerkki. Miniminormin olemassaolo.



