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Lausahduksia

Seuraavassa esimerkkeja lauseista ja ilmidista, joita talla kurssilla
pyrimme ymmartamaan lapikotaisin.

Jatkuva funktio

Funktio f on jatkuva pisteessa xp, jos ja vain, jos

lim f(x) = f(xo)-

X—>X0

Tama on periaatteessa tuttua, mutta talla kurssilla selvitamme,
mita edella olevat kasitteet jatkuvuus ja raja-arvo tasmallisesti
tarkoittavat ja mita ominaisuuksia niista voidaan johtaa.
Esimerkiksi: kuinka maaraat raja-arvon

1
lim |x|log|x|sin =7
x—0 X
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Jatkuvuuslause

Jos f on jatkuva pisteessd xp ja jos f(xg) > 0, niin f(x) >0
kunhan x on |ahella pistetta xg.

| A

Jatkuvuuslause tarkemmin

Jos f on jatkuva pisteessd xp ja jos f(xp) > 0, niin on olemassa
sellainen 0 > 0, jolle f(x) > 0 kunhan x on valilld [xg — &, xo + J].

Esimerkiksi, funktio f,

1
f(x) = sin =

on jatkuva jos x # 0. (Piirrd kuva 0:n l3helld.) Jatkuvuuslauseen
mukaan f(x) > 0, kun x on riittdvan I3helld pistetta

1

= m s koska f(Xn) =1.

Xn
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Jatkuvuuslause tarkemmin

Jos f on jatkuva pisteessa xp ja jos f(xp) > 0, niin on olemassa
sellainen § > 0, jolle f(x) > 0 kunhan x on valilla [xg — d, xo + J].

Esimerkiksi, funktio f,
1
f(x) =sin -
(x) sin

on jatkuva jos x # 0. (Piirrd kuva 0:n l3helld.) Jatkuvuuslauseen
mukaan f(x) > 0, kun x on riittdvan ldhelld pistetta

1
Z+2nm’

Xp =

koska f(x,) =1.
Kuitenkin 1

|Xn _Xn+1| < ? — 07
ja f saa negatiivisia arvoja xp:n ja Xxp41:n valissa.
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Kolme kovaa lausetta

Jos f on sellainen jatkuva funktio valilla [a, b] ettad

f(a) <0< f(b),

niin on olemassa x € [a, b], jolle f(x) = 0.

v
Esimerkki rationaalimaailmasta

Jos f(x) = x2 — 2, niin f on jatkuva funktio vililla [0, 2],

f(0) = -2 < 0ja f(2) =2 >0, joten Bolzanon lauseen nojalla
jollakin reaaliluvulla xg € [0, 2] patee f(xp) = 0.

Tiedamme, ettei rationaalilukujen joukossa tallaista lukua xp ole.
Siksi Bolzanon lauseen todistaminen vaatii reaaliluvuista jotain
sellaista tietoa, jota emme ole viela kasitelleet.
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Kolme kovaa lausetta

Bolzano - ei reikia

Jos f on sellainen jatkuva funktio valilla [a, b] etta

f(a) <0< f(b),

niin on olemassa x € [a, b], jolle f(x) = 0.

Ylhaalta rajoitettu

Jos f on jatkuva funktio valilla [a, b], niin on olemassa sellainen
luku M € R, jolle f(x) < M kaikilla x € [a, b].
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Kolme kovaa lausetta

Ylhaalta rajoitettu

Jos f on jatkuva funktio valilla [a, b], niin on olemassa sellainen
luku M € R, jolle f(x) < M kaikilla x € [a, b].

V.
Esimerkki rationaalimaailmasta

Jos f(x) = 1/(x? — 2), niin f on jatkuva funktio joukossa

[0,2] N Q.

(Huomaa, ettd nimittaja on rationaalipisteissa # 0.)

Kuitenkin f saa mielivaltaisen suuria arvoja.

Siten myos taman lauseen todistaminen vaatii reaaliluvuista jotain
sellaista tietoa, jota emme ole viela kasitelleet.
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Kolme kovaa lausetta

Jos f on sellainen jatkuva funktio valilla [a, b] etta

f(a) <0< f(b),
niin on olemassa x € [a, b], jolle f(x) = 0.

Ylhaalta rajoitettu

Jos f on jatkuva funktio valilla [a, b], niin on olemassa sellainen
luku M € R, jolle f(x) < M kaikilla x € [a, b].

V.
Maksimiarvo saavutetaan

Jos f on jatkuva funktio valilla [a, b], niin on olemassa sellainen
piste xp € [a, b], jolle

f(x) < f(xo) kaikilla x € [a, b].




Kolme kovaa lausetta
Maksimiarvo saavutetaan

Jos f on jatkuva funktio valilla [a, b], niin on olemassa sellainen
piste xp € [a, b], jolle

f(x) < f(xo) kaikilla x € [a, b].

o’

Esimerkki rationaalimaailmasta

Jos f(x) = —|x? — 2|, niin f on jatkuva funktio valilld [0, 2].
Kaikilla rationaaliluvuilla f(x) < 0, mutta kuitenkin f saa
rationaalipisteissa mielivaltaisen lahella O:aa olevia arvoja.

Siten myos taman lauseen todistaminen vaatii reaaliluvuista jotain
sellaista tietoa, jota emme ole viela kasitelleet.
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