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1. LUONNOLLISET LUVUT

Lukuteorialla tarkoitetaan yleensi oppia luonnollisista luvuista. Myos
talld kurssilla lukuteoria ymmarretdan juuri luonnollisten lukujen (ja
kokonaislukujen) teoriaksi. Palautetaan ensin mieleen mité luonnolli-
silla luvuilla tarkoitetaan. Eris standardi tapa mééaritelld luonnolliset
luvut on seuraava joukko-opillinen konstruktio.

Maéidritelmé 1.1. Asetetaan 0 := () = {} ja mééritellddn jokaiselle
joukolle A seuraaja S(A) := AU {A}. Luonnollisten lukujen joukko N
voidaan antaa nyt leikkauksena

N=(A4,
A

missd, leikkaus otetaan kaikkien niiden joukkoperheiden A yli jotka
sisdltéavit joukon O ja ovat suljettuja seuraajafunktion S suhteen, eli

Ae A= S(A) e A
Taméan maaritelman mukaisesti luonnolliset luvut ovat siis

0=10

1= {0}

2={0.{0}}

3={0.{0},{0,{0}}}
4=1{0,{0},{0,{0}},{0, {0}, {0, {0} }}}

ja luonnollisten lukujen jirjestys voidaan maéaritelld inkluusion avulla
a < b:& a Cb. Téarked luonnollisten lukujen ominaisuus on induktio:

Lause 1.2. Olkoon A C N. Jos 0 € A ja kaikillan € A myésn+1 € A,
on A=N.

Todistus. Joukon A méaritelmén perusteella A C N. Toisaalta 0 € A

ja A on suljettu seuraajafunktion S suhteen, ja siten N C A. Siispé
A=N. O

Luonnolliset luvut voidaan mééaritella myds siten, ettd Lause 1.2 on
suoraan téssd muodossa yksi aksioomista. Siksi sitd kutsutaankin in-
duktioaksioomaksi. Induktioaksiooman kanssa yhtépitava oletus, joka
tassd muotoillaan lauseena, on pienimmaén alkion olemassaolo.

Esimerkki 1.3. Osoitetaan induktiolla, ettd > | %[Z < 24/n kaikilla
neN;n>0.

1. 1 _
nf177_1<2_2JI



induktioaskel: Oletetaan, ettd > . \/% < 2y/n jollain n € N. Nyt

n+1 n
1 1 1 1
— =) —+ <2yn+
;\/Z ;\/2 vn+1 vn+1
~2y/n(n+1)+1 < Van2 +4n+1+1
B vn+1 o vn+1

2n+1+1
= —9/n+ 1.
vn+1

Lause 1.4. Jokaisessa luonnollisten lukujen epdtyhjissd osajoukossa
on pienin luku.

Todistus. (Harjoitustehtdvi) O

Kokonaislukujen joukko Z voidaan méiritelld luonnollisista luvuista
esimerkiksi seuraavasti.

Maaritelma 1.5. Kokonaislukujen joukko on tekijdjoukko
Z:={(a,b):a,b e N}/ ~
ekvivalenssirelaatiolla (a,b) ~ (¢,d) ;& a+d = b+ c.

Téassd médritelméssi siis jarjestetyt lukuparit (a,b) siséltévit posi-
tiivisen osan a ja negatiivisen osan b ja ekvivalenssiluokka [(a,b)] € Z
ymmaérretddn kokonaislukuna a — b.

1.1. Lukujirjestelmit. Aloitetaan varsinainen lukuteoria ns. jako-
yhtélollé, jota tulemme jatkossa toistuvasti kdyttamaan.

Lause 1.6. Jos a,b € Z ja b > 0, on olemassa yksikdsitteiset luvut
q,r € Z siten, etta 0 < r <b ja

a=qb+r.
Todistus. Olkoon A ={a—qb:q € Z,a— qb > 0} C N. Koska
0<lal(b—1)<a—(—|a))be A

eli A on epéatyhji, on olemassa joukon A pienin luku. Olkoon se r ja
olkoon q € 7Z siten, ettd r = a — ¢b. Talloin r < b, silli muuten

0<r'=a—(qg+1)b=r—-beA

eli r ei olisikaan pienin joukon A luku.
Jos qi1,q2,m1,12 € Z, 1 <1r1,r9 < bjaa=qb+ 1= qb+ 1, 0n

1 — qal|b] = |1 — 7| < [0,

mikd on mahdollista vain silloin kun ¢; = ¢», jolloin my6s r; = ry. U
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Lauseen 1.6 luku ¢ on luvun a osaméaira luvun b suhteen, ja luku r
on luvun a jakojaannos luvun b suhteen.

Lauseen 1.6 avulla ndhdaan, ettd luonnolliset luvut voidaan esittd
yksikéasitteisesti missd tahansa m-kantaisessa lukujirjestelméssi, kun
m > 2.

Lause 1.7. Olkoon m,n € N siten, ettd m > 2 ja n > 1. Tadlléin on
olemassa k € N ja luvut ag, ay,...,a, € N siten, ettd

0<a; <m katkilla 1,
Qg Z 1
ja
k
n= Z a;m'.
i=0

Lisdksi summaesitys on yksikdsitteinen.

Todistus. Lauseen 1.6 mukaan on olemassa yksikésitteiset luvut ag, ng €
Z siten, ettd 0 < ag < m ja

n = ngm + aop.
Lisdksi taytyy olla ng > 0, silld jos néin ei olisi saataisiin
n<-—-m-+ay<O0.

Jos ng = 0, on k =0 ja luvut a; on 16ydetty. Oletetaan nyt, ettd luvut
0 <ap,...,a; < mjang,...,nj—1 > 1, n; > 0, on madritelty siten,
etta

n,_1 = n;m -+ a;
kaikille 7 = 1,...,7. Jos vieldkin a; > 1, saadaan Lauseen 1.6 avulla
0 < aj1 < m jang > 0 siten, etta

n; = nj41m + Qj41-
Koska n € N, on olemassa k € N, siten, ettd edelliselld induktiivisella
madrittelylld n, = 0. Nyt
0
n = ngm + ag = ngm* + Zaimi.
i=0

Oletetaan, etti

J
n = njmj+1 + Z aimi
=0
jollain j € {0,...,k — 1}. Tilldin
J Jj+1
n = (njam+ajq)m’ T+ Z am' = njm’ T + Z a;m'.
=0 =0
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Siten erityisesti

k k
n = nmtt + E a;m' = E a;m'.
i=0 =0

Koska a;m? on luvun

jakojiddnnos luvun m?*! suhteen, on se Lauseen 1.6 mukaan yksikisit-
teinen kun j = 0 ja siten my6s kun j =1,2,... k. U

Esimerkk: 1.8. Luvun 51 esitys 3-kantaisessa lukujarjestelméssé on
51=0-3"+2-3'"+2-3* 413

Kaytetty lukujirjestelmé kirjoitetaan usein alaindeksiin. T&ll6in edel-
linen yhtal6é saa muodon

5140 = 1220;.
1.2. Jaollisuus.

Maaritelma 1.9. Olkoot a,b € Z, b # 0. Luku a on jaollinen luvulla
b, b | a, jos on olemassa luku g € 7Z siten, ettd a = gb.

Luku a on siis jaollinen luvulla b # 0 tdsmaélleen silloin kun luvun a
jakojaidnnos luvun b suhteen on 0.

Merkinnilld b { a tarkoitetaan, ettd b | a ei ole totta. Edellisen maéa-
ritelmén mukaan on 1 | a totta kaikille a € Z ja lisidksi a | a kaikille
a € Z\ {0}. Selvisti myos

(i)blajac|b=c|a,
(ii) c#0jab|a=bc|acja
(iii) ¢ | a, ¢ | bjam,n € Z = c| ma+nb.

Maaritelma 1.10. Luku n € N, n > 1, on alkuluku, jos se ei ole
jaollinen milldén luvulla m € N; jolle 1 < m < n.

Lause 1.11. Jokainen n € N, n > 1 on alkulukujen tulo.

Todistus. Joko n on itse alkuluku (jolloin todistus on jo valmis) tai silla
on jokin jakaja m € N, 1 < m < n. Olkoon p; pienin luvun n jakaja,
jolle 1 < p; < m. Téalloin p; on alkuluku, silld muuten olisi olemassa
ke N, 1 <k < p; siten, ettd k | p; ja edelleen k | n. Siis n = pyny
jollain luonnollisella luvulla 1 < n; < n.

Joko n; on alkuluku (jolloin todistus on valmis) tai silld on edellisen
padttelyn perusteella alkulukutekija po ja talloin n; = pong, missd 1 <
ng < ny. Jatkamalla tdtd saamme aidosti vihenevin jonon luonnollisia
lukuja n; > ny > ng.... Jonkin ddrellisen méairin [ askeleita jilkeen
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tormaamme valttamattd alkulukuun n; = p;yq, jolloin alkuperdinen
luku voidaan kirjoittaa muodossa

n=pip2- - - Pi+1-
O

Huomaa, etté dskeinen todistus ei osoita, ettd esitys p1ps - - - pio1 olisi
(permutaatioita vaille) yksikésitteinen. Témé on kuitenkin totta.

Lause 1.12 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen lukun € N, n > 1,
voidaan kirjoittaa yksikdasitteisesti tulona

— ap, aj ap
n=p'p D,

missa py < po < --- < pp ovat alkulukuja ja ay,as, . ..,a; > 0 luonnolli-
sta lukuja.

Lause 1.12 seuraa seuraavasta lauseesta, joka todistetaan hieman
myOhemmin.

Lause 1.13 (Eukleideen ensimmiinen lause). Jos p on alkuluku ja
p | ab, niin p|a taip|b.

Lauseen 1.12 todistus olettaen Lause 1.13. Lauseesta 1.13 seuraa sel-
vésti, ettd jokaiselle alkuluvulle p pétee

plaas---a, = pla;jollaini € {1,2,... ,n}.
Olkoon nyt

n=pi'pspt = gy
missd (p;)'_, ja (¢;)¥_, ovat aidosti kasvavia alkulukujonoja, ja a;, b; >
0 luonnollisia lukuja. Koska p; | qll’lqg2 - -qZ’“ kaikilla 7 ja vastaavasti
¢ | pi'p5? -+ - p)" kaikilla 4, ovat luvut p; ja ¢; samat.
Viela tulee osoittaa, ettd kertaluvuille patee a; = b; kaikilla i. Olete-
taan, ettd on olemassa jokin j siten, ettd a; > b;. Jakamalla n luvulla

b; saadaan

a;—b; b1 b bi—1 b b
ptlz1p¢212 .. .pja I .p;ll = pfpf .. 'pj]fllpjjjll .. .plz’
jossa siis vasen puoli on jaollinen luvulla p;, mutta oikea puoli ei. Vas-
taavasti b; > a; johtaa ristiriitaan. O

1.3. Alkuluvuista. Edelli esitetyn Aritmetiikan peruslauseen mukaan
jokainen ykkostd suurempi luonnollinen luku voidaan esittda yksikésit-
teisesti alkulukujen tulona. Kun annettu luonnollinen luku on hyvin
suuri, voi tdman tuloesityksen loytaminen olla erittdin vaikeata - jo-
pa lihes mahdotonta. "Aritmetiikan perusongelmana” voidaankin pitda

Alkulukujen listaa voi lahted muodostamaan pienehkdon rajaan asti
kdyttamalla niin sanottua Eratostheneen seulaa: Kaikki vilin [2, N]



alkuluvut saadaan pyyhkimélld jonosta 2, 3,4, ..., N ensin kaikki alku-
luvun p; = 2 monikerrat (4,6,8,10,...), timén jilkeen kaikki jéljelle
jadneet alkuluvun py = 3 monikerrat (9, 15,21, . ..) ja niin edelleen. Lo-
pulta jiljelle jadvat vain alkuluvut. Seulomista ei itse asiassa tarvitse
jatkaa kovin pitkélle, kuten ndemme seuraavasta lauseesta.

Lause 1.14. Olkoon n € N, n > 1. Mikdli n ei ole alkuluku, on silld

olemassa alkulukutekiji p, jolle 1 < p < /n.

Todistus. Jos p > 1 on luvun n pienin alkulukutekiji, on a = pq, missa
valttiméittd p < ¢. Siten p? < pq = a.
Esimerkki 1.15. Etsitadn Eratostheneen seulalla alkuluvut vélilté [2, 100].

Listataan siis ensin luvut kahdesta sataan.

21
41
61
81

Taman jilkeen poistetaan kaikki luvun 2 monikerrat.

21
41
61
81

2

22
42
62
82

2

3

23
43
63
83

3

23
43
63
83

4

24
44
64
84

5

25
45
65
85

5

25
45
65
85

6

26
46
66
86

7

27
47
67
87

7

27
47
67
87

8

28
48
68
88

9

29
49
69
89

9

29
49
69
89

10
30
50
70
90

11
31
51
71
91

11
31
51
71
91

12
32
52
72
92

13
33
53
73
93

13
33
53
73
93

Seuraavaksi poistetaan luvun 3 monikerrat.

41
61

Tamén jilkeen luvun 5 monikerrat.

41
61

2

2

3
23
43

83

3
23
43

83

5
25

65
85

5

7

47
67

7

47
67

29
49

89

29
49

89

Lopuksi vield luvun 7 monikerrat.

41
61

2

3
23
43

83

5

7

a7
67

29

89

11
31

71
91

11
31

71
91

11
31

71

13

53
73

13

53
73

13

53
73

14
34
54
74
94

15
35
55
75
95

15
35
55
75
95

35
55

95

16
36
56
76
96

17
37
57
7
97

17
37
57
I
97

17
37

I
97

17
37

7
97

17
37

97

18
38
58
78
98

19
39
59
79
99

19
39
59
79
99

19

59
79

19

59
79

19

59
79

O

20
40
60
80
100

Koska 7 on suurin lukua 10 = /100 pienempi alkuluku, on seulominen

saatu padtokseen ja jiljelle ovat jadneet alkuluvut vélilta [2,100].

Vaikka Eratostheneen seula onkin tehoton tapa etsia alkulukutekijoi-
té ei se kuitenkaan ole hyodyton. Jos esimerkiksi tietokoneohjelmassa
tarvitsemme listan alkuluvuista vaikkapa vililtd kahdesta miljoonaan,
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on jarkevimpaé laskea lista suoraan muistiin kuin lukea se kovalevylta.
Ongelma ei niinkdén ole algoritmin nopeus vaan sen muistintarve.

Tallad hetkelld noin 200-numeroisten luonnollisten lukujen jako al-
mitéin erityistd muotoa, kuten 22" +1) tekijoihinjaossa kilytetéiin tyy-
pillisesti useita erilaisia algoritmeji. Ensin testataan onko luku alku-
luku vai ei. Tamén testaaminen on yleensd nopeampaa kuin alkulu-
kutekijoiden etsiminen. Mikéli luku ei ole alkuluku etsitdén sille ensin
hyvin pienié tekijoitd kokeilemalla (tésséd Eratostheneen seulasta voi
olla hy6tya).

Mikéli tekija 10ytyy, testataan onko jaljelle jadnyt osa alkuluku. Jos
se ei ole, jatketaan pienten tekijoiden etsimistd. Kun tata on jonkin ai-
kaa jarjestelmallisesti jatkettu, tiedetddn ettei jaljelle jaaneelld luvulla
ole kovin pienié tekijoité ja on jarkevimpad vaihtaa joihinkin toisiin et-
sintdmenetelmiin, kuten Pollardin p—1 -menetelméan, Williamsin p+1
-menetelméén ja Lenstran elliptisten kiyrien menetelméén. Néille me-
netelmille méaritellddn rajat, jotka madrdaavit etsittavan alkulukuteki-
jan koon. Kyseiset menetelmét eivit valttamatta 16yda tekijoita, mutta
riittava maara yrityksia eri alkuarvoilla takaa ettd todenndkoisyys 16y-
tad tekija on sopivaa kokoluokkaa. Esimerkiksi etsittdessa elliptisten
kdyrien menetelmalld 50-numeroista tekijaa sopivilla parametreilld, on
noin 8 000 "epdonnistuneen” kiyrin jilkeen todennikdisyys sille, ettd
luvulla on alle 50-numeroinen tekija endd 37%. (Yhden testin laskemi-
seen menee kotikoneella noin 5 min.)

Jos niillakdan menetelmilld ei 16ydeta kaikkia alkulukutekijoité (jar-
keviissd ajassa), vaihdetaan jilleen “jareimpédn” algoritmiin, kuten
GNFS (General Number Field Sieve). Talla 16ydetdan alkulukutekijét,
mutta algoritmin vaativuus riippuu nyt enemmén sen luvun suuruu-
desta jonka tekijoitd etsitddn (edellisten algoritmien vaativuus riippui
lahinné etsityn tekijin koosta). Siksi sitd ei ole jarkevad kiyttdd he-
ti ensimmaéisend menetelménd, vaan vasta sen jialkeen kun tiedetdin
hyvin suurella todennékoisyydelld ettei luvulla ole pienid tekijoita.

Talla kurssilla emme perehdy edelld mainittujen algoritmien toimin-
taan. On kuitenkin mielenkiintoista huomata, ettd edelld mainitut me-
netelmét (GNFS:n loppuosan lineaarialgebraa lukuun ottamatta) voi-
daan suorittaa pienissi toisistaan riippumattomissa palasissa. Siksi te-
kijéihinjako onkin viime aikoina hyotynyt erityisesti massatuotannossa
olevista moniytimisistd laitteista kuten ohjelmoitavista naytonohjai-
mista ja pelikonsoleista.

Palataanpa tdmén pienen sivuraiteen jéilkeen takaisin varsinaiseen
asiaan. . .



10

Lause 1.16 (Eukleideen toinen lause). Alkulukuja on ddrettoman pal-
jomn.

Todistus. Oletetaan, ettd alkulukuja on #érellinen maara ja ne ovat
P =2<py=3<--<pg. Olkoon n = p1py---pr +1 > pi. Koska
kaikilla ¢ on luvun n jakojdannds luvun p; suhteen 1, ei mikdédn alkulu-
vuista p; jaa lukua n. Siten se on itse alkuluku. TAma on ristiriidassa
oletuksen kanssa. 0

Huomaa, ettéd edelld olleella lauseella ei voida tuottaa alkulukuja.
Lauseen 1.16 todistusta muuttelemalla saadaan monenlaisia tuloksia.
Tassa erds niista.

Lause 1.17. On olemassa ddrettomdan monta alkulukua jotka ovat muo-
toa 4m + 3, missd m € N.

Todistus. Olkoon k ensimmaista alkulukua 2,3, ..., p; ja maaritelldin
luka n = 22-3---p. — 1. Nyt n ei ole jaollinen milldéin luvuista
2,3,...,pk. Jos n on muotoa 4m + 1 olevien alkulukujen tulo, on se

myo0s itse muotoa 4m + 1. Néin ei kuitenkaan ole, silld luvun n jako-
jaannos luvun 4 suhteen on 3. Siispd on olemassa lukua p; suurempi
alkuluku, joka on muotoa 4m + 3. O

Paljon yleisempikin lause on totta:

Lause 1.18 (Dirichlet’n lause). Olkoot a,b € Z, a > 0, siten, ettd
luvuilla a ja b ei ole muita yhteisid jakajia kuin 1. Tdlloin on olemassa
adarettoman monta alkulukua, jotka ovat muotoa am + b, missad m € N.

Lauseen 1.18 todistus on tdméan kurssin ulottumattomissa.

1.4. Alkulukujen tiheydestd. Alkulukujen lukumé&éraa valilla [1, z],
1 < x € R, merkitdan

m(x) =#{p € N: 1 < p < x on alkuluku}.

Siis Esimerkin 1.15 mukaan on esimerkiksi 7(100) = 25. Lauseen 1.16
mukaan taas m(xr) — oo, kun  — oo. Funktion 7w asymptoottinen
kiyttdytyminen tiedetddn paljon tarkemminkin. Vuonna 1848 Chebyc-
hev todisti seuraavan tuloksen.

Lause 1.19. On olemassa vakiot 0 < Ay, Ay < oo siten, etti

v < 7m(x) < Ag x

A

log x log

kaikille x > 2.
Todistetaan tdmé joillakin vakioilla A; ja A, jotka eivit ole ldhel-

lakdan optimaalisia. Todistus perustuu binomikertoimien ominaisuuk-
siin, joten aloitetaan ensin méaarittelemalld ne.
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Maaritelma 1.20. Olkoot n, k € N siten, ettd £ < n. Talloin binomi-
kerroin (") madritellaan

n\ n!

k) kl(n—Ek)

k
Téssé (kuten yleensiikin) médritelldédn 0! = 1. Luku (}) kuvaa eri-
laisten n alkioisen joukon £ alkioisten osajoukkojen lukuméaraa.

Lemma 1.21. Kaikille 1 < k <n on

n N n _(n+1
k k—1) \ k)
Todistus. (Harjoitustehtavi) O

Lause 1.22 (binomikaava). Kaikille z,y € R jan € N on

(z+y)" = zn: (Z) aty"*

k=0
Todistus. (Harjoitustehtivi) O

Sijoittamalla Lauseeseen 1.22 z = y = 1 saadaan 2" = Y, (}).
Erityisesti saadaan arvio
n
<2
(1)

Lause 1.23 (Stirlingin approksimaatio).
|
lim — =1
n—o0 \/2mn(n/e)"

kiydadidn nyt varsinaisen todistuksen kimppuun osoittamalle ensin
seuraava aputulos.

Lemma 1.24. Kaikillen € N, n > 1 on voimassa
(1) nfr(Qn)ffr(n) < (2:) < (2n)7r(2n)
(i) 27 < (*7) < 2%
Todistus. Olkoon p alkuluku ja e, suurin kokonaisluku, jolle p° | nl.

Merkitéén luvulla ¢, pieninté sellaista kokonaislukua, jolle p'**™ > n.
Merkitédén lisiksi |a| suurinta kokonaislukua, jolle |a| < a. Nyt

tp
n
€y, = — 1.
=15
(Tamén todistus jatetddn harjoitustehtavéksi.) Olkoon m, suurin ko-
konaisluku, jolle p™» | (2:) Koska

()=
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on
kp

= (5] -2 5])

missé k, on pienin kokonaisluku, jolle PPt > 92n. Jos 1 < i < k,, on

2 2
{—T”J —QFJ <—"—2(——1) — 9.
% Pl p P
Siten naille 7 on
f—"J _9 FJ <1
P P

eli m, < k,. Siispa

missé tulo siis otetaan kaikkien lukua 2n + 1 pienempien alkulukujen
yli. Tasta saadaan edelleen

p<2n p<2n

Kohdan (i) toinen epdyhtild on siis todistettu.
Jos alkuluvulle p on n < p < 2n, on p | (2n)! mutta p { nl. Siten

2n
()
n<]1;§[2n n

ja edelleen

( ) H p> H n = 7r(2n ﬂ(n)’

n<p<2n n<p<2n

joten kohdan (i) ensimméinenkin epayhtilo on todistettu.
Kohdan (ii) epdyhtélot saadaan laskemalla

2
n
(Zn) _ﬁn+]
n _.
7j=1

Lauseen 1.19 todistus. Olkoon x > 2 ja n € N siten, ettéd
2n <z <2n+2.
Yhdistdmalla Lemman 1.24 kohdat (i) ja (ii) saadaan arviot

2nlog 2
w(2n) — w(n) < nos

ja

> ﬁQ = 2"
j=1

logn
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ja

Niistad jalkimmaéisestd saadaan siis

w(z) > 7(2n) > nlog 2 > nlog 2 > (n2+2)log2 log2 =z |
log(2n) ~ log(x) 41og(z) 4 logx

Osoitetaan nyt arvio toiseen suuntaan. Tutkitaan ensin lukua 7(2"),
missd t € N, ¢ > 3. Télle on
2t og 2 2t

m(2) - (27 < (t—1)log2 Tt

Koska 7(4) < 4 = 2 saadaan teleskooppisummaa kiyttien

1
' 23 2j 2t
T(2¥) =7m(4) + ) _(@(2) —x(27) <> P
t=3 t=2
J ¢ 2j t J 25 t
2 2 2
< < 2! -
_Zt—1+2t—1_ - —~ ]
t=2 t=j+1 t=2 t=j+1
= It 122j+1'
J
92j+1

Koska j < 27, on 277! < ja siten kaikille 7 > 2 on

S
‘ 92j+2
W(ZQJ) < —
J
Olkoon z > 4 Valitaan nyt j € N, j > 2 siten, ettd 2% 72 < z < 2%,
Talloin
logx < 27log?2
ja siten

x , x 2%+2
’/T(.T) < WW(QQJ) <

T T
: =242 < 2 log2——.
22-2 4 j - 08 log x

O

Todistuksen vakiot A; = lﬂ% ja Ay = 32log2 ovat hyvin karkeat.
Chebychevin todistuksessakin ndmé olivat jo paremmat A; ~ 0,922
ja Ay =~ 1,105. Chebychevin tulosta asymptoottisesti tarkempi on ns.

alkulukulause, jonka mukaan

P G
+%0 7 log (1)

Tata emme kuitenkaan todista talla kurssilla.
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1.5. Fermat’n ja Mersennen luvut. Fermat’n luvuiksi sanotaan lu-
kuja
F, =2 +1, m € N.

Luvut saivat nimensé Pierre de Fermat’n konjektuurista, jonka mukaan
kaikki tdtd muotoa olevat luvut olisivat alkulukuja. Luvut F}, Fy, F3 ja
F, ovatkin alkulukuja. Euler kuitenkin osoitti jo vuonna 1732, etta
Fy = 641 - 6700417 eli F5 ei ole alkuluku. Itse asiassa muita Fermat’n
lukuja jotka olisivat alkulukuja ei tunneta.

Talla hetkelld tiedetdén 243 Fermat'n lukua jotka eivit ole alkulu-
kuja. Fermat’n lukujen muodosta huomaa, ettd pienillikin m luku F;,
on erittdin suuri. Siksi Fermat’n lukujen todistaminen alkuluvuiksi on
hyvin vaikeata. Ensimmaéinen Fermat’'n luku, josta ei tiedetd onko se
alkuluku vai ei on Fj3. Siind on kymmenlukujarjestelméssa yli 2 miljar-
dia numeroa. Pienin Fermat’'n luku jonka kaikkia tekijoitd ei tunneta
on Fis ja pienin jolle ei tunneta yhtaan alkulukutekijaa on Fb.

Niista luvuista ei tietenkddn voida paitelld onko olemassa muita
Fermat'n lukuja jotka ovat alkulukuja. Téllaisia alkulukuja voisi olla
vaikka darettoméan monta. Seuraava lause osoittaa, ettd Fermat’n luvut
eivit ole niin erikoisia kuin miltd ne ensisilmiyksella nayttavit.

Lause 1.25. Jos a > 2 ja a™ + 1 on alkuluku, on tdlloin vdlttamdattd a
parillinen ja n = 2™ jollain m € N.

Todistus. Jos a on pariton, on a™ + 1 parillinen. Jos taas luvulla n on
pariton tekija k£ ja n = ki, on
akl + 1 _(k=1)
=a
a +1
luvun a” 4 1 jakaja. 0

_a(k*2)l+..._|_1>1

Lauseen 1.25 perusteella siis kaikki muotoa 2" + 1 olevat alkuluvut
ovat vilttdimattd Fermat’'n lukuja. Jos a > 2 on parillinen sanotaan
muotoa a’” + 1 olevaa lukua yleistetyksi Fermat’n luvuksi. Entipi
muotoa a”™ — 1 olevat luvut. Seuraava lause vahentdd huomattavasti
tatd muotoa olevia alkulukukandidaatteja.

Lause 1.26. Josn > 1 ja a" — 1 on alkuluku, on tdlloin vdilttamdtta
a =2 jan alkuluku.

Todistus. Jos a > 2, niin a — 1 | a" — 1. Jos taas a = 2 ja n = ki, niin
2F —1]2" —1. O

Lukuja M, = 2P — 1, missd p on alkuluku, kutsutaan Mersennen
luvuiksi Marin Mersennen mukaan, joka tutki kyseisid lukuja 1600-
luvulla. Mersennen luvuille on olemassa huomattavan nopea Lucasin-
Lehmerin testi, jolla saadaan paételtya onko luku alkuluku vai ei. Téll&
hetkella tiedetddn 47 Mersennen alkulukua, joista suurin on Mys112609,
jossa on noin 13 miljoonaa numeroa kymmenjirjestelméassa. Mersennen
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lukujen "helpon” testattavuuden takia talla hetkelld yhdeksdn suurinta
alkulukua ovat Mersennen alkulukuja.

1.6. Suurin yhteinen tekija. Palautetaan mieleen ryhmén mééritel-
mé. Olkoon G epityhja joukko. Pari (G, 0) on ryhmé, jos se tayttaa
seuraavat ehdot
(GO) o on joukossa G mairitelty laskutoimitus eli a o b € G kaikilla
a,b, € G.
(Gl) (aob)oc=uao(boc) kaikilla a,b,c € G.
(G2) On olemassa neutraalialkio e € G jolle eoa = aoe = a kaikilla

acd.
(G3) Jokaista a € G kohti on olemassa kdidnteisalkio a™' € G jolle
atoa=aoal=ec.

Ryhméé (G, o) sanotaan kommutatiiviseksi ryhméksi eli Abelin ryh-
miéksi, jos se lisdksi toteuttaa ehdon

(G4) aob="boa kaikilla a,b, € G.

Esimerkiksi kokonaislukujen joukko yhteenlaskulla varustettuna (Z, +)
on Abelin ryhma.

Lause 1.27. Jokaisella ryhmdén (Z,+) aliryhmalld M on luku 0 < d €
M siten, etti M = Zd = {nd € Z : n € Z}.

Todistus. Jos M = {0}, niin d = 0 € M, silla M = Z0. Jos M # {0},
on S ={xeM:x>0}+#0jasiten on olemassa d = minS € M.
Jokaisella a € M on Lauseen 1.6 nojalla ¢, r € Z siten, etta

a=qd+r, 0<r<d.

Koskar =a—qd € M ja0 <r < d on luvun d valinnan nojalla r = 0.
Siis a = qd € Zd. Toisaalta koska M on ryhmé, on Zd C M ja siten
M = 7Z4d. O

Lauseen 1.27 antamaa lukua d sanotaan aliryhmin M wvirittdjikse.
Joukon S € Z virittdméai aliryhmaéd merkitdan

(SYy ={kia1 + -+ kpay:a,...,a, € S ky,.... k, € Z,n € N}.

Maaritelma 1.28. Olkoon S C Z lukujoukko joka sisdltdd jonkin
nollasta eroavan luvun. Tall6in lukujen S suurin yhteinen tekija, syt .S,
on aliryhmén (S) virittaja.

Usein kirjoitetaan syt(as,...,a,) = syt{ai,...,a,}.

Lause 1.29. Olkoon S C 7Z lukujoukko joka sisdltid jonkin nollasta
eroavan luvun. Tdlléin

syt S =max{n € Z : n | m kaikilla m € S}.
Todistus. Olkoon k = max{n € Z : n | m kaikillam € S}. Koska k | m
kaikilla m € S, my6s k | m kaikilla m € (S). Erityisesti k& | syt S
ja siten k < syt S. Toisaalta, koska syt S virittdd ryhmén (S), myos
syt .S | m kaikilla m € S eli syt S < k. Siispd k = syt S. O
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Todistetaan nyt Eukleideen ensimmaéinen lause.

Lauseen 1.13 todistus. Olkoon p alkuluku ja p | ab. Jos p f a, on
Lauseen 1.29 mukaan syt(p,a) = 1. Siten on olemassa z,y € Z si-
ten, ettd xa +yp =1 eli

xab + ypb = 0.
Koska p | ab ja p | pb, taytyy p | b. O
1.7. Eukleideen algoritmi. Lukujen a,b € Z suurin yhteinen tekiji
voidaan helposti méarita Eukleideen algoritmin avulla: Olkoon 0 < b <

la|. Merkitdén o = b. Lauseen 1.6 nojalla on olemassa yksikésitteiset
q1,71 € Z siten, etté

a = qb+ ry, 0<r, <b=rg.
Oletetaan, ettd luvut q¢i,...,¢m,71,...,"m € Z on madritetty siten,
etta
Tjo1 = Gt v, 0Smi <y

kaikilla1l < j < m. Jos r,,, > 0, on jilleen Lauseen 1.6 mukaan olemassa
Qm+1; Tma1 € Z siten, ettd
Tm—1 = Qm+1"m + T'm+1, 0< Tm+1 < T
Koska jono rqg > r; > --- > 0 on aidosti vihenevi, on olemassa n € N
siten, etta r, > 0 ja r,11 = 0. Nyt
syt(a,b) = r,.
Osoitetaan, etti tdméa on totta. Selvésti r, | r,_1, koska r,, 1 = 0. Edel-
leen, koska 1, o = q,7p_1 + Ty, Myos 7, | 7,_o. Néin jatkaen ndhdéén,
ettd r, | 7o = b jar, | a. Siten 1 < r, | syt(a,b) =: d.
Koska d | a ja d | b, my6s d | 1. Vastaavasti d | ro,d | r3,...,d | rp.

FEsimerkki 1.30. Méaéaritetdéin Eukleideen algoritmilla syt(6006, 1565).

6006 = 3 - 1565 + 1311
1565 =1- 1311 + 254
1311 =5-254 + 41

2564 =6-41+8
41 =5-8+1
8§=8-1

Siis syt(6006, 1565) = 1.

Eukleideen algoritmilla ndhd&én myos kuinka syt(a,b) saadaan kir-
joitettua muodossa nia + ngb, missa nq, ny € Z. Riittdd huomata, etta

Syt(a7 b) =Tn =Tpn—2 — qnTn-1,

Tn—1 =Tn-3 — 4n—1Tn—2
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ja niin edelleen. Sovelletaan titd havaintoa Esimerkin 1.30 tapaukseen.
1=41-5-8=41—-5-(254—6-41) =31-41 —5-254
=31-(1311—5-254) —5-254 = 31- 1311 — 160 - 254
=31-1311 — 160 - (1565 — 1311) = 191 - 1311 — 160 - 1565
=191 - (6006 — 3 - 1565) — 160 - 1565 = 191 - 6006 — 733 - 1565.

Eukleideen algoritmié voidaan soveltaa my6s suuremman lukujoukon
suurimman yhteisen tekijan etsimiseen, silld

Lause 1.31. Olkoot a,b,c € Z\ {0}. Tdlldin

syt(a, b, c) = syt(syt(a,b), c).
Todistus. (Harjoitustehtivi) O
1.8. Pienin yhteinen jaettava.

Maiégritelmé 1.32. Olkoon S C Z \ {0} epétyhjd joukko. Joukon S
pienin yhteinen jaettava, pyj S, on

pyj S = min{a € N: b | a kaikilla b € S}.

Aritmetiikan peruslauseen avulla lukujen suurin yhteinen tekija ja
pienin yhteinen jaettava voidaan kirjoittaa helposti, mikéli niiden al-
kulukuesitys tunnetaan.

Lause 1.33. Olkoot p1 < py < ... kaikki alkuluvut ja

Hpakz

missa ay,; € N, lukujen aq, ..., a, alkulukuesitykset. Tdlloin

syt al,...,a H i o,
ja
pyj(a, ..., a H p e

Todistus. Kaikilla k € {1,. n} on

o o
mm;c g Qi —Mming g ;
ar = [ [ H 11»
i=1 i=1
eli
(0.]
mink (7737
11»
i=1
Olkoon nyt

syt(a,...,a Hp
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Oletetaan, ettd jokin s; > ming oy, ;. Télloin on olemassam € {1,...,n}
siten, ettd o, ; = miny oy, ;. Koska

Py | am,
pj ‘ Hpak ,
i#j

Tama taas on mahdotonta Lauseen 1.13 nojalla.
Todistus yhtalolle

oo
pyjlay,...,a,) = sznaxk i
=1

tulee vastaavasti. O

on erityisesti voimassa

Esimerkk: 1.34. Maaritelladan lukujen 980 ja 1092 suurin yhteinen te-
kij& ja pienin yhteinen jaettava niiden alkulukuesitysten kautta. Huo-
mataan, etta

980 =2%.5. 72
ja
1092 =22-3-7-13.
Siten
syt(980,1091) = 2% . 7 = 28
Ja

pyj(980,1091) =22-3-5- 7% - 13 = 38220.

Koska Esimerkissé 1.34 kiytetyt luvut olivat hyvin pienet, saatiin nii-
den alkulukuesitykset helposti selville (esimerkiksi Eratostheneen seu-
lalla ja kokeilemalla jakamista). Yleensé alkulukuesitysten etsiminen ei
kuitenkaan ole helppoa. Siksi Eukleideen algoritmi on yleensi hyodyl-
linen. Esimerkin 1.34 luvuista huomataan, ettd 980 - 1092 = 28 - 38220.
Tamai ei ole sattumaa, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 1.35. Olkoot a,b € N siten, ettd ainakin toinen luvuista a,b
eroo nollasta. Tdlloin

syt(a, ) pyj(a, b) = ab.

Todistus. Kirjoitetaan

a=]]p G v=]]"
i=1 =1

Lauseen 1.33 mukaan

syt(a, ) pyj(a, ) H mm{o‘“ﬂz}H max{a;,6;} H paiths

—Hp Hp/—ab
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4

Siis vaikkapa Esimerkin 1.30 luvuille on pyj(6006, 1365) = 6006 -
1565/ syt(6006, 1565) = 6006 - 1565 = 9399390.

1.9. Lineaarinen Diofantoksen yht&lo.

Maaritelma 1.36. Olkoot k € N ja ay,as,...,a, b € Z. Yhtaloa

k
=1

sanotaan lineaariseksi Diofantoksen yhtéloksi. Vektoria x = (21, 29, ..., 2%) €
7ZF sanotaan timin yhtilon ratkaisuksi, jos se toteuttaa yhtilon (1).
Yhtalon taydelliseksi ratkaisuksi sanotaan joukkoa

k
{(xl,xg,...,xk) EZk:Zaixi :b} c ZF.

i=1
Esimerkk: 1.37. Yhtalo
2[[‘1 + 31‘2 =35

on lineaarinen Diofantoksen yht#lo, jonka erds ratkaisu on x = (1,1) €
72 ja tiydellinen ratkaisu on joukko

{(z1,29) €Z® : 11 =3¢+ 1 ja x9 = —2¢ + 1 jollekin ¢ € Z} C Z*.
Esimerkk: 1.38. Lineaarisella Diofantoksen yhtalolla
1521 + 3z9 = 10
ei ole ratkaisua.

Seuraavan lauseen avulla pystytddn nopeasti sanomaan onko anne-
tulla lineaarisella Diofantoksen yht&lolla ratkaisuja.

Lause 1.39. Olkoot k € N ja ay,as,...,ax, b € Z siten, ettd ainakin
yksi a; # 0. Tdlloin lineaarisella Diofantoksen yhtalolld

k
) S g =
=1

on ratkaisu, jos ja vain jos
syt{al, as, ..., ak} ‘ b.

Todistus. Maaritelladn

k
H= {y €el:y= Zqiai jollekin ¢; € Z} C Z.

i=1

Selvisti H on ryhmén Z aliryhmi ja lisiksi
H =dZ,

missa d = syt{ay, as, ..., a}.
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Oletetaan, ettd yhtilolld (2) on ratkaisu x = (21, 2o,...,71) € ZF.
Joukon H mééritelméan mukaan talloin b € H ja siten

d|b.

Osoitetaan seuraavaksi toinen suunta eli oletetaan, etté d | b. Siis on
olemassa jokin m € Z siten, ettd b = md. Toisaalta d € dZ = H eli on
olemassa luvut ¢; € Z siten, etta

k
=1

Tastéd saadaan
k
b=md= quiai.
i=1

eli (mq1, mqo, ..., mqy) € ZF on yhtilon (2) ratkaisu. O

Lause 1.40. Olkoon m,n,q € Z siten, ettd ainakin toinen luvuista
m,n ei ole nolla. Jos

syt(m,n) =1
ja
m | ng,
nin
m | q.

Todistus. Koska m | ng, on olemassa r € Z siten, etti
ng = mr.
Toisaalta Lauseen 1.39 mukaan on olemassa x1,xy € Z siten, etté
mx, + nry = 1.
Siispéa,
q = q(mxy + nxg) = gmay + qnas = gmay + mras = m(qry + ras)

elim | q. O

2. LUKUKONGRUENSSIT

Maaritelma 2.1. Olkoon n € N. Luvut a,b € Z ovat kongruentteja
modulo n,

a=b (mod n),
kun a — b = kn jollakin k € Z.

Lause 2.2. Kongruenssi (mod n) on ekvivalenssirelaatio eli
(i) a = a,
i) a=bsb=a,
i) a=bjab=c=a=c
kaikilla a,b, c € Z.
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Todistus. (Harjoitustehtivi) O

Luvun a € Z ekvivalenssiluokkaa kongruenssin (mod n) suhteen mer-
kitddn
lal, ={r€Z :x=a(modn)} CZ
Jos n > 1, voidaan Lauseen 1.6 mukaan kokonaislukujen joukko Z
jakaa kongruenssin avulla jadnnosluokkiin (mod n),

n—1

Z = |JIrn-

r=0

Lause 2.3. Jadnndsluokat (mod n), 1 < n € N, varustettuna yhteen-
laskulla [a + b,, = [a], + [b]n ja kertolaskulla [ab], = [a],[b], muodos-
tavat kommutatiivisen renkaan Z,, kokonaislukujen jaannésluokkaren-
kaan (mod n).

Ennen Lauseen 2.3 todistamista palautetaan mieleen renkaan méa-
ritelma.

Méaritelméi 2.4. Kolmikko (R, +,-) on rengas, jos se tayttad ehdot

(R1) (R,+) on Abelin ryhmé,

(R2) kertolasku - on joukossa R méiritetty laskutoimitus,

(R3) a(bc) = (ab)c kaikilla a, b, c € R,

(R4) on olemasa 1 € Rjollea-1=1-a = a kaikilla a € R,
(R5) a(b+ c) = ab+ ac ja (a + b)c = ac + be kaikilla a, b, c € R.

Jos lisdksi ab = ba kaikilla a, b, € R on rengas kommutatiivinen.

Lauseen 2.3 todistus. Todistetaan ensin, ettéd (Z,, +) on Abelin ryhma.
Olkoot [a],, [b],, € Zy. Jos ',V € Z siten, ettd a’ € [a], ja b’ € [b],, on
olemassa ki, ko € Z siten, ettd o’ = a + kyn ja b’ = b+ kon. Siis

[+ [V]n = [+ V], = [a+ kin+ b+ kan),
=[a+b+ (k1 + k2)nl, = [a + bl,, = [a],, + [b]n

eli yhteenlasku on hyvin mééritelty. Ehdot (G1) — (G4) seuraavat nyt
ryhmén (Z, +) rakenteesta. Alkio [0],, on siis nolla-alkio ja [—a,, alkion
la],, vasta-alkio.

Tarkistetaan seuraavaksi, ettd kertolasku on méaritelty hyvin. Ol-
koot jilleen [al,, [b], € Z, ja a',b' € Z siten, ettd a’ € [a], ja b € [b],.
Taas on olemassa kq, ky € Z siten, ettd ' = a + kin ja b = b+ kon.
Nyt

[@],[0], = [a'V], = [(a + kin) (b + kon)], = [ab + akon + bkyn + kikaen®],
= lab + (aks + bky + kikon)n],, = [abl],, = [a],[b]..

Jalleen renkaan (Z,,, +, -) loput ominaisuudet seuraavat renkaan (Z, +, -)
vastaavista ominaisuuksista. Ykkosalkiona renkaassa on siis [1],. O
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Huomautus 2.5. Aina ei alkiolla [a], € Z, \ {[0],} ole kiénteisalkiota
kertolaskun suhteen, eli Z, ei aina ole kunta. Esimerkiksi

[2]4 - [ala # [1]4
kaikilla a € Z.
2.1. Lineaarinen kongruenssiyhtalo.
Maaritelma 2.6. Olkoon d € N, d > 1 ja a,b € Z. Yhtaloa
[ala - [7]a = [bla
sanotaan lineaariseksi kongruenssiyhtiloksi. Luokkaa [z]; € Zg4, joka

toteuttaa yhtdlon sanotaan kyseisen yhtdlon ratkaisuksi. Yhtalon téy-
dellinen ratkaisu on kaikkien ratkaisujen muodostama joukko.

Esimerkk: 2.7. Yhtalon
[6]s - []s = [4]s

erds ratkaisu on [2]s. Toinen ratkaisu on [6]s. Muita ratkaisuja ei ole eli
taydellinen ratkaisu on {[2]s, [6]s}-

Lineaariset kongruenssiyhtilot ja lineaariset Diofantoksen yhtalot
liittyvat kiintedsti toisiinsa, kuten seuraavassa lauseessa nahdaan.

Lause 2.8. Olkoond € N, d > 1 jaa,b,x € Z Tdlloin luokka [z]q € Zq4
on lineaarisen kongruenssiyhtdlon

[ala - [¥]a = [bla

ratkaisu jos ja vain jos on olemassa y € 7 siten, etti (x,y) € Z* on
lineaarisen Diofantoksen yhtdlon

ar+dy =b
ratkaisu.

Todistus. Oletetaan, ettd [z]q on yhtdlon
[a]a - [x]a = [bla
ratkaisu. Siis [az|q = [b]q eli ax = b (mod d). Siispa
ar —b=md jollekin m € Z.
Merkitddn y = —m € Z. Talloin
ar + dy = axr — md = ax — (ax — b) = .
Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa y € 7Z siten, etté
ax + dy = b.
Talloin ax — b = dy eli
lax]a = [b]a
ja siten
[ala - [x]a = [b]a-
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Lause 2.9. Olkoon d € N, d > 1 ja a,b € Z. Tidlloin lineaarisella
kongruenssiyhtalolld

[alq - [x]a = [bla
on ratkaisu jos ja vain jos
syt(a,d) | b.

Todistus. Lauseen 2.8 nojalla yhtalolla on ratkaisu vain jos ja vain jos
Diofantoksen yhtdlolld ax + dy = b on ratkaisu. Talla taas on ratkaisu

Lauseen 1.39 nojalla jos ja vain jos syt(a,d) | b. O
Lause 2.10. Olkoon d € N, d > 1 ja a,b € Z. Olkoon
syt(a,d) = 1.

Tdlloin lineaarisella kongruenssiyhtalolld
[ala - [2]a = [0]a
on tasmdlleen yksi ratkaisu.
Todistus. Lauseen 2.9 mukaan on olemassa ainakin yksi [z]4 siten, etté
[ala - [2]a = [D]a-
Oletetaan, ettd myos [y|q on kyseisen yhtélon ratkaisu. Talloin
[az — ayla = [a]a[z]a — [a]alyla = [Dla — [b]la = [b — b]a = [0]a-

Siispé
d|a(z—vy).
Koska syt(a,d) = 1, on Lauseen 1.40 nojalla
d|(z—y).
Siten [y]s = [z]a. O
Lause 2.11. Olkoon d € N, d > 1 ja a,b € Z. Olkoon
s = syt(a,d)

ja oletetaan, ettd s | b. Talldin lineaarisen kongruenssiyhtalon

[a]a - [z]a = [bla
taydellisen ratkaisun alkioiden lukumddrd on s.
Todistus. Koska s = syt(a,d), on s | a ja s | d. On siis olemassa
a',d € 7 siten, etti

a=sa ja d = sd

Nyt

syt(a',d') =1,
silld syt(a’,d')s | a ja syt(a’,d')s | d.

Koska s | b, on olemassa V' € Z siten, etta
b=sb.
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Lauseen 2.10 mukaan yht&lolla
(@] - [2]ar = [V']a
on tédsmailleen yksi ratkaisu. Merkitddn sitd [2']y. Osoitetaan seuraa-
vaksi, etta
(3) lalg- [xla=[la <= In€Z:x =2 +nd.

Olkoon siis © € Z siten, ettd [a]g - [x]g = [b]q. Siispa [ax]y = [b]q eli
d | ax — b, ja siten ar — b = md jollakin m € Z. Tiasta saadaan

sa'x — sbl = msd,

josta edelleen
ar—V =md.
Lauseen 2.8 nojalla
[@]ar - [2]a = [V]a-
Siten [z]¢ = [¢']a, ja x = 2’ 4+ nd’ jollakin n € Z.
Osoitetaan seuraavaksi viite toiseen suuntaan eli olkoon n € Z ja
x =2’ + nd'. Jilleen Lauseen 2.8 nojalla on

ar — b =md
jollakin m € Z. Siten
ar —b=a(@ +nd) —b=sd (' +nd)— st = sa'a’ + sa'nd — sb’
= s(a's’ = V") + a'nd = smd' + a'nd = md + a'nd = d(m + a'n).
Lauseen 2.8 perusteella siis [a], - [x]4 = [b]q4. Siten (3) on todistettu.
Viela tulee osoittaa, etté
(4) #Hxla:x=2"+nd ,nel}=s
Olkoon 0 < n; < ng < s. Koska
0< (2 +nod) — (2 + nd') = (ng — ny)d’ < sd' =d,
on
(2" 4+ nd'q # (2 + nad']a

Toisaalta Lauseen 1.6 mukaan kaikille n € Z on olemassa q,r € Z,
siten, ettd 0 < r < s jan = gs + r. Talloin

+nd =2+ (gs+r)d =2 +rd +qsd =2 +rd + qd
eli [z + nd']y = [¢' + rd']4. Siten (4) on totta. O

Lauseet 2.8 — 2.11 antavat meille menetelmén yleisesti ratkaista kongruens-
siyht&lo
[ala - [2]a = [D]a-
Tama tehdéddn siis vaiheittain
1) Maarataan s = syt(a,d).
2) Mikéli s 1 b, ei yhtélolld ole lainkaan ratkaisuja. Jos taas s | b,
jatketaan seuraavaan vaiheeseen.
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3) Etsitddn (jotenkin) yhtdlon erds ratkaisu [z]4. Mikdli s = 1 on
tdma ainoa ratkaisu. Jos taas s > 1, jatketaan edelleen.
4) Loput ratkaisut saadaan laskemalla

[z + nd/s|a,
kun 0 <n < s.

Esimerkk: 2.12. Ratkaistaan yhtilot

a) [3lo - [z]o = [8]o,

b) 3]s - [z]s = [9]s ja

c) [3Jaa - [z]2a = [92s.

a) syt(3,9) = 318 eli yhtélolla ei ole tarkaisuja.

b) syt(3,8) = 1 eli yht&lolla on tédsmilleen yksi ratkaisu, [3]s.

c) syt(3,24) = 3 | 9 eli yhtdlolld on kolme ratkaisua. Selviisti erds
ratkaisuista on [3]e4. Loput kaksi saadaan laskemalla [3 4 1-24/3]qy =

34 8]0 = [11]a4 ja [3+ 2 - 8]os = [19]4.

Nyt kun tieddmme millainen lineaarisen kongruenssiyhtalon ratkai-
sujoukko on, saamme myos vastaavalle lineaariselle Diofantoksen yhté-
16lle taydellisen ratkaisujoukon.

Lause 2.13. Olkoond € N, d > 1 ja a,b € Z. Merkitian s = syt(a,d).
Jos st b, ei Diofantoksen yhtalolld

ar +dy =b

ole lainkaan ratkaisuja. Jos s | b, on yhtalolld olemassa ratkaisu. Jos
(w0, v0) € Z* on yhtilon ratkaisu, saadaan yhtdilon tiydellinen ratkaisu
joukkona

kd k
{(%y)337:360—1-?jay:yo—?&jollekmkeZ}.

Todistus. Lauseen 1.39 mukaan yhtélolld on ratkaisu tdsmélleen silloin
kun s | b. Oletetaan siis, etti s | bja (zo, yo) € Z* on yhtélon az+dy = b
ratkaisu.

OlkootkEZ,x:xo+k—jjay:yo—k—s". Nyt

kd k
ax+dy=axo+a—+dy0—d—a:ax0+dy0:b.
S S

Olkoon seuraavaksi (z,y) € Z?* yhtilon ax + dy = b ratkaisu. Siten
Lauseen 2.8 mukaan [z];- [a]q = [b]4 ja siten Lauseen 2.11 ekvivalenssin
(3) mukaan on olemassa k € Z siten, ettd z = xo + . Nyt

= yo + Lzo — 1) = _akd
= %Yo dxo x) = 1Yo ds

b—axr  arg+dyo — ax

d d

y:
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Esimerkki 2.14. Ratkaistaan Diofantoksen yhtalo
36x + 20y = 24.

Koska syt(36,20) = 4 | 24, on ratkaisu olemassa. Erdis niistd on
(—1,3) € Z*. Téydellinen ratkaisu saadaan siten joukkona

{(z,y) 1o = —-1+5k,y=3—-9k, k€ Z}.

Edellisessé esimerkissé vain todettiin, ettd (—1,3) € Z* on yht#lon
ratkaisu. Jos ratkaisua ei heti née, se voidaan etsia kiayttamalla Euklei-
deen algoritmia seuraavan esimerkin osoittamalla tavalla.

Esimerkk: 2.15. Ratkaistaan Diofantoksen yhtélo
19352 — 3053y = 172.
Lasketaan ensin syt(1935, 3053).

3053 = 1935 + 1118

1935 = 1118 4 817

1118 = 817 + 301
817 =2-301 + 215

301 = 215+ 86
215=2-86+43
86 = 2-43.

Siis syt(1935,3053) = 43. Koska 172 = 4 - 43, on yhtalolla ratkaisu.
Eukleideen algoritmin vaiheista voidaan nyt kirjoittaa

43 =215 —2-86 = 215 — 2(301 — 215) = 3-215 — 2 - 301
=3(817—2-301)—2-301 =3-817—8-301
=3-817—8(1118 —817) =11-817—8-1118
=11(1935 —1118) — 8- 1118 =11 -1935 — 19 - 1118
=11-1935—19- (3053 — 1935) = 30 - 1935 — 19 - 3053.

Erés ratkaisu on siis (120, 76). Téydellinen ratkaisu saadaan joukkona
{(z,y) : 2 =120 — T1lk,y = 76 — 45k, k € Z}.

2.2. Lukukunnat ja alkuluvut. Kuten Lauseessa 2.3 n#htiin, ovat
jaannosluokat Z, kommutatiivisia renkaita. Avoimeksi jai vielda kysy-
mys siitd ovatko ne kuntia. Palautetaan taas ensin mieleen mita kun-
nalla tarkoitetaan.

Miéaritelma 2.16. Kolmikko (K, +, ) on kunta, jos

(K1) (K, +,-) on kommutatiivinen rengas ja
(K2) jokaisella joukon K\ {0} alkiolla on olemassa ké#nteisalkio (ker-
tolaskun - suhteen).
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Siis (K, +,+) on kunta, jos ja vain jos sekid (K, +), ettd (K \ {0},")
ovat Abelin ryhmié ja
a(b+c)=ab+ac  kaikillaa,b,c € K.
Esimerkki 2.17. a) Zs on kunta: koska Zy = {[0]2, [1]2}, riittdd huoma-
ta, ettd alkiolla [1]o on kertolaskun suhteen kédénteisalkiona [1]s.
b) Myo6s Zs on kunta. (Harjoitustehtdvi)

¢) Z4 ei ole kunta, silld alkiolla [2]4 ei ole kidnteisalkiota. TAm& néh-
daan kaymalld 1api kaikki mahdollisuudet:

2l - [Ua = [2a # [1]a,
2la - [2]a = [4]s = [0l
2l - [Bla = [6]s = 2]

d) Zs on kunta. (Harjoitustehtévi)

[1]4 ja

1= [1]a.

£
-

Yleisesti on voimassa seuraava saanto.

Lause 2.18. Olkoon 1 < n € N. Tdlloin jidinnosluokkarengas Z,, on
kunta jos ja vain jos n on alkuluku.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 7Z, on kunta. Tehdaan lisdksi vastaole-
tus, ettd n on yhdistetty luku. Talloin on siis olemassa g, € N siten,
ettd 2 < ¢, 7 <n—1jan=qr. Téll6in [¢], # [0], # [7]n-
Koska Z,, on kunta, on alkiolla [¢],, kdénteisalkio [y],, jolle
[y]n : [Q]n = [1]71'

Nyt saadaan
[Fln = [n - [Fln = [yln - [gln - [0 = [y]n - [0l = [yl - [0]n = [O]n,
miké on ristiriidassa havainnon [r],, # [0],, kanssa.
Oletetaan nyt, ettd n on alkuluku. Olkoon [a],, € Z, \ [0],,. On osoi-
tettava, etti alkiolla [a], on ki#nteisalkio [z],. Nyt syt(a,n) = 1, joten
Lauseen 2.10 mukaan kongruenssiyhtélolla

[z]n - [a]n = [1]n
on olemassa ratkaisu [z}, € Z,, joka on siis haettu kiinteisalkio. [

2.3. Eulerin ¢-funktio. Kisitellddn seuraavaksi hieman lukuteorias-
sa tarkedd Eulerin ¢-funktiota.

Maéaritelma 2.19. Méiritelldan kaikille n € N\ {0} joukko
¢, = {k e N:syt(k,n) =1,k <n}
ja merkitain

Sp(n) = #(I)n
Edelleen merkitdan

[D,] = {[k].: k€ D,} CZ,.
Selviisti 1 < p(n) < n kaikilla n € N'\ {0}.
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Lause 2.20. Kaikille n € N\ {0} on ¢(n) = #[®,].

Todistus. Selvasti #[®,] < ¢(n). Olkoon k,m € ®,. Jos [k],, = [m],,
on k € [m], eli on olemassa [ € Z siten, ettd k = In+m eli k —m = In.
Koska 1 < k,m <n — 1, on vilttdméattd [ = 0 eli £ = m. 0

Lause 2.21. Olkoon p alkuluku. Tdlloin p(p) = p — 1.

Todistus. Koska p on alkuluku, on syt(0,p) = p ja syt(k, p) = 1 kaikilla
1<k<p-—1. O

Lause 2.22. Olkoon a,b € N siten, ettd syt(a,b) = 1. Tdlloin
p(ab) = p(a)p(b).

Todistus. Olkoon x1, Ty, ..., Ty luvun a kanssa jaottomien jaannos-
luokkien edustajat, ja vastaavasti yi, s, ..., Y,@) luvun b kanssa jaot-
tomien jaannosluokkien edustajat. Viite on, ettd luvut

muodostavat kaikkien tulon ab kanssa jaottomien jadnnosluokkien edus-
tajiston.

Jos p | syt(bz; + ay;, a) jollain alkuluvulla p, on my6s p | bx; jap | a
ja edelleen p | z;, silli syt(a,b) = 1. Tamé on kuitenkin mahdotonta,
joten syt(bx;+ay;, a) = 1. Vastaavasti myos syt(bz; +ay;, b) = 1. Siispd
Lauseen 1.12 nojalla

syt(bz; + ay;, ab) = 1,
kaikilla 1 <7 < ¢(a) ja 1 < j < p(b).
Jos nyt jollain 7, j, k, [ on
[bx; + ayjlan = [brk + ayi]ab,
on myos
alblz;—xx) ja  blaly;—w)
ja, koska syt(a,b) =1,
a|x; —xy ja bly; —u.
Talloin on valttamatta i = k ja j = [. Siten @(ab) > ¢(a)p(b).
Koska syt(a,b) = 1 on Lauseen 1.39 mukaan yhtalolla
br +ay =c
ratkaisu z,y € Z. Jos syt(ab,c) = 1, on myo6s syt(c,a) = syt(c,b) = 1.
Koska myds syt(z,a) | ¢, syt(z,a) | a, syt(y,b) | c ja syt(y,b) | b,
valttdmatta myos syt(z,a) = 1 ja syt(y,b) = 1. Siten on olemassa
1<i<pa)jal <j<pb)siten, etté
[2]a = [Ti]a Ja Wle = [yjlo-
Siispéa,
[c]ap = [bx + aylap = [bx; + ayj]ap-
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Jokaiselle tulon ab kanssa jaottomalle jaannosluokalle 16ytyy siis edus-
taja bx; + ay; ja siten p(ab) = ¢(a)p(b) O
Lause 2.23. Olkoon p alkuluku ja m € N\ {0}. Tdllgin
gp(pm) _ pm o pmfl‘
Todistus. Merkitdan n = p™. Maéaritelladn
B ={keN:k=pjjollekin j € {0,1,...,p" " —1}}.

Selviisti #B = p™~!. Lisiiksi kaikilla j € {0,1,...,p™ ' — 1} on

0<pj<p(p" ' —=1)=p"—p<p" -1,
Siten joukolle

A={0,1,...,p" —1}\ B

on #A = p™ — p™ 1. Osoitetaan, etti

(5) A=07,.
Olkoon k € A. Halutaan nayttad, ettd syt(k,n) = 1. Merkitadn
d = syt(k,n).

Nyt d | k ja d | p™. Jos d > 1 on silli olemassa alkulukutekiji ¢, jolle
siis myos

gk ja qlp™
Talloin Eukleideen ensimmaiisen lauseen (Lause 1.13) mukaan g | p.
Koska p on alkuluku, on

q=Dp.
Siten p | k, joten on olemassa r € Z siten, ettd k = rp. Koska
0<rp<n-—1<p™,
on
0<r<pmt
Siispd k € B. Tamai on ristiriidassa oletuksen k& € A kanssa, ja siten
d = 1. Siten on osoitettu, etta
ACP,.

Osoitetaan seuraavaksi inkluusio toiseen suuntaan. Olkoon siis k €
®,,. Riittdd osoittaa, ettd k ¢ B. Tehdéén jilleen vastaoletus k € B.

Té&lléin on olemassa j € {0,1,...,p™ ! — 1} siten, etté
k = pj.
Siis p | k ja my6s p | n = p™. Siispa
p | syt(k, n).
Koska p > 1, on syt(k,n) > 1 miki on ristiriidassa oletuksen k € &,
kanssa. Siten k ¢ B, ®, C A, ja lause on todistettu. O

Yhdistamaélla edelliset lauseet saadaan Eulerin p-funktion arvo méa-
rattyd kiatevasti alkulukuesityksen kautta.
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Lause 2.24. Olkoon luvun n € N, n > 2 alkulukuesitys

o
n = pr”
i=1
Talloin
o(n) =[] @ = ).
ieN
aﬁéO

Todistus. Koska, syt(p?‘i,p?j) = 1 kaikille i # j, on Lauseen 2.22 nojalla

p(n) =[] o).
ieN
O£7;7£0
Toisaalta Lauseen 2.23 mukaan on kaikille ¢
p(p) = pi — i,
joten lause on todistettu. 0

FEsimerkki 2.25. Lasketaan esimerkiksi ¢(17325) eli joukon ®q7395 al-
kioiden lukumééara kiayttamalla Lausetta 2.24. Téassé tapauksessa alku-
lukuesitys 16ytyy helposti:

17325 =3%.5%.7-11.
Siten
©(17325) = (3% — 31)(5% — 5')(7' — 7") (11" — 119)
=6-20-6-10 = 7200.

Lause 2.26. Kaikilla n > 2 on joukko [®,] varustettuna jadannisluok-
kien kertolaskulla Abelin ryhmd.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd jadnnosluokkien kertolasku mé&arit-
telee laskutoimituksen joukkoon [®,]. Olkoon [a],,[b], € [®,]. Siis
syt(a,n) = syt(b,n) = 1. Talloin myos syt(ab,n) = 1. (Jos néin ei
olisi, olisi olemassa alkuluku p | syt(ab, n). Edelleen, lauseen 1.13 mu-
kaan p | a tai p | b. Oletetaan ettid ensimméinen on totta. Talloin myds
p | syt(a,n), mikd on mahdotonta.)

Olkoon ¢, r € Z siten, ettd 0 < r < n jaab = gn+r. Nyt syt(r,n) | n,
syt(r,n) | gn+r = ab ja siten syt(r,n) | syt(ab,n) = 1 eli syt(r,n) = 1.
Siispé [&]n : [b]n = [&b]n € [(I)n]

Selvisi kertolasku on assosiatiivinen ja kommutatiivinen. Joukon neut-
raalialkiona on [1],, € [®,]: ensinnékin syt(1,7) =1 ja 0 < 1 < n kai-
kille n > 2, joten [1],, € [®,]. Toisaalta se on ryhmén (Z,, -) neutraa-
lialkio, joten se toimii kuten neutraalialkion tuleekin.

Vield tulee osoittaa, ettd jokaisella alkiolla [a], € [®,] on olemassa
kddnteisalkio [b],, € [®,]. Koska syt(a,n) = 1, on Lauseen 2.10 mukaan
yhtalolla
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tasmélleen yksi ratkaisu [z], € Z,. Toisaalta jélleen Lauseen 2.10 no-
jalla samaisella lauseella on ratkaisu [a], vain, jos syt(z,n) = 1. Siten
[z],, € [Dy)- O

Maiégritelmé 2.27. Olkoon n > 2 ja a € Z siten, ettd syt(a,n) = 1.
Maaritellaan luvun a kertaluku modulin n suhteen

ord,(a) = min{k € N\ {0} : [a"], = [1],.}.

Esimerkki 2.28. Lasketaan ord;s(2). Tamé on hyvin méiritelty, silla
syt(2,15) = 1. Edetéaén nyt yksinkertaisesti laskemalla

2')15 = [2]15 # [115
[2%)15 = [4]15 # (115
2°]15 = [8]15 # [1]15
215 = [16]15 = [1)15

Siis 0rd15(2) =4,

Lemma 2.29. Olkoon n > 2 ja a € Z siten, ettd syt(a,n) = 1. Olkoot
lisiksi 3,k € N. Tdlloin

n — [j]ordn(a) = [k]ordn(a)'

Todistus. Merkitédén d = ord,(a). Oletetaan ensin, etti

('] = [a"]

la = [Kla-
On siis olemassa g € Z siten, etti
Jj=k+qd.

Luvun d méaaritelman mukaan on

Siten

[a7]n = "], = [a"] - [a“]7, =[] - [1]7 = [a"Tn

ja lauseen toinen suunta on osoitettu.
Oletetaan nyt, etta

[aj]n = [ak]n‘
Olkoon q,r € Z siten, ettd 0 < r < d ja
J—k=qd+r.

Talloin
[ak]n = [d], = [ak+qd+r]m = [ak]n : [ad]g -la’]n
= [aly - (1] - [a]n = "] - [@]n-
Koska syt(a,n) =1, on [a,, € [®,]. Lauseen 2.26 nojalla myds

("] = [aly, € [®4)]
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ja alkiolla [a¥],, on olemassa kertolaskun suhteen kiiéinteisalkio [b], €
[@5]. Nyt
[1n = [l - []n = [Bla - [@"]5 - [@'] = [@"]n:
Koska 0 < r < d = ord,(a), on r = 0. Siten j — k = dq ja siis
[la = [Fla-
U

Lemma 2.30. Olkoon n > 2 ja a € Z siten, etti syt(a,n) = 1. Olkoon
lisikst k € N. Tdlloin
‘]

[a"],, = [1]n = ord,(a) | k.

Todistus. Koska [1],, = [a’],,, viiite seuraa Lemmasta 2.29. O
Lause 2.31. Josn € N, n > 2 ja [a}, € Z,, siten, ettd

ord,(a) =n —1,
on n alkuluku.

Todistus. Lemman 2.29 mukaan kaikilla 1 < j < k& < ord,(a) on
[a*], # [a],. Toisaalta koska #7Z, = n, on jokaiselle [b],, € Z, \ {[0],}
olemassa 1 < m <n — 1 siten, etta

[a™],, = [b]

Siten alkion [b], kééinteisalkio kertolaskun suhteen on [a"~1~™],. Z,, on
siis kunta, joten lauseen 2.18 mukaan n on alkuluku. U

2.4. Eulerin, Fermat’n ja Wilsonin lauseet.

Lause 2.32 (Eulerin lause). Olkoon n > 2 ja a € Z siten, ettd
syt(a,n) = 1.

Tallin
[aw(n)]n = [1]5.

Ennen Eulerin lauseen todistamista palautetaan mieleen algebran
kurssilla todistettu

Lause 2.33 (Lagrangen lause). Olkoon G ddrellinen Abelin ryhmd ja
H ryhmdn G aliryhma. Tdlloin

#H | #G.
Todistuksen idea. Madritelldan kaikille x € G joukko
xH={zh:he H}
ja merkitddn kaikkien niiden kokoelmaa
H={zH :z € G}.
Seuraavaksi osoitetaan, etta
tHNyH #0) = xH = yH.
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Tamaén jalkeen valitaan jokaiselle F' € ‘H edustaja zp € G, jolle xp H =
F'. Maaretelldaan kuvaus

a:Hx H—G: (Fy) — xpy
ja osoitetaan, ettd se on bijektio. Siten #G = #H#H. O

Lauseen 2.32 todistus. Merkitddn m = ord,(a). Koska Lauseen 2.26
nojalla [®,] on Abelin ryhmé, Lauseen 2.20 mukaan #[®,] = ¢(n) ja
ord,(a) = #{[a"], : k € Z}, antaa Lause 2.33

m | p(n)
eli
e(n) =mk  jollekin k € Z.
Toisaalta
[a];" = [a"]n = [1]n
Siis

[a?™], = [l = [aly™* = ([a]7)* = [y = [1"]a = [1a.

Eulerin lausetta voidaan hyddyntida laskettaessa suuria potensseja
jonkin modulin suhteen.

Esimerkki 2.34. Lasketaan mitkii ovat luvun 774%2 kaksi viimeistd nu-
meroa kymmenjarjestelméssa. Tehtdvina on siis selvittad mitd on

[77482]100'
Koska syt(77,100) = 1, voidaan kiyttdd Eulerin lausetta. Lasketaan

siis ensin
©(100) = (5% — 5)(2* — 2) = 40.
Siten
(77100 = [77"]180 - [(—23)]100 = [T77"V]15, - [529]100
= [1]%(2)0 ) [29]100 = [29]100~

Lause 2.35. Olkoon n € N, n > 2 ja a € Z siten, etti syt(a,n) = 1.
Talloin

ord,(a) | p(n).
Todistus. Lauseen 2.32 nojalla

[@w(n)]n = [1],,

joten viite seuraa Lemmasta 2.30. U
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FEsimerkki 2.36. Lasketaan ordyg(5). Koska syt(5,19) = 1, on kertaluku
maédritelty. Tiedetddn Lauseen 2.35 perusteella, ettd ordg(5) | ¢(19) =
19 — 1 =18eli ordie(5) € {1,2,3,6,9, 18}. Lasketaan siis

519 = [5]19 # [1ho,

[5*hg = [25]19 = [6]19 # [L]ho,

[5*ho =[5 6]10 = [11]19 # [1]1o,

[5°ho = [11%)19 = [121)19 = [Tho # [Lho,

[59]19 — [11 . 7]19 — [1]19.
Siten ordie(5) = 9.
Maaritelma 2.37. Olkoon n € N, n > 2, ja a € Z siten, etti
syt(a,n) = 1. Talloin @ on primitiivinen juuri modulo n, jos

ord,(a) = p(n).

Lause 2.38. Olkoon p alkuluku. Tdlloin primitiivisid juuria modulo p
on tiasmdlleen p(p — 1) kappaletta.
Todistus. (Ohitetaan todistus.) O

Esimerkk: 2.39. Etsitdédn kaikki primitiiviset juuret modulo 5. Lauseen
2.38 mukaan niitd on (5 — 1) = p(4) = 22 — 2! = 2 kappaletta. Koska
©(5) =4, on ords(a) € {1,2,4} kaikille a € {1,2,3,4}. Lasketaan

[2']5 # [15,
[2%]s = [4]5 # [1]5-
Siis ords(2) = 4.
[3']s # [1s,
[3%]5 = [4]s # [1]s.
Siis ords(3) = 4. Siten etsityt primitiiviset juuret ovat 2 ja 3.
Otetaan vield esimerkki primitiivisten juurten kiytosta kiytadnnossa.

Esimerkki 2.40 (Diffie-Hellmannin avainmenvaihtoprotokolla). Tavoit-
teena on konstruoida salausavain joka on vain osapuolten A ja B tie-
dossa. Tehddén se vaiheittain

(1) Valitaan suuri alkuluku p ja primitiivinen juuri g (modulo p).
Namé voidaan julkaista.

(2) A valitsee satunnainen kokonaisluvun a € {1,2,...,p—1} ja B
luvun b € {1,2,...,p —1}.

(3) A ldhettad B:lle luvun g* jakojaannoksen luvun p suhteen, ja B
lahettdd A:lle luvun ¢° jakojainnoksen luvun p suhteen.

(4) Seké A ettd B laskevat salausavaimen [¢*°], = [¢°]} = [¢"]%.

Protokolla toimii, koska luvun g% jakojadnnoksesta luvun p suhteen on
hyvin vaikeata laskea lukua a. Toisaalta potenssin [¢%], laskeminen ei
ole kovin vaikeata.
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Nopea potenssilasku. Tarkastellaan potenssilaskua

[9°]p-
Kayttamalla luvun a bindariesitysta
k
a= Z a;2",
i=1

missd a; € {0,1}, k € N ja a, = 1, voidaan [¢°], laskea toistuvasti
nelioimalla

9= 1]
ja lopuksi laskemalla
k
91 = [ [lg” 13-
i=1

Esimerkki 2.41. Lasketaan [5%?]4;. Kirjoitetaan ensin 22 = 16 +4+2 =
10110, ja lasketaan (mod 47)

52 = 25,

51 =625 = 14,
5% =196 = 8,
510 =64 = 17.

Siten 522 =171 -8°. 141 .25 .50 =350-17=21-17= 357 =28 (mod
47).

Kaytannossa nelidinti tehdddn tietokoneella laskiessa ldhtien kor-
keimmasta bitistd. Lasketaan esimerkiksi uudestaan [5??]4;. Siis 22 =
10110,. Ensin siis lasketaan potenssi 15 = 1 eli

[5'47 = [5]ar
Tamén jilkeen potenssi 10 = 13 eli
547 = [25]47.
Sitten potenssi 1015 = 105 - 105 + 15 eli
[5% - 5lar = [25]37 - [5lar = [23]ur
ja sitten potenssi 10115 = 105 - 1015 + 15 eli
[5' - 5lar = [23]3; - [5lar = [13]ar.
Lopuksi vield potenssi 10110, = 105 - 10115 eli
[5%)ar = [13]3; = [28]ar.

Otetaan vield toinen esimerkki edelld esitellystd potenssiin korotta-
misesta. Testataan onko luku 167 Mersennen luvun Mgz = 2% — 1 te-
kija. Kirjoitetaan ensin 83 = 64 4+ 16 + 2 + 1 = 1010011, ja edetdan
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sitten bitti kerrallaan (mod 167)

2 =2,
22 =4,
2.4? =32,

322 = 1024 = 22,

222 = 484 = —17,
2.17* =578 = 77,
2.77°=2.5929=2-84 =168 = 1.

Siis [283]167 = [1]167 eli 167 | 283 —1.

Palataan nyt potenssilaskuista takaisin lukuteorian klassisiin tulok-
siin. Erikoistapauksena Eulerin lauseesta saadaan Fermat'n pieni lause.

Lause 2.42 (Fermat'n pieni lause). Olkoon p alkuluku ja a € Z. Téllgin
[, = [al
Jos lisiksi p t a, niin
[ap_l]p = [1],.
Todistus. Osoitetaan ensin jilkimméinen viite. Oletetaan, ettd p 1 a.

Koska p on alkuluku, on syt(a,p) = 1. Toisaalta Lauseen 2.21 perus-
teella ¢(p) = p — 1. Siten Lauseen 2.32 mukaan

[ap_l]p = mp'
Talloin myos
[a”], = [a]p[@pil]p = [a],[1], = [al,-

Todistetaan tdméa myds tapauksessa p | a. Talloin p | a? eli
[a*], = (0], = [al,-

Lause 2.43 (Wilsonin lause). Olkoon p alkuluku. Tdlloin

[(p = Dl = [=1p-
Todistus. Koska p on alkuluku, on Z, kunta Lauseen 2.18 nojalla. Siten
jokaisella [a], € Z, \ {[0],} on olemassa kddnteisalkio [b], € Z, eli

[blplal, = [1]p- Jos [a], = [b],, on [a]ﬁ = [1], eli [a — 1],[a + 1], = [0],.
Yhé koska Z, on kunta, on télléin joko [a], = [1], tai [a], = [—1],.

Siis kaikille alkioille [a], € Z, \ {[0],, [1]p, [p — 1],} on olemassa yksi-
késitteinen kddnteisalkio [b], # [a],. Siten kaikki muut tulon [(p — 1)!],
tekijat paitsi [1], ja [p — 1], voidaan jdrjestdd pareiksi joiden tulo on
[1],. Siispa

[(p =D =[p— 1], = [-1],.
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2.5. Kiinalainen jadnnoslause. Kiinalainen munkki Sun Zi esitti ai-
koinaan seuraavan arvoituksen

Meilld on jokin mddara esineitd, mutta emme tarkkaan
tiedd montako. Jos esineet jaetaan kolmen ryhmaiin, jdd
kaksi yli. Jos ne jaetaan vitden ryhmiin, jia kolme yli.
Jos ne taas jaetaan seitsemdan ryhmiin, jid kaksi yli.
Montako esinettd meilld on?

Tamén kurssin merkinn6illa arvoitus voidaan voidaan muotoilla yhté-
16ryhméksi

[7]3 = [2]3
[z]s = [3]5
[]7 = (2],

jonka ratkaisua x siis etsitdan.

Maaritelma 2.44. Olkoon k& > 2, ay,...,ar € Z ja my,...,my > 2.
Lukua z € Z sanotaan lineaarisen kongruenssiyhtédloryhmén

[l = [an]m,
ratkaisuksi, jos [z],,, = [a;]m, kaikillai =1,... k.

Todistetaan seuraavaksi riittdva ehto kongruenssiyhtaloryhmaén rat-
kaisun olemassaololle.

Lause 2.45 (Kiinalainen jaannoslause). Olkoon k > 2, aq,...,a, € Z
jamy,...,mg > 2. Jos

Syt(mhmj) =1
kaikilla i # j, on kongruenssiyhtdloryhmalld

(2], = lak]m,

ratkaisu.
Jos yhtdloryhmalla on ratkaisu x € Z, on y € Z myds ratkaisu jos
ja vain jos

k
Wl = [zle, missi t = Hmi'
i=1
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Todistus. Todistetaan ensin induktiolla ettd yhtdloryhmalld on erds
ratkaisu. Yhtalolla

[#]m, = [a1]m,
on triviaali ratkaisu x = a;. Oletetaan seuraavaksi, etté jollain 1 < n <
k on yhtaloryhmalla

ratkaisu z. Merkitdan
n
i=1

Jos alkuluvulle p on p | m, on silloin Lauseen 1.13 nojalla olemassa i
siten, ettd p | m;. Koska syt(m;,m,+1) = 1 on vAlttAmatta p { my,.q.
Siispé syt(m, m,+1) = 1. Tarkastellaan nyt yhtéloparia

6 []m = [2]m

(6) _
[x:lmn+l = [an+1]mn+1'

Lauseen 1.39 mukaan on lineaarisella Diofantoksen yhtalolla
MTy + Mpy1T1 = 2 — Apt1

ratkaisu (g, 1) € Z?. Merkitéin

T =2z — mxg.

T&lloin
[z]m = [2 — mxo] = [a]m.
Toisaalta
T =2Z—MIy= Apt1 + Mpy121,
joten

[x]mn+1 = [any1 + mn+1x1]mn+1 = [an+1]mn+1-
Siis « on yhtdloparin (6) ratkaisu.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd z on myos yhtiloiden [x],, = [a]m,
ratkaisu kaikilla ¢ = 1,...,n. Koska [z],, = [2]m, on
m|x—z.

Koska m; | m, on edelleen
m; | x—z

eli z—z = rm; jollain r € Z. Toisaalta [z],,, = [a;]m,, joten z—a; = sm;

jollain s € Z. Siten l
rT—a;=x—z+2z—a; =rm;+sm; =(r+s)m;
ja siis
@] = [ailm-
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Loysimme siis yhtaloryhmaélle

(2], = laa]m,

[#]m, = laz]m,

[x]mn+l = [an+1]mn+l
ratkaisun, joten lauseen ensimmaéinen osa on todistettu.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd mikili z ja y ovat lauseen kongruens-
syhtdloryhmaén ratkaisuja, on
Wl = [z]:.
Halutaan siis osoittaa, etta t |  — y. Nyt kaikilla¢ =1,...,m on

[y]mz = [al]mz = [x]mz

eli

m;|z —y.
Olkoon p alkuluku ja n € N siten, ettd p" | ¢ ja p"*' f t. Koska
syt(m;, m;) = 1 kaikilla i # j, tdytyy olla olemassa i € {1,...,m}
siten, etta p™ | m;. Siispa

prle—y
ja siten

tlx—uy.

Lopuksi tulee vield osoittaa, ettd mikéli  on kongruenssiyhtaloryh-

mén ratkaisu ja y € Z on siten, etta

[y]t = [I]ta
on myos y kongruenssiyhtilon ratkaisu. Koska t |  —y ja m; | t kaikilla
i, on myos m; | x — y kaikilla ¢ eli
kaikilla . O

Esimerkk: 2.46. Ratkaistaan nyt alussa esitetty arvoitus, joka kongruens-
siyhtdloryhmaéana oli

[z]3 = [2]3
[]s = [3]5
[z]7 = [2]7.

Koska

syt(3,5) = syt(3,7) = syt(5,7) = 1,
on yhtiloryhmalla kiinalaisen jadnndslauseen nojalla olemassa ratkai-
su. Etsitdan sille ratkaisu kiinalaisen jadnnoslauseen todistuksen osoit-
tamalla tavalla. Siis etsitddn ensin yhtdloparin

7 {mg = [
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ratkaisu. Téallainen l6ydetéddn siis vastaavan Diofantoksen yhtilon
3xg+5br1=2—-3=-1

ratkaisuna. Kyseinen Diofantoksen yhtilo taas voidaan muuttaa kongruens-
siyhtaloksi
[3]5 - [zo]s = [—1]s,
jonka ratkaisu on
[zo]s = [3]5.
Siten eréis yhtéloparin (7) ratkaisu on

z2=2—3x9=—"7.

Alkuperdisen yhtdloryhmén ratkaisu saadaan siis nyt ratkaisemalla
yhtalopari

® s = 2
Tastd saadaan Diofantoksen yhtalo
15y + Ty = =7 —2 = =9,
joka muuntuu kongruenssiyhtaloksi
[15]7 - [yo]z = [-9]7.

{[x]w = [~Ths

Tamaén ratkaisu taas on
[yolz = [5]7.
Yhtéaloparin (8) ja alkuperiisen yhtdloryhmén ratkaisu on siis

r=—7— 15y, = —82.
Kaikki ratkaisut ovat nyt muotoa
y=x+k(3-5-7)=—-82+ 105k, k € Z.
Pienin positiivinen ratkaisu on siis
y = 23.
Otetaan vield toinen esimerkki kiinalaisen jaddnnoslauseen kidytosta.

Esimerkk: 2.47. Ratkaistaan yhtdloryhma

[2]11 = [6]11.

Tarkistetaan ensin, etté ratkaisu on olemassa. Néin on, silld syt(2, 9)
syt(2,11) = syt(9,11) = 1. Edetdén nyt kuten edellisessi esimerkissé.
Ratkaistaan siis ensin yhtilopari
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Muunnetaan tdméa Diofantoksen yhtaloksi
2[E1+9[E2:2—9:—7,

jonka erds ratkaisu on x; = —3 ja x9 = 0. Siten yhtéloparin erés
ratkaisu on z = 1 — 2. (—=3) = 7. Alkuperiisen yhtdloryhmén ratkaisu
16ydetédan siis yhtaloparin
]
[]

—

x

T = [6]11

ratkaisuna. Jéalleen Diofantoksen yhtéloné kirjoitettuna
18x1 4+ 11y =7T—-6=1,

jonka ratkaisu loydetddn vaikkapa Eukleideen algoritmilla

18=11+7

11=7+14
T=4+3
4=3+1

eli
1:4—3:4—(7—4):2-4—7:2(11—7)—7
:2-11—3-7:2-11—3(18—11):5-11—3-18.

Yhtéloparin ratkaisu on siis © = 7—18-(—3) = 61 ja kaikki alkuperéisen
yhtaléryhmén ratkaisut saadaan

r=614+2-9-11-k =61+ 198k k€ Z.

3. NELIONJAANNOKSET
Tutkitaan hieman korkeamman asteen kongruenssiyhtdloita.

Lause 3.1. Olkoon p alkuluku, n > 1 ja aq,...,a, € Z siten, ettd
lan]p # [0],. Tdlloin n. asteen kongruenssiyhtdlélld

(9)  Pu(z) =an2" + a2+ +axz+ag =0 (mod p)
on korkeintaan n ratkaisua.

Todistus. Olkoon w1, ..., x,,, m < n, kongruenssiyhtalon (9) eri ratkai-
suja (mod p). Koska Z, on kunta, on alkiolla [z — z;], kéénteisalkio,
kun [z], # [z;],. Siten voidaan kirjoittaa

P (x)=(x—a1) - (x —2p)Por_m(z) (mod p),
missd P,_,,(z) on asteen n — m polynomi. Jos n = m, on
Po(z) = (x —a1) - (z — ) Po(x)  (mod p),

missa siis [Po(z)], = [an]p, # [0], on vakio. Siten yhtalolld (9) ei voi olla
muita ratkaisuja. U
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Maéaritelmé 3.2. Olkoon p pariton alkuluku ja a € Z siten, etté p 1 a.
Sanotaan, ettd a on nelionjadnnos (mod p), jos yhtalolla
[xZ]p = lal,

on olemassa ratkaisu z € Z. Jos yhtdlolla ei ole ratkaisua, on luku a
epadjadnnos (mod p).
Lause 3.3. Olkoon p pariton alkuluku ja a € 7 siten, ettd p t a. Tdlldin
a on nelionjidnnos (mod p) jos ja vain jos

[@(p_l)/2]p = [1],.
Vastaavasti a on epdjiiannis (mod p) jos ja vain jos

[a(p_l)/2]p = [-1],.

Todistus. Olkoon nyt p pariton alkuluku ja a € Z siten, ettd p 1 a.
Télloin Fermat’n lauseen (Lause 2.42) nojalla

[ap_l]p = [1],.

Koska p — 1 on parillinen ja
Pl -1 = (a(p—l)/2 + 1)(a(p—1)/2 —1),
on Lauseen 1.13 mukaan joko
[a®=D72), = [1],
tai
[a(pil)ﬂ]p = [_1]13'
Jos a on neliénjdinnss eli [a], = [b?], jollain b € Z, on p 1 b. Siten

myos p 1 2b eli

[b], # [0l
Toisaalta myds [(—b)?], = [a],. Muita ratkaisuja ei yhtalolld

[IQ]p = lal,
Lauseen 3.1 mukaan olekaan. Siten neliénjadnnoksia on olemassa tas-

méilleen (p — 1)/2 kappaletta (mod p).
Toisaalta nelionjadnnokselle a on Fermat'n lauseen nojalla

[a(p_l)/Q]p = [bp_l]p = [1],
ja Lauseen 3.1 mukaan yhtalolla
o= 72), = [1

on korkeintaan (p — 1)/2 ratkaisua (mod p). Siten kaikille epdjaannok-
sille a taytyy olla

p

[a(p_l)/Q]p = [~1],.

O

Esimerkk: 3.4. Maaraamalla lukujen 1, .. ., p—gl nelididen jadnnosluokat

saadaan nelionjaannokset (mod p), kun esimerkiksi p = 7,11, 13.
a) 1?7 = [Lr, [2°]; = [4]7 ja [3?]; = [2)7.
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211 = [1]117 [22]11 = [4]117 [32]11 = [9]117 [42]11 = [5]11 ja

Maéaritelmé 3.5. Olkoon p pariton alkuluku ja a € Z siten, etté p 1 a.
Maéritellddn lukujen a ja p Legendren symboli (%) asettamalla

ay 1, kun a on neliénjddnnés (mod p),
p) | —1, kun aon epédjiinnés (mod p).
Edellinen lause voidaan siis kirjoittaa muodossa

Lause 3.6. Olkoon p pariton alkuluku ja a € 7 siten, ettd p t a. Tdllgin

o, = (2

Lause 3.7. Olkoon p pariton alkuluku ja a,b € Z siten, etti p t a,b.

(4)-(2)(2)

Todistus. Lauseen 3.6 nojalla

()1 = L7, = o, = (2312,

p p p
U

Lause 3.8 (Gaussin lemma). Olkoon p pariton alkuluku jo a € 7 siten,
etti p t a. Olkoon s negatiivisten jadnndsten lukumddrd jonon

p—1
2a,...,——
a? a? 9 2 &

itseisarvoltaan pienimpien jaanndsten (mod p) joukossa. Talldin

(0)-ror

Todistus. Olkoon ¢, € Z, k= 1,...,(p — 1)/2, siten, ettd
[kal, = [cxl,
ja
p—1

1<fed <P

Nyt
[lex| = lejllp = [£(k £ j)al,

jal<k+j<p—1kaikillal <j <k < (p—1)/2. Liséksi p { a, joten

lewllp 7 llejll
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kaikilla k& # j. Siten (mod p)

(p—1)/2)la"s =]]ka=[]ex= (=1 ][ lexl = (0= 1)/2)!(~1)".
k=1 k=1 k=1
Koska
[((p = 1)/2)!], # [0,
("7 ] = [(=1))
ja vaite siten seuraa Lauseesta 3.6. U

Lause 3.9. Kun p on pariton alkuluku, on

)

Todistus. Kaytetdan Lausetta 3.8 tapauksessa a = 2. Talloin jonon
2,4,....p—3,p—1

itseisarvoiltaan pienimmista jadnnoksistd negatiivisia ovat

—1,-2,...,—(2s— 1) > —g,
missi 2s — 1 on suurin pariton luku, joka on pienempi kuin p/2. Siten
25—1:]);1 tai 23—1:]9;3.
2 2
Talléin s = %1, joka parillinen silloin, kun p = 8n £ 1, ja pariton, kun

p = 8n % 3. Viite seuraa nyt yhtalostéa
[(Bn £ k)* = 1)/8]s = [(k* =1)/8],,  k=1,3.

3.1. Resiprookkilause.

Lause 3.10. Kun p ja q ovat parittomia alkulukuja, niin

0 )-cm

Todistus. Gaussin lemman (Lause 3.8) nojalla

kun jOIlOIl
2 !
q,44, ..., 92 q

itseisarvoltaan pienimmisté jadnnoksista (mod p) negatiivisia on s kap-
paletta. Jotta luvun hq, 1 < h < (p—1)/2, itseisarvoltaan pienin jadn-
nos (mod p) olisi negatiivinen, téytyy epayhtalon

—g<hq—kp<0
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toteutua jollain 1 < k € N, jolloin
(2k — D)p < 2hg < (p— 1)g = pq — g,
ja siten taytyy olla

l<r<?™t
2
Vastaavasti

P t

Z) = (-1,

(5) =

kun jonon

qg—1

2, ... —
b, 2p, T p

itseisarvoltaan pienimmisté jadnnoksistd (mod ¢) negatiivisia on ¢ kap-
paletta. Kuten edelld, on luvun kp, 1 < p < (¢ — 1)/2 itseisarvoltaan
pienin jainnos (mod ¢) negatiivinen, jos ja vain jos on olemassa kerroin
1 < h < (p—1)/2 siten, etti

—g<kp—hq<0,

eli
0< hg—Fkp< g
Siten on s+t lukuparia (h, k), 1 <h < (p—1)/2,1 <k <(qg—1)/2,
jolle on voimassa epéayhtilo

P q
—= < hg—Fkp< =.
g SMITRPS G

Siten on

(p—1g—-1)
f—(sjtt)

sellaista lukuparia, jolle

b q
hq — k
¢ —kp ¢ =35
Jos nyt lukupari (h, k) toteuttaa ehdot 1 < h < (p—1)/2jal <k <

(¢ — 1)/2, ovat namé ehdot myos tosia luvuille

1 1
h’_]i—h ja k—:i—k,
2 2
elisis 1 <KW <(p—1)/2jal <k <(q—1)/2. Lisdksi
p+1  ¢g+1  p ¢
(hq — kp) + (Wq —K'p) = 51— 5 P=5 g
joten (h, k) toteuttaa epdyhtilon
p
hq — kp < -2
q P 9

jos ja vain jos sitd vastaava pari (I, k') toteuttaa epdyhtilon

q / !
~ < hq—Kkp.
9 q p
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Jos epéyhtdlo hq — kp < —% toteutuu r méérilla pareja (h, k), niin
kaikkiaan 2r parilla (h, k) on hqg — kp ¢] — &, 4[. Siten

(p—1(g—1)

=
° 4

—2r,

josta saadaan

(2) (%) = e = o =y

q p

Esimerkkejd 3.11.

1\ 83\ (12 (3 4
83)  \71) \71)  \711)\71
AR W0 R O
~o\7ni)\rt) \3) \3/) 7
3.2. Jacobin yleistetty symboli. Yleistetdin Legendren symbolin

maaritelma seuraavasti.

Maiédritelmé 3.12. Olkoon a,b € Z siten, ettd 2 { b ja syt(a,b) = 1.
Talloin méaritelladn lukujen a ja b Jacobin symboli asettamalla

D-G) G) - G)

missi b = p]flp’;2 -+ -pF on luvun b esitys alkulukupotenssien tulona.

Lause 3.13. Olkoot a,b,c € Z siten, ettd syt(a,c) = syt(b,c) = 1. Jos

c > 1 on pariton, on
ab\ a b
(F)-C)()
Jos taas a,b > 1 ovat parittomia, on
c\ _ (¢ (¢
() = (2) (5):

desta. O

Lause 3.14. Kaikilla parittomilla 1 < a € N on
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ja

Jos 1 < a,b € N ovat parittomia ja syt(a,b) =1, on

a\ (b a—1 b-1
(z)(a)::“4>2 a
Todistus. (Sivuutetaan) O

4. ALKULUKUTESTAUSTA
4.1. Fermat.
Lause 4.1. Jos p on alkuluku ja syt(a,p) = 1, niin
[a"~"], = 1.
Todistus. Seuraa suoraan Lauseesta 2.42. U
FEsimerkkejd 4.2. a) Testataan lukua 2209.

[2229%] 5009 = [2069]2200 7 [1]2200

eli 2209 ei ole alkuluku.
b) Testataan seuraaksi lukua 2047. Nyt

2203047 = [2M1%%) 5047 = [2048"%] 5047 = [1]2047,
joten vield ei saatu ainakaan osoitettua ettd 2047 ei ole alkuluku.

[32096] 5047 = - -+ = [1013]2047 # [1]2047

eli 2047 ei ole alkuluku.
c¢) Testataan lukua 561.

299561 = [1]561
3%561 = 1561
57561 = (1561

Osoittautuu, ettd luku 561 ldpéisee Fermat'n testin. Se ei kuitenkaan
ole alkuluku, vaan 561 =3 - 11 - 17.

4.2. Legendre-Jacob. Fermat'n testid voi hieman parantaa seuraa-
vasti.

Lause 4.3. Jos p on pariton alkuluku, niin

a2, = [(2))n

Todistus. Seuraa Lauseesta 3.6. O
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4.3. Miller-Rabin.

Lause 4.4. Jos p on pariton alkuluku ja p — 1 = 2°d, missi 1 < s ja d
on pariton, niin kaikilla a joille syt(a,p) =1 joko

tat on 0 < r < s—1 siten, etta

[ayd]p = [_1]17‘

Todistus. Kun p on alkuluku on ¢(p) = p — 1 = 2°d jaollinen jokaisen
alkion [a] € Z, \ {0} kertaluvulla. Jos siis ehto

ei toteudu, taytyy olla olemassa pienin 1 <t < s siten, ettd

[a2td]p = mp‘
T4alloin siis
(@, # (1],

Merkitiin b = a* 4. Koska [0%], = [1], ja Lauseen 3.1 mukaan yhti-
16114 [2:%], = [1], on korkeintaan kaksi ratkaisua, on [b], € {[1],, [—1],}-
Siten [b], = [—1], ja

missi 0 <r=t—-1<s—1. O
Esimerkk: 4.5. Edellisessa esimerkissé olleelle luvulle 561 on
p—1=560=2".35.
Nyt
[2%°]561 = [263]561 # [1]561

ja tasta edelleen

[223]561 = [263%]561 = [166]561 # [— 1561,

[222'35]561 = [166%]561 = [67]561 # [—1]561
ja

273561 = [67]561 = [Use1 # [~1]561-
Siis 561 ei ole alkuluku.
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4.4. Pépin. Pépinin testilld voidaan testata onko annettu Fermat'n
luku F,, = 22" + 1 alkuluku vai ei.

Lause 4.6. Fermat'n luku F,,, m > 0, on alkuluku jos ja vain jos

32, = [,
Todistus. Oletetaan ensin, etti [3(F»—V/2], = [~1]p . Téllsin
3"k, = [k,

ja siten Lemman 2.30 nojalla

ordp, (3) | F, — 1 =22",
Toisaalta o1
ordg, (3) 1 m2 :

joten ordg,, (3) = F,, — 1. Siten Lauseen 2.31 mukaan £}, on alkuluku.
Todistetaan toinen suunta. Olkoon siis F},, alkuluku. Tall6in Lauseen

3.6 mukaan ]
2, = (- e

Koska [2%]3 = [1]3, on edelleen [F},]3 = [22"]3+ [1]3 = [—1]3. Siis jélleen
Lauseen 3.6 mukaan
F, _
[(?>]3 = [F3VP]; = [-1]s.

Resiprookkilauseen (Lause 3.10) mukaan

joten

Esimerkki 4.7. Testataan onko Fy = 22° + 1 = 257 alkuluku:
3 D2]55r = (8% )as7 = (9% ]asy = [81% |asr = [65612 a7
= [(—121)* Jos7 = [14641% |57 = [(—8)” Jos7 = [64% |57
= [40962]257 = [(—16)2]257 = [256]a57 = [—1]a57-
Lauseen 4.6 mukaan F3 on siis alkuluku.

Edellisen esimerkin tapauksessa alkulukutestaus ndytti turhankin
pitkélliseltd. Hieman isommilla luvuilla Pépinin testin voima tulee kui-
tenkin esiin, silld korotus potenssiin (F,, — 1)/2 voidaan tehd& nelioi-
mélla 2™ — 1 kertaa, kuten esimerkissi. Liséksi laskeminen (mod F,)
pitdd muistin tarpeen pienend - tosin luvut F, kasvavat hyvin nopeasti
m:n kasvaessa, joten testi on kiytidnnossid mahdollista tehda vain noin
parille kymmenelle ensimmaiselle Fermat’'n luvulle.
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Hyvin suuristakin Fermat'n luvuista tiedetddn, ettd ne eivit ole al-
kulukuja, mutta vain koska niille on l6ydetty tekija. Esimerkiksi

3. 22478785 4 1| Foyrarse.

Kuten jo aikaisemmin todettiinkin ainoat tunnetut Fermat'n alkulu-
vut ovat Fy, I, Fy, F3, Fy. Kaikki tunnetut Fermat’'n lukujen tekijat
16ytyvit osoitteesta

http://www.prothsearch.net/fermat.html

4.5. Lucas.

Lause 4.8. Olkoon m > 1. Jos on olemassa x € 7 siten, ettd
(2™ i = [

ja
[T T # (U

kaikille luvun m — 1 alkulukutekijoille q, nitn m on alkuluku.

Todistus. Koska [x™71],, = [1],, niin ord,,(z) | m — 1. Jos ord,,(z) <

m — 1, on olemassa k > 2 siten, ettd m — 1 = ord,,(z) - k. Olkoon ¢
luvun k£ alkulukutekija. Télloin

m—1 ordm (z)-k

2], = 2525, = @@ = (1,

miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siten ord,,(x) = m—1 ja Lauseen
2.31 mukaan m on alkuluku. U

4.6. Lucas-Lehmer. Lucas-Lehmerin testilld voidaan testata onko an-
nettu Mersennen luku M, = 2P — 1 alkuluku vai ei.

Lause 4.9. Olkoon {s;}ien C N jono siten, etti so = 4 ja s; = s?_; —2,
kun 1 > 0. Tdlloin M, on alkuluku jos ja vain jos

[SP*Q]MP = [O]Mp
Aloitetaan lauseen todistus osoittamalla ensin seuraava aputulos.

Lemma 4.10. Lauseessa 4.9 mdaritelty s; saadaan kaikilla 1 € N kaa-
vastaa

S; = w? + in,
missi w =2 ++/3 jaw =2 — /3.
Todistus. Osoitetaan viite induktiolla.
so=4=2+V3+2-V3=u0” +3%.
Oletetaan nyt, etta

i _ 9
si:w2 + 2
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jollakin ¢ € N. Talloin
sip=s5—2=(w +0*)?-2=w"" +0 +2(ww)* -2

=T T 22+ V32 - VB))Y —2 =0 T

(. /'

I
—

O

Lauseen 4.9 todistus. Oletetaan, ettd [s, o]y, = 0. Télloin on siis ole-
massa jokin k € Z siten, etta

(10) kM, = s, =w? " +0% .

Oletetaan, ettd M, ei ole alkuluku. Koska M, on pariton, on olemassa
alkuluku 2 < ¢ < /M, siten, ettd ¢ | M,. Maaritellddn joukko

X = {([alg, [b]g) - [alq, [bly € Zg}
ja sinne sekd yhteenlasku

([a]q, [b]q) + ([C]m [d]q) = (la + C]qv b+ d]q)
ettéd kertolasku

([a]q, [b]q) ) ([C]qv [d]q) = ([ac + 3bd]q7 [be + ad]q)-

Alkion ([aly, [b],) € X erdénd edustajana voi siis ymmértdd luvun

a+bv3. Nyt (X, +,-) on rengas, muttei vilttimitti kunta. Kuitenkin
osajoukko

Y = {([a],, [b],) € X : on olemassa ([c],, [d],) € X siten, ettd

([a]q, [b]q) ) ([C]m [d]q) = (Mq? [O]q)}

muodostaa kunnan (Y U {([0],, [0],)}, +, *)-
Koska #7Z, = q ja ([0],,[0],) ¢ Y, on #Y < ¢* — 1. Yhtilostd (10)
saadaan nyt muoto

(1054, [0]) = (kMplq, [0]) = (121, [10)™ + (12, [=10)*

Koska ([2]y, [1]4) - ([2lg, [=1]) = ([1]4, [0],), on
([2]g; [tg), (g, [-1]g) €Y
ja siten
([2]g: [110)”" = ([~ [0]g)
Edelleen

([2lg: [1]0)*" = ([~ g [0]¢)* = ([1]q: [0])-
Siispd nahdiin, etta
ord(([2),.[1],)) | 27

Samoin kuin Lemmassa 2.30. Toisaalta saman lemman paattelylla

ord(([2],, [1],)) £ 2/
Siten taytyy valttamatta olla

ord(([2]y, [t]y)) = 2”.
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Toisaalta kertaluku on korkeintaan ryhmén alkioiden lukumééra eli
<P —-1<g?<M,=2"—1.

Tama on ristiriita, joten M), on alkuluku.
Osoitetaan seuraavaksi véite toiseen suuntaa, eli oletetaan, etta M,
on alkuluku. Koska

[Mp]sz = [2°]3 — [1]s = [(=1)"]3 = [1]3 = [ 1]3 — [1]3 = [1]5,

on

Siten Lauseen 3.10 nojalla

Siten Lause 3.6 antaa
(11) (302 = [~ 1],
Koska [2P]y, = [1]a,, on

2]a, = [2°]n

p

— [2(p+1)/2]?w

P

eli 2 on neliénjaannos ja siten

Jalleen Lause 3.6 antaa

M,—1)/2
[2( »—1)/ ]Mp:[l]Mp'

Olkoon X ja Y kuten ylla valinnalla ¢ = M,. Nyt binomikaavalla,
Lauseella 2.42 ja yhtilolla (11) ndhdaén, etté

([6)a, [21a5, )™ = ([6™ ], [2Y73M D23 ) = ([6] 0 [—2]as, )-
Koska

[24(Mp71)/2] :[Q(Mpfl)/2]3 [3(Mp71)/2]

Mp M, Mp = [_1]Mp
ja

([6]as,. [21a1,)* = ([48]a1, [24]1,).
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= ([~ as, (012, ) (1241577772, 1010, ) (2], [V g, ) D72
= ([=1)as,, [0]ag, )([24 - 2]as, , [24]ag, ) M7

= ([~ 11, [01n1, ) ([6] a1, [2]g,) M7

= ([=1a1,, [0]az, ) ([6] a1, [2]01,) ([6] 01, , [—2]01,)

= ([~ 1, [0]a1,)([24] as,,, [O] s, )-

Lisdksi koska M, on alkuluku, on ([24]s,, [0]a,) € Y eli
(12021, L5, M2 = ([=1]ag,., [0]as, ).
Nyt
(121, [, 4 (2 [~ 1ag,)™
= (1201, [Uar, )MV 4 (12D, [, ) D
= ([2]ag, (g, )MV ([2) 01, =10, ) MV 4 (200, [ g, ) D
= ([=1a,» 015, ) (121, [, ) 5 - (2], [y, )M+ 0
= O7
ja siten
[sp—2]az, = [0]as,.

Esimerkki 4.11. Testataan onko M; = 27 — 1 = 127 alkuluku.
[s0]127 = [4]127,
Ji27 = [14]127,
Ji27 = [194]127 = [—60]127,
s3)127 = [3598]127 = [42] 127,
] [
[

[s1

[s2

[

[ 1762]197 = [—16]127,
[85]12 254]127 = [ ]127'

Siten Lauseen 4.9 mukaan M, on alkuluku.

S4|127 =

Jalleen esimerkin lasku nayttdd turhan monimutkaiselta verrattuna
testattavan luvun suuruuteen. Kuitenkin samaan tapaan kuin Pépinin
testissd, myOs Lucas-Lehmerin testin tehokkuus ilmenee hieman suu-
remmilla luvuilla. Jélleen testistd selvitddn laskemalla p — 2 neliota
ja nekin (mod M,), eli muistin tarve pysyy pienend. Mersennen luvut
M, kasvavat huomattavasti hitaammin p:n kasvaessa ja niinpa testat-
tavissa olevia lukuja riittda. Mersennen lukujen etsintdd koordinoidaan
internetin GIMPS-projektissa (Great Internet Mersenne Prime Search,
http://www.mersenne.org/).
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5. RSA

RSA on Ronald Rivestin, Adi Shamirin ja Len Adelmanin vuon-
na 1977 kehittdma julkisen avaimen salausmenetelmé. (Tosin my6hem-
min on paljastettu, ettd kyseinen salausmenetelméi, kuten myds Diffie-
Hellmanin avaimenvaihtoprotokolla, olivat jo esimerkiksi GCHQ:n (Go-
vernment Communications Headquarters, brittien tiedustelupalvelu)
tiedossa joitain vuosia aikaisemmin.) Julkinen avain tarkoittaa sité,
ettd viestien koodaamiseen kiytetty avain voi olla kaikkien saatavilla.
Viestin purkaminen onnistuu vain vastaanottajan tuntemalla salaisella
avaimella.

Avaimet konstruoidaan seuraavalla tavalla

e Valitaan kaksi suurta alkulukua p ja ¢, p # q.
e Lasketaan m = pq.

e Lasketaan o(m) = (p—1)(¢ — 1).

e Valitaan luku e siten, ettd syt(e, ¢(m)) = 1.
e Valitaan luku d siten, ettd [ed]|oim) = [1]pm)-

Julkinen avain on ny pari (e, m) ja salainen avain pari (d, m).
Lasketaan esimerkiksi avainpari kiyttden pienid alkulukuja. Olkoon

p=2053 ja q = 47.
Nyt
m = pq = 53 - 47 = 2491
ja
o(m)=(p—1)(g—1)= (53 —1)(47 — 1) = 2392 = 2* . 13- 23.

Luvuksi e voidaan valita esimerkiksi e = 73. Nyt luku d saadaan Euklei-
deen algoritmin avulla. Siis Eukleideen algoritmi antaa

2392 =32-73+ 56

73 =56+ 17
596 =3-174+5
17=3-5+2
0=2-2+1

ja siitd saamme laskettua

1=5-2-2=5-2(17-3-5)=7-5—-2-17T=7(56 —3-17) = 2- 17
=7-56—23-17=7-56—23(73 —56) =30-56 —23-73
=30(2392 — 32-73) — 23 - 73 = 30-2392 — 983 - 73.

Voidaan siis valita d = 2392 — 983 = 1409. Julkinen avain on siten
(73,2491) ja salainen avain (1409, 2491)
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5.1. Viestin salaaminen. Jotta viesti voidaan salata kdyttiden RSA-
algoritmia, tulee se ensin muuttaa jonoksi luonnollisia lukuja valilta
[0,m — 1]. Kéytetddn esimerkiksi seuraavaa merkistémuunnosta.

kirjain | luku || kirjain | luku || kirjain | luku
A 00 K 10 U 20
B 01 L 11 \Y 21
C 02 M 12 W 22
D 03 N 13 X 23
E 04 O 14 Y 24
F 05 P 15 Z 25
G 06 Q 16 A 26
H 07 R 17 A 27
I 08 S 18 O 28
J 09 T 19 _ 29

Kun merkit on muunnettu numerokoodiksi, pilkotaan koodi sopivan
mittaisiin paloihin. Néin viesti on saatu kirjoitettua muodossa

aijasQsay . . .ag,

missi luvut a; € {0,1,...,m — 1}, ja varsinainen koodaus voi alkaa.
Kullekin 7 € {1,2,...,k} lasketaan

Néin saatu jono bibsy ... b, on koodattu viesti.
Koodataan esimerkkini edelld konstruoidulla julkisella avaimella vies-
ti "OMENAA". Ensin muutetaan siis kirjaimet numerosarjaksi

141204130000.

Tamain jalkeen patkitadn viesti sopivan mittaisiksi eli tasséa tapauksessa
kolmen numeron paloiksi

141 204 130 000.

Seuraavaksi lasketaan tarvittavat potenssit (mod 2491). Huomataan,
ettd 73 =64 4+ 8+ 1 = 1001001, ja lasketaan

[141 ]2491 - [_47]2491

[1414]2491 - [472]2491 - [_282]2491
[1417)9491 = [141 - 28225491 = [893]2401
[141"%]5491 = [893%]2491 = [329]2401
(14179491 = [329%]2491 = [1128]2401
(14175491 = [141 - 11285491 = [1833]2401
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ja niin edelleen..

] [
[20473]2491 - [2086]24917
13072401 = [917] 2401,

[0%]2491 = [0]2491

Siten salattu viesti on
1833 2086 917 0.

5.2. Viestin purkaminen. Purkaminen tehd&in jonosta bibs . . . by las-
kemalla

B)m = [05m = (a7 ] = [ai]m
ja tdmén jialkeen muuttamalla purettu numerokoodi takaisin aakkosik-

si. Esimerkimme tapauksessa siis salatusta viestista
1833 2086 917 0

lasketaan

] [
2086|2491 = [204] 491,
[9171409]2491 = [130]2491a
(024995491 = [0]2401

ja saadaan viesti
141 204 130 0

eli
141204130000

jossa siis lukee "OMENAA".

RSA:n toimiminen perustuu siihen, ettd luvun m alkulukuesitelméan
16ytaminen on vaikeata. [lman lukuja p ja g ei voida laskea lukua p(m),
joka taas tarvitaan jotta luvun d loytadmiseen.

6. LUONNOLLISTEN LUKUJEN ESITYKSET SUMMINA

Tutkitaan seuraavaksi millaisia summaesityksid luonnollisille luvuille
on mahdollista 16ytaéd. Aloitetaan nelididen summilla ja siirrytdan sen
jalkeen alkulukujen summiin.

6.1. Nelididen summista.

Miééritelmi 6.1. Luonnollisten lukujen kolmikko (a,b, ¢) on Pytha-
goraan lukukolmikko mikili a® + b* = ¢?. Pythagoraan lukukolmikkoa
sanotaan primitiiviseksi, jos syt(a, b, c) = 1.

Jos (da)* + (db)* = (dc)?, on myds a* + b* = ¢*. Siten Pythago-
raan lukukolmikkojen tarkastelu voidaan aina palauttaa primitiivisten
Pythagoraan lukukolmikkojen tarkasteluun.
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Lause 6.2. Lukukolmikko (a,b,c) on primitiivinen Pythagoraan luku-
kolmikko jos ja vain jos on olemassa n,m € N siten, ettd n > m,
syt(n,m) = 1, n — m on pariton, {a,b} = {2mn,n* — m?} ja ¢ =
n? 4+ m2.

Todistus. Jatetddn ehtojen riittdvyys harjoitustehtéviksi ja osoitetaan,
ettd jokainen primitiivinen Pythagoraan lukukolmikko voidaan kirjoit-
taa lauseen osoittamassa muodossa.

Oletetaan siis, ettd (a,b,c) on primitiivinen Pythagoraan lukukol-
mikko. Koska syt(a,b,c) = 1 ja a* + b* = ¢?, on korkeintaan yksi lu-
vuista a, b, ¢ parillinen. Oletetaan nyt, ettd sekd a ettid b ovat parittomia
eli on olemassa n,,n;, € N siten, etta

A =a’+b = (2n, +1)*+ (2n, + 1)
= 2(2n2 + 2n7 + 2n, + 2np + 1).

Talléin ¢? on parillinen muttei jaollinen neljilld. TAmé& on mahdotonta
eli toisen luvuista a, b taytyy olla parillinen.
Voidaan siis olettaa, ettd a on parillinen ja b ja ¢ parittomia. Merki-
taan
c+b . c—b
u =

5 ja v:2.

Nyt syt(u,v) = 1. Nyt
a>=c*—b = (c+b)(c—b)=4duv.

Koska a on parillinen, on w € N siten, etti a = 2w ja siten w? = uv.
Koska syt(u,v) = 1, tiytyy u = n? ja v = m? joillakin n, m € N. Siispi
a = 2mn, b=n%—m? c=n+m?

Koska syt(u,v) = 1, on myds syt(n,m) = 1. Koska b > 0, on n > m.
Luvut n ja m eivit voi olla molemmat parittomia eivitkd molemmat
parillisia edelld tehtyjen padtelmien perusteella. Siten n—m on pariton.

O

Lause 6.3. Yhtdilolli x* + y* = 2% ei ole ratkaisua positiivisten koko-
naislukujen joukossa.

Todistus. Oletetaan, ettd joukko
{z € N: 2% = 2* +y* joillakin z,y € N\ {0}}

on epdtyhja. Siind on talldin olemassa pienin alkio zy > 0 ja lisdk-
si zo,y0 € N\ {0} siten, ettd x5 + y; = 23. Voidaan olettaa, etti
syt(zo, Yo, 20) = 1. Talldin (23, y3, z0) on primitiivinen Pythagoraan lu-
kukolmikko. Voidaan lisiksi olettaa, ettd 39 on ainut parillinen luvuista
X0, Yo, 20. Talloin Lauseen 6.2 mukaan on olemassa a,b € N siten, etta
syt(a,b) =1 ja

T =a® — b7, yo = 2ab, 20 = a® + b
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Nyt a ei voi olla parillinen, koska talléin b olisi pariton ja siten
(23], = [3]4. Siispé a on pariton ja b parillinen. Lukukolmikko (z¢, b, a)
on primitiivinen Pythagoraan lukukolmikko ja Lauseen 6.2 mukaan on
olemassa ¢, d € N siten, ettd syt(c,d) =1 ja

zo = & — d?, b= 2cd, a=c+d°.
Koska syt(a,b) = 1, on
syt(c,d) = syt(c,c® + d?) = syt(d, c* +d*) = 1.

1 \2
(§y0> = cd(® + d?).

Koska gy on parillinen, on oikean puolen tulon tekijat kaikki kokonaislu-
kujen nelivitd. Siten on olemassa x1,y1, 21 € N siten, ettd syt(xy,y;) =
syt(x1, 21) = syt(y1,21) = 1 ja

2 2 2_ 2.,
] = ¢, Yy =d, 21 =c" +d.

Nyt

Niille luvuille on
A+ d=al +yl =23
eli ne toteuttavat lauseen viitteen yhtalon. Lisdksi
21 Szfzc2+d2:a<a2+b2:zo,
miké on ristiriidassa luvun zp valinnan kanssa. ]

Nyt kun olemme vastanneet kysymykseen millaisilla luvuilla a?+b? =
c?, voidaan miettisi vastaavaa yhtildid, kun sen oikea puoli ei olekaan
nelié. Tarkemmin ottaen, mille luvuille n € N I6ytyy luvut a,b € N
siten, etta

n=a’+b?

Tahin vastauksen antaa seuraava Fermat'n todistama tulos.

Lause 6.4. Olkoon n € N\ {0}. Tdllgin on olemassa a,b € N siten,
etti n = a® + b? ja syt(a,b) = 1 jos ja vain jos —1 on neliénjiinnis
(mod n).

Todistus. (Todistus ei ole vaikea, mutta ohitetaan se silti.) O

Siis kaikkia lukuja ei voida esittdd kahden nelion summana. Seuraa-
vaksi voidaan kysyad onnistuuko tdmé kolmella neliolla. Néin ei kui-
tenkaan ole. Esimerkiksi jos n € N, ei lukua 8n + 7 voida esittdad kol-
men luonnollisen luvun nelion summana. (Jatetddn tdmén todistami-
nen harjoitustehtiviksi.) Luonnollisten lukujen summaesitykseen nelja
on riittdva mairi nelioitd, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 6.5 (Lagrange). Olkoon n € N. Tdlldin on olemassa a,b,c,d €
7 siten, ettd
n=a*+b+c+d.

Todistetaan ensin aputulos.
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Lemma 6.6. Olkoon p alkuluku. Tdlloin on olemassa x,y € 7Z siten,
etta

[2* + 7] = [~ 1],.
Todistus. Viite on selvésti totta, kun p = 2. Oletetaan siis, ettd p > 3.

Olkoon
S = {1, 2%, -, (P — D]}
Jos [a®], = [b*],, on [a], = [£b],. Siten #S5 = 1. Liséiksi [0], ¢ S.
Siispé
{[0%]p, - [0 = 1)L} N {[=0" = 1y, .., [=(p = 1)* = 1]} # 0.

Siten on olemassa z,y € {0,1,...,p — 1} siten, etta
[x2]p = [_y2 — 1],
O
Lauseen 6.5 todistus. Koska 0 = 02 +0?4+02+02%, 1 = 12+ 0%+ 0% 4 02
ja 2 =12 4+ 12 + 0% 4 0%, voidaan olettaa, ettii n > 3. Lisiksi koska
@R+ d) (a?+ 2+ 22 +w?) = A2+ B2+ O + D,
missa
A =ax+ by + cz + dw,
B=ay—br—cw+dz,
C=az+bw—cr—dy,
D =aw — bz + cy — dx,
voidaan olettaa ettd n on alkuluku.
Lemman 6.6 nojalla on olemassa m,z,y € Z siten, ettd |z|, |y| < 5
ja
mn = x® +y* + 1.
Nyt 0 <m < 3. Jos m = 1, on lause todistettu. Oletetaan siis, ettd
meilld on ratkaisu

mn:x2+y2+z2+w2,
missd m > 1 on pienin positiivinen kokonaisluku, jolle mn voidaan
kirjoittaa neljin nelion summana. Olkoon a € [x]m, b € [Y|m, ¢ € [2]m
ja d € [w]y, siten, ettd |al, [b], ||, |d] < %. Tilléin

[a* + b + & + d%];, = [O]m,
eli on olemassa m’ € 7Z siten, etté,

a>+ b+ A+ d*=m'm.
Nyt

nm’m’ = (2° +y* + 2> + w?)(a* + V* + & + &%)
_ A2 B2y 4 D2
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samoilla A, B, C' ja D kuten ylla. Helposti voidaan tarkistaa, etta
[A]m = [B]m = [C]m = [D]m = [O]m
Siten nm’ voidaan kirjoittaa neljin nelion summana. Huomataan, etta

i R P e ah k wal &

m m

m =m.

Luvun m valinnan perusteella tdytyy olla m’ = m. Siten

m
lal = 18] = [el = |d] =
ja edelleen
2alm = [20]n = [2¢]im = [2d]m = [22]5n = [2y]im = [22]in = [20]m = [O] -
Siten
dnm = 4x* + 4y + 42° = 4w® = vm?

jollain v € Z \ {0}. Siispd m | 4n. Koska n on alkuluku ja 0 <m < F,
on syt(m,n) =1 ja siten m | 4.

Jos m =4, ovat x,y, z, w parillisia ja siten

=) (3) 6+ (5)
2 2 2 2/
Jos taas m = 2, on
dn=(1+14+04+0)2n
=(1+1+0+0)(2* +y*+2° +w?) = A2+ B>+ C* + D?
missi A=x+y, B=y—z, C =z2+wjaD = w— z ovat kaikki
parillisia. Siten

= (3) () (5) +(3)

Olemme tutkineet yhtilsitd x2 + y? = 22 ja 2% + y> = n. Niisti
ensimmaisté katsoessa herad kysymys: Mitd tapahtuu, jos luku 2 vaih-
detaan joksikin suuremmaksi luonnolliseksi luvuksi? Vastauksen tdhan
antaa Fermat'n suuri lause.

O

Lause 6.7. Kunn € N, n > 2, ei lauseella 2™ 4+ y™ = 2" ole olemassa
ratkaisua x,y,z € N\ {0}.

Fermat esitti timén vaittdman vuonna 1637 ja se saatiin todistettua
vasta yli 350 vuotta mychemmin vuonna 1995.

Monia Fermat’n suuren lauseen suuntaisia kysymyksia on vield avoin-
na. Erds niistd on miljard6ori Andrew Bealin mukaan nimetty Bealin
konjektuuri:

Jos a® + bY = ¢*, missa z,y, z,a,b,c € N, a,b,c > 1 ja
x,y,z > 3, on valttamétta syt(a, b, c) > 1.
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Beal on luvannut 100 000 Yhdysvaltain dollarin palkkion konjektuu-
rin ratkaisijalle.

6.2. Goldbachin konjektuuri. Yksi matematiikan vanhimmista avoi-
mista ongelmista on saanut nimensi Goldbachin vuonna 1742 Eulerille
esittdmasta konjektuurista

Jokainen kakkosta suurempi kokonaisluku voidaan esit-
tdd kolmen alkuluvun summana.

Huomaa, ettd tuolloin myos lukua 1 pidettiin alkulukuna. Nykyisin
Goldbachin konjektuurina ymmérretdin seuraava viittama:

Jokainen parillinen kakkosta suurempi kokonaisluku voi-
daan kirjoittaa kahden alkuluvun summana.

Kaydaén lapi seuraavaksi hieman konjektuuriin liittyvid tuloksia.

Pipping laskemalla osoitti vuonna 1938, ettd viite on totta kaikille
lukua 10° pienemmille luvuille. Talld hetkelld konjektuuri on varman-
nettu noin lukuun 2 - 10 asti.

Vuonna 1930 Schnirelmann osoitti, ettd jokainen parillinen luku voi-
daan kirjoittaa korkeintaan 300 000 alkuluvun summana. Vuonna 1995
Ramare osoitti saman kuudella alkuluvulla.

Vinogradov osoitti vuonna 1937, ettd jokainen riittdvin suuri pari-
ton kokonaisluku voidaan kirjoittaa kolmen alkuluvun summana. Chen
Jingrun puolestaan todisti vuonna 1973, ettd jokainen riittdvin suuri
luonnollinen luku voidaan kirjoittaa joko kahden alkuluvun summana
tai alkuvun ja kahden alkuvuun tulon summana.

Miksi Goldbachin konjektuurin pitéisi olla totta? Alkulukulauseen

mukaan

lim ﬂ =
n—oo n/log(n)

Siten todennékoisyys sille, ettd satunnaisesti valittu luku n on alkulu-

ku on noin @. Luku n voidaan ilmaista muodossa n = (n — k) + k.

Todennakoisyys sille, ettd n — k on alkuluku on m ja vastaavas-

ti todennakoisyys sille, ettd £ on alkuluku on @. Jos ndmé olisivat

alkulukuja riippumatta toisistaan, olisi todennédkoisyys sille ettd mo-

lemmat ovat alkulukuja 10% Edelleen, olettaen kasan riippu-
g(n—k) 10g(k

mattomuuttomuuksia, voidaan arvioida

P(Lukua n ei voida esittdd kahden alkuluvun summana)

n/2 n/2

1 1 1
< H ( log — k) . log(k)) S exp | - kz:; log(n — k) . log(k)

|/\
M:
~
[N}
5
OQ
3
5
Oq»—t
|
D
]
o]
|
[\
—
(@]
® |3
N———
|
D
|
S
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Koska > eV < 00, saadaan edellisestd arviosta

P(On olemassa lukua n isompi luku jota ei

voida esittaé kahden alkuluvun summana)

o0
gZe’ﬁ—N), kun n — oo.
m=n

Edelld esitetty arvionti ei tietenkddn ole todenmukainen tehtyjen
riippumattomuusoletusten takia. Silti téllaiset heuristiset laskut osoit-
tavat, ettd ainakaan alkulukujen tiheyden ei pitéisi olla esteené kon-
jektuurin toteutumiselle.

6.3. Muita ratkaisemattomia ongelmia. Esitetdin seuraavaksi muu-
tama avoin lukuteorian ongelma lisdéd. Lukuparia (p,p + 2) sanotaan

alkulukupariksi (tai alkulukukaksosiksi), jos molemmat luvuista p ja
p + 2 ovat alkulukuja. Esimerkiksi (3,5), (11,13), (71,73) ja

(65516468355 - 2%33333 — 1, 65516468355 - 2°33333 4 1)

ovat alkulukupareja. Alkulukupareja tunnetaan paljon. Silti ei ole vield
pystytty todistamaan, onko niitd darettoméan monta.

Olettaen taas, ettd todennédkoisyys sille, ettd n on alkuluku ja sille,
ettd n + 2 on alkuluku ovat riippumattomia toisistaan, on todennakoi-

syys sille, ettd (n,n + 2) on alkulukupari on @ . m. Toisaalta

= 1 1
> e g =
“—log(n) log(n +2)
joten alkulukulause ei vastusta alkulukuparien méirian darettomyytta-
kaan.

Alkulukuparien ongelmaa yleisempi kysymys on Polignacin konjek-
tuurina tunnettu vaittama

Kaikilla parillisilla n € N on olemassa ddrettoman mon-

ta lukuparia (p, p+n) siten, ettd p ja p+n ovat alkulu-

kuja.
Viitettd ei ole pystytty todistamaan oikeaksi (eikd vaariksi) yhdella-
kddn n > 0.

Maaritelma 6.8. Lukua n € N sanotaan tdydelliseksi luvuksi, jos se
on itseddn pienempien positiivisten tekijoidensd summa.

Esimerkiksi luku 6 on téydellinen, silld 6 = 1 4+ 2 4 3. Parilliset
taydelliset luvut voidaan karakterisoida Mersennen lukujen avulla.

Lause 6.9. Luku n € N on parillinen tdydellinen luku, jos ja vain jos
n =2P"1M, ja M, = 2% — 1 on alkuluku.
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Todistus. Oletetaan ensin, etti M, on alkuluku ja n = 2P~'M,,. Tilloin
luvun n tekijéiden summa on

1+24 -+ 207+ M, +2M, + -+ 2P7' M,
=(M, +1)(1+2+ - +2°71) =27(2 — 1) = 2n.

Siten n on tdydellinen luku.

Oletetaan seuraavaksi, ettd n on parillinen tiydellinen luku. Kirjoi-
tetaan n = 2'u, missi ¢,u € N ja u on pariton. Kaikki luvun n tekijit
ovat muotoa 2°m, missi 0 < s <t ja m | u. Olkoon luvun u tekijéiden
summa k. Talloin luvun n tekijéiden summaksi saadaan

(14+24 - +29k = (2" — 1)k,
Koska n on téydellinen luku, on
(2 — 1)k = 2n = 2",

Koska u on pariton, on k = 21q jollakin a € N. Siten u = (2! — 1)a.
Tarkastellaan nyt uudestaan lukua k. Oletetaan, ettd a > 1. Téalloin
ainakin 1, u ja a ovat luvun wu tekij6itd ja siten

E>1+uta=1+02"" ~Da+a=1+2""a=k+1,
mikd on mahdotonta. Siispa taytyy olla a = 1. Tall6in
k, — 2t+1 — (2t+1 . 1) 4 1

eli u = 21 — 1 on vilttadmétti alkuluku. Siten n = 2!M,,; eli halua-
maamme muotoa. U

Parillisten téydellisten lukujen etsiminen kulkee siis kési kidessé
Mersennen alkulukujen etsimisen kanssa. Ei tiedetd onko Mersennen
alkulukuja (ja siten parillisia taydellisid lukuja) olemassa dérettomén
monta.

Parittomista taydellisistd luvuista edellinen lause ei sano mitain.
[tse asiassa ei edes tiedetd onko parittomia tiydellisid lukuja olemassa
lainkaan.

Monilla muillakin erityistd muotoa olevilla luvuilla on oma nimensa.
Cullenin luvuiksi sanotaan lukuja jotka ovat muotoa

C,=n-2"+1.
Woodallin luvut taas ovat muotoa
W, =n-2" —1.

Kummastakaan ei tiedetd onko kyseistd muotoa olevia alkulukuja ole-
massa aarettomén paljon.

Sophie Germainin luvuiksi sanotaan alkulukuja p joille myos 2p + 1
on alkuluku. Yllattden ei tiedetd onko Sophie Germainin lukuja &éret-
toman monta vai ei.. Hieman tutummillekaan luvuille ei tiedetd vas-
taavaan kysymykseen vastausta. Onko esimerkiksi Fibonaccin lukujen
joukossa ddrettoméan monta alkulukua?
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Eréds kuuluisa alkulukujen tiheyteen liittyvd avoin ongelma on nimel-
tdan Legendren konjektuuri:

Kaikilla positiivisilla n € N on vililld [n?, (n + 1)?] ole-
massa alkuluku.

Edelli esitetyt avoimet ongelmat liittyivat 1ahinné alkulukuihin. On
olemassa my6s kuuluisia lukuteorian ongelmia joiden muotoilussa ei
ndy alkulukuja.

Esimerkkind Brocardin ongelmana tunnettu kysymys:

Onko yhtalolld n! 4+ 1 = m? ratkaisua n, m € N?

Esitetdén vield viimeisend avoimena ongelmana Collatzin konjektuu-
ri. Madaritellddn sitd varten kuvaus f: N — N asettamalla

{% , jos n on parillinen,

3n+1 , jos n on pariton.

f(n) =

Konjektuurina on, etta kaikillan € N, n > 0, on olemassa m € N siten,
etta

fofo-of(n)=1
—_—

m kappaletta

7. KORKEAMMAN ASTEEN KONGRUENSSIYHTALOT

Aikaisemmin osoitettiin jo Lauseessa 3.1, ettd kokonaislukukertoimi-
sella n. asteen yhtalolla

Py(z) = apz™ + ap_ 12"+ dax+ag =0 (mod p)

on korkeintaan n ratkaisua, kun p on alkuluku. Talloin ei vield késitel-
ty tapausta, jossa p ei ole alkuluku. Osoittautuu, ettad tallin yhtdlon
ratkaiseminen voidaan palauttaa pienempimodulisiin yhtél6ihin alku-
lukuhajotelman kautta.

Ensimmaisend tuloksena tdhin suuntaan osoitetaan Henselin lemma-
na tunnettu tulos, jolla ratkaisuista (mod p) saadaan ratkaisut (mod
pF), k> 1.

Lause 7.1. Olkoon p pariton alkuluku ja f kokonaislukukertoiminen
polynomi. Olkoon lisiksi m,r € Z siten, ettd m > 0 ja f(r) =0 (mod
p™). Talloin yhtdlon

(12) fir+tp™) =0 (mod p™")

ratkaisuista t voidaan sanoa seuraavaa.
(i) Jos f'(r) £ 0 (mod p) ja f(r) Z 0 (mod p™*'), on olemassa
tasmdalleen yksi t € Z, 1 < t < p — 1 siten, ettd t toteuttaa
yhtdlon (12). Lisdksi t toteuttaa yhtalon

f(r)

tf'(r) = o (mod p)
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(ii) Jos f'(r) =0 (mod p) ja f(r) =0 (mod p™T), niin jokainen
teZ,1<t<p-—1, toteuttaa yhtilon (12).

(iii) Jos f'(r) = 0 (mod p) ja f(r) # 0 (mod p™*), niin kaikilla
yhtalolla (12) ei ole kokonaislukuratkaisuja t.

Otetaan ennen lauseen todistamista yksi esimerkki sen kiyttamisesté
ratkaisujen etsimiseen.

Esimerkk: 7.2. Etsitddn yhtalon
2 +4x+9=0 (mod 343)

ratkaisut.

Huomataan ensin, ettd 343 = 73. Merkitiin f(z) = z* + 4z + 9.
Tutkitaan siis ensin yhtalod f(z) = 0 (mod 7). Toisin kuin alkupe-
réiiselle yhtélolle, timén mahdolliset ratkaisut voidaan nopeasti etsia
kokeilemalla.

f(0)=0%4+4-0+9=9%#0

f()=1"+4-149=14=0

f2)=2°4+4.249=21=0.
Enempéé ratkaisuja ei Lauseen 3.1 mukaan olekaan.

Kiytetddn nyt Lausetta 7.1 yhtélon f(z) = 0 (mod 7%) ratkaisujen
16ytamiseen. Lasketaan siis ensin f'(x) = 2z + 4. Koska f/'(1) = 6 #
0 (mod 7) ja f(1) = 14 # 0 (mod 7?), voidaan kiyttai kohtaa (i).
Ratkaistaan siis yhtalo

tf'(1) = -
eli yhtdlo 6t = —2 (mod 7). Tdmén ratkaisu on ¢ = 2. Siis

f(1+2-7)=f(15) =0 (mod 7%).

Vastaavasti lasketaan f'(2) = 8 # 0 (mod 7) ja f(2) = 21 # 0
(mod 7%). Ratkaistavaksi tulee siis yht#lo

f(1)
= (mod 7)

tf'(2) = —%2) (mod 7)

eli 8 =t = —3 (mod 7). Tamén ratkaisu on tietenkin ¢ = 4. Siten
f(2+4-7)=f(30)=0 (mod 7%).

Siirrytiin seuraavaksi yhtialon f(z) =0 (mod 7°) ratkaisujen kimp-
puun. Koska f(15) = 294 # 0 (mod 7) ja f'(15) = 34 = 6 % 0
(mod 7), saadaan yksi ratkaisu ratkaisemalla ensin yhtalo

f(15)

tf'(15) = — =
eli yhtélo 6t = —6 (mod 7). Ratkaisu on siis ¢t = 6. Siis
f(154+6-7) = f(309) =0 (mod 7°).

(mod 7)
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Vastaavasti tutkitaan toista edellisen tason ratkaisua. f(30) = 1029 =
0 (mod 73), joten ratkaisu on jo l6ydetty.
Siten alkuperdisen yhtdlon ratkaisut ovat x = 30 ja z = 309.

Todistetaan nyt Henselin lemma. Aloitetaan aputuloksella.

Lemma 7.3. Olkoon p alkuluku, m > 0, f kokonaislukukertoiminen
polynomsi. Tdlloin

fla+tp™) = f(z) +tp™ f'(x) (mod p™*)
kaikilla x,t € 7.

Todistus. Kirjoitetaan f(z) = a,2° + ap_12" ' + ... a2 + ao. Télloin

flz+tp™) = ag +Z ai(z+tp™)" = ag +Z a; (Z (;) xi_j(tpm)j> .

i=1 3=0

Koska p™* | (tp™)7, kun j > 1, saadaan (mod p™™!)

flx+tp™) =ap+ Z a; (a:Z + ixi_ltpm)

i=1
= Z a;x’ + tp™ Z i = f(z) +tp"f ().
i=0 i=1
U

Henselin lemma seuraa nyt helposti.
Lauseen 7.1 todistus. (i) Olkoon r € Z siten, ettd f(r) =0 (mod p™)
ja f'(r) 0 (mod p). Tillsin L&) 2 0 (mod p) ja siten yhtélolla

i) =2 (nod p)

Y2l

on olemassa yksikésitteinen nollasta poikkeava ratkaisu (mod p). Tal-
16in Lemman 7.3 mukaan on (mod p™*1)

,
flr+tp™) = fr) +p™ f/(r) = f(r) +p" (kp - %)
= f(r) = f(r) =0,
missa k € Z.
(i) Oletetaan, ettéi f'(r) =0 (mod p) ja f(r) =0 (mod p™*!'). Nyt
f'(r) = kp jollain k € Z ja kaikilla t on (mod p™™!)
flr+tp™) = f(r) +tp™ f'(r) = f(r)thp™ " = f(r) = 0.
(iii) Oletetaan nyt, ettd f'(r) =0 (mod p) ja f(r) Z 0 (mod p™*1).
Nyt f'(r) = kp jollain k € Z ja samalla laskulla kuin edelld saadaan
kaikilla ¢ on (mod p™*1)

flr+tp™) = f(r) +tp™ f'(r) = f(r)thp™ " = f(r) £ 0.
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FEsimerkki 7.4. a) Ratkaistaan yhtalo
f(x)=32> +522 +2=0 (mod 243).

Koska 243 = 3°, voidaan kiytta# Lausetta 7.1. Tarkastellaan siis ensin
mod 3

f(0)=3-0°4+5-0*+2=2#0,
f()=3-1°4+5-1>+2=10=1#0,
f(2)=3-2°+5-22+2=46=1%0.

Siis kaikilla @ € Z on [f(a)]3 € {[1]s, [2]3} eikd yhtdl6lld ole siten yhtédn
ratkaisua.
b) Ratkaistaan yht&lo

f) =32 +522 +1=0 (mod 243).
Tarkastellaan taas ensin mod 3
f(0)=3-0°4+5-0*+1=1%#0,
f(1)=3-1°4+5-1*+1=9=0,
f(2)=3-2°4+5-22+1=45=0.
Seuraavaksi lasketaan f’(z) = 922 + 10z ja edelleen mod 3
f(1)=9-1"410-1=19=1,
fl(2)=9-22+10-2 =56 =2.
Siirrytddn seuraavaksi laskemaan ratkaisut mod 9
f()=3-1°4+5-1*+1=9=0,
f(2)=3-2°+5-224+1=45=0.
Tamén jilkeen etsitddn ratkaisut mod 27
f(1)=3-1"+5-1>4+1=9=#£0,

joten ratkaistavaksi jad yhtalo

tf'(1) = —% (mod 3)

jonka ratkaisu on ¢t = 2 (mod 3). Siten yksi ratkaisu mod 27 on
F1+2-9) = f(19) = 0.
Etsitdin toinen ratkaisu. Huomataan ensin, etti
f(2)=3-2°+5-224+1=45=0,

joten ratkaistavaksi jad yhtalo
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jonka ratkaisu on myos t = 2 (mod 3). Siten toinen ratkaisu alkuperii-
selle yhtalolle mod 27 on

F(242-9) = f(20) = 0.

Siirrytddn laskemaan mod 81.

f(19) =27 #£ 0,
joten toinen ratkaisu saadaan yhtalon
19
tf'(19) = —%7) (mod 3)

avulla, jonka ratkaisu on t = 2 mod 3. Siten ensimméinen ratkaisu on
f(19+2-27) = f(73) =0 (mod 81).
Toisaalta
f(20) =0 (mod 81)
on toinen ratkaisu ja muita ei ole, silla
f'(20) 20 (mod 81).
Etsitadn lopuksi ratkaisut mod 243.
f(73) =1 (mod 3)
ja
f(73) =81 (mod 243),
joten naistd saadaan yksi ratkaisu laskemalla ensin yhtalosta

f(73)

1f'(73) =~ (mod 3)

ratkaisu ¢t = 2. Siis
f(73+2-81)= f(235) =0 (mod 243).

Koska

f(200=2#£0 (mod 3)
ja

f(20) =0 (mod 243),
on kaikki ratkaisut 16ydetty. Siis alkuperdisen yhtdlon

f(z) =0 (mod 243)

ratkaisut ovat

=20 ja x = 235.

Myo6s yhtalét modulo n, missd luvulla n on useampi alkulukutekijé
voidaan palauttaa pienempimodulisten yhtiloiden ratkaisemiseen kii-
nalaisen jadnnoslauseen tyyliin.
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Lause 7.5. Olkoon luvun m € N alkulukuesitys

m = Hp;m
i=1
Olkoon lisiksi a;, i = 0,1. .., k, kokonaislukuja. Tdlloin yhtdlon
apx® + ap_ 2" P+ Far+ag=0 (mod m)
ratkaisut ovat tasmdlleen yhtdloryhmien

r=uz; (mod pi")

r=1zy (mod p5y?)
r=x, (modp)
ratkaisut, missa kukin x; on yhtdlon
arx® + a1 2" P+ Far +ag=0 (mod pit)
eras ratkaisu.

Todistus. Toinen suunta on triviaali ja toinen seuraa kiinalaisesta jain-
noslauseesta. U

Esimerkk: 7.6. Ratkaistaan yhtalo
f() =32 +52* +1=0 (mod 1215).

Koska 1215 = 3° -5, on Lauseen 7.5 mukaan ratkaisut samat kuin
yhtaloryhmien

r1 =2 (mod 3°)
rg =x (mod 5)

ratkaisut, missi
f(x1) =0 (mod 3°)
ja
f(za) =0 (mod 5).
Yhtaloistd ensimmaisen ratkaisut jo tiedetdénkin Esimerkin 7.4 kohdan
b) perusteella. Ne ovat 27 = 20 ja x; = 235. Ratkaistaan siis yhtilo

f(z) =0 (mod 5)
kdymalld lapi kaikki vaihtoehdot mod 5
f(0)=3-0°4+5-0*+1=1%#0,

f()=3-1°4+5-1*+1=9#0,

f(2)=3-2°+5-22+1=45=0,
f(3)=3-3%4+5-3241=127 #0,
f(4)=3-4+5-42+1=273 £0.



70

Ratkaisut saadaan siis yhtaloryhmisté
{x =20 (mod 3°)
r=2 (mod5)
ja
{a; =235 (mod 3°)
r=2 (mod5)
Ratkaistaan niistd ensin ensimmaéinen. Ratkaistaan siis yhtalo
243y + 52 =20—-2 =18
ensin kayttamalla Eukleideen algoritmia
243 =48-5+3,5=3+2,3=2+1
ja sen jalkeen kirjoittamalla
1=3-2=3-(5—3)=2-3—-5=2(243—-48-5)—5=2-243—-97-5.
Nyt siis ensimmaéisen yhtdloparin ratkaisut ovat mod 1215
x=20-—2-18-243 = 992.
Vastaavasti jalkimmaéisen yhtdloparin ratkaisut ovat mod 1215
xr=235—2-233-243 = -8 = 1207.



