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Opintojakson kuvaus

Opintojaksolla késitellddin bayesildistd data-analyysia ja posteriorijakauman estimoinnissa
tarvittavia menetelmié, erityisesti Markovin ketju Monte Carloa. Kaytannon data-analyysiin
sovelletaan R-ohjelmistoa ja erilaisia Monte Carlo -simulointiohjelmistoja. Opintojaksolla
késitelladn mallinvalintaa ja mallikritiikkid Bayes-nédkokulmasta ja luodaan myo6s katsaus
edistyneempiin Bayes-menetelmiin.

Tarvittavia ja suositeltuja esitietoja:

« R
o Bayes-tilastotiede 1
e Yleistetyt lineaariset mallit, lineaarinen sekamalli

Osaamistavoitteet

Opintojakson suoritettuaan opiskelija osaa rakentaa hierarkkisia tilastollisia Bayes-
malleja kompleksisille ongelmille, osaa kéyttdd mallinnukseen kéytettivid ohjelmistoja
data-analyysissa, pystyy suoriutumaan vaativasta posteriorijakauman laskennasta, ym-
martdd MCMC-menetelmien kayttoon liittyvat ongelmat, ja osaa arvioida Bayes-mallien
sopivuutta.
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e Bob Carpenter, Andrew Gelman, Matthew D. Hoffman, Daniel Lee, Ben Goodrich,
Michael Betancourt, Marcus Brubaker, Jigiang Guo, Peter Li, and Allen Riddell. 2017.
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(2019). Visualization in Bayesian workflow. Journal of the Royal Statistical Society A,
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Ohjelmistot

Kurssilla padasiallisena tyokaluna toimii probabilistinen ohjelmointikieli Stan, jota myos
tuttu brms-paketti kayttda mallien sovittamiseen. Stanista ja muista Bayes-mallinnukseen
kehitetyistd ohjelmistoista kerrotaan tarkemmin seuraavassa luvussa.

Listaus kurssilla kaytettavista paketeista

Paketti Kayttotarkoitus

rstan R-kéyttoliittymépaketti Stan-mallien kaytt6on
bayesplot Bayes-analyysiin liittyvien kuvien piirtdminen
tidybayes Apuvilineitd Bayes-analyysiin

loo Bayes-ristiinvalidointi

rstanarm  brms-paketin kaltainen mallinnuspaketti
ggplot2 Yleinen graafien piirto (jota bayesplot kayttad)
dplyr Datan muokkaus

Lisdksi edelld mainitut paketit tarvitsevat suuren joukon muita paketteja toimiakseen.
Windows-koneen kéyttajat tarvitsevat myos Rtools-ohjelman.

Koska yll& mainitut paketit paivittyvéit usein, on hyva pitdd myos R ajantasaisena. Luen-
tomateriaalin kirjoittamishetkelld vihintadn R 4.4.1 olisi hyvé olla asennettuna, mutta van-
hemmallakin voi ehkd péarjatd (jos ei, niin pakettien asennusvaiheessa tulee kylla tésté il-
moitus).

Kokeile ensin toimiiko pakettien rakentaminen:

library("pkgbuild") # asenna normaalisti jos puuttuu

Warning: package 'pkgbuild' was built under R version 4.4.2

check build_tools(TRUE)

Found in Rtools 4.4 installation folder
Your system is ready to build packages!

RStudiota kaytettédessd tdméa aiheuttaa Rtools-ohjelman asennuksen, jos se puuttuu ko-
neelta. Voit my0s asentaa Rtoolsin suoraan lataamalla ohjelman taalta: https://cran.r-
project.org/bin/windows/Rtools/

Asenna sitten rstan-paketti. Periaatteessa tdmén pitéisi onnistua normaalisti komennolla


https://cran.r-project.org/bin/windows/Rtools/
https://cran.r-project.org/bin/windows/Rtools/
https://cran.r-project.org/bin/windows/Rtools/

install.packages("rstan")

Kokeile sitten toimiiko rstan ajamalla stan-funktion dokumentaation esimerkki.

Lisda ohjeita tarvittaessa: https://github.com/stan-dev/rstan/wiki/RStan-Getting-
Started


https://github.com/stan-dev/rstan/wiki/RStan-Getting-Started
https://github.com/stan-dev/rstan/wiki/RStan-Getting-Started

1 Johdanto

1.1 Bayes-tilastotiede lyhyesti

Bayes-tilastotiede tarjoaa systemaattisen tavan ennakkotiedon ja datan yhdistamiseen. Kai-
ken epdavarmuuden kuvaamiseen kéytetddn todennédkoisyyksia. Ennakkotietoa parametreista
0 kuvataan priorijakaumalla p(#). Dataa ehdolla parametrit kuvataan mallilla p(y|6). Ta-
voitteena on selvittda posteriorijakauma p(f]y). Aineisto siis péivittda priorijakauman pos-
teriorijakaumaksi. Ehdollisen todenndkoéisyyden méaritelmaa kayttden paddytdan Bayesin
kaavaan

0)p(0
ploly) = P, (1)
Bayes-péadttelyssa tilastotieteilijin on siis
1. Maaritettava priorijakauma p(6).
2. Mééritettava malli p(y|6).

3. Laskettava posteriorijakauma Bayesin kaavan avulla.

4. Arvioitava mallin sopivuutta dataan.

Kaikkiin néihin vaiheisiin liittyy merkittavid haasteita kdytdnnon tilanteessa.

1.2 Epavarmuuden lajit

Epavarmuus voidaan jakaa satunnaiseen eli aleatoriseen epavarmuuteen ja tietdmykselli-
seen eli episteemiseen epavarmuuteen. Aleatorinen epavarmuus on seurausta aidosta satun-
naisuudesta, jota ei ole mahdollista poistaa kerddmalla lisda havaintoja. Esimerkkeja ovat
rahanheitto (“alea iacta est”) ja kvanttimekaniikan ilmiot. Episteeminen epédvarmuus taas
liittyy siihen, ettd emme tiedd ilmiosté niin paljon kuin olisi mahdollista tietda. Esimerkiksi
epavarmuus vaeston keskipituudesta pienenee, kun poimimme vaestostd satunnaisotoksen
ja mittaamme otokseen valittujen henkil6iden pituuden.



Ennakkotietoa parametreista kuvataan priorijakauman avulla. Vahvan ennakkotiedon pe-
rusteella muodostettua prioria kutsutaan informatiiviseksi. Subjektiivisesta priorista puhut-
taessa korostetaan sitd, etta eri henkiléiden ennakkotiedot ja -kasitykset saattavat poiketa
toisistaan huomattavasti. Herkkyystarkasteluissa tutkitaan, kuinka erilaisten priorien kayt-
to vaikuttaa posteriorijakaumiin. Mitd enemmén dataa on kaytettavissa, sitd vihemmén
priorilla on merkitysté. Poikkeuksena on tilanne, jossa priorijakauman tiheysfunktio on nol-
la jollakin parametrin arvolla. Talloin posteriorijakauman tiheysfunktiokin on aina nolla
talla parametrin arvolla.

Bayes-tilastotiedettd kohtaan esitetty kritiikki kohdentuu usein priorijakaumien kéyttoon.
Usein huolena on, ettd posteriorijakauma maaraytyy liian voimakkaasti pelkéstdan prio-
rijakauman perusteella. Tétd huolta on pyritty vihentdmaéadn kiyttamalla epainformatiivi-
sia prioreita, jotka levittdvat todennékoisyysmassan mahdollisimman tasaisesti parametrin
maédrittelyjoukon ylitse.

Modernissa Bayes-tilastotieteessd suositaan usein heikosti informatiivisia prioreita. Télloin
lahtotilanne voi olla informatiivinen priori, jota laimennetaan jakamalla todennékéisyysmas-
sa lahtotilannetta tasaisemmin.

Toinen mahdollinen huolenaihe on se, ettd ennakkotiedon esittdminen jakaumamuodossa
voi olla hankalaa. Paras ennakkokésitys tutkittavasta ilmiostd saattaa olla asiantuntijal-
la, jolla on vain vahéiset tiedot tilastotieteestd. On epérealistista olettaa, ettd asiantuntija
talloin pystyisi esittdmadn tietdmyksensé suoraan tilastollisena jakaumana. Valittajaksi tar-
vitaan tilastotieteilija. Huolellisesti valittujen kysymysten avulla tilastotieteilija saavuttaa
ymmarryksen asiantuntijan ndkemyksistd ja esittdd ne priorijakaumana. Tétd kutsutaan
tietdmyksen koostamiseksi (elicitation).

1.4 Mallin maarittaminen

Mallin méérittdminen on térkein tilastotieteilijin tekemé valinta seké frekventistisessé etté
bayesilaisessa tilastotieteessé. Toisin kuin priorilla, mallilla on ldhes aina suuri merkitys ana-
lyysin lopputulokseen. Mallin tulee olla yhdenmukainen seka ilmitta koskevan tietdmyksen
ettd datankeruuprosessin kanssa. Bayes-tilastotieteessé kaytetdan usein hierarkkisia malleja,
joissa varsinaisten malliparametrien jakauma riippuu hyperparametreista.

1.5 Posteriorin laskeminen

Bayesin kaava 1.2 méarittelee posteriorijakauman yksikésitteisesti, mutta kaavan kayttoon
liittyy laskennallisia hankaluuksia. Tutkija maérittelee mallin p(y|#) ja priorin p(6), mutta
datan reunajakauma tulisi laskea kaavalla:



ply) = / p(y16)p(6) db, (12)

missé 6 yleenséd on moniulotteinen. Poikkeustapauksia lukuun ottamatta tdmé integraali ei
kuitenkaan ole lausuttavissa suljetussa muodossa. Mahdollisia ratkaisuja tdhdn ongelmaan
ovat:

o Konjugaattiprioreiden kaytto. Talloin priori ja malli valitaan siten, ettd posteriorija-
kauman muoto tunnetaan. Esimerkiksi jos ilmiotd mallinnetaan Poisson-jakaumalla
ja intensiteettiparametrille kdytetdan priorina Gamma-jakaumaa, parametrin poste-
riorijjakaumakin on Gamma-jakauma. Ratkaisu ei sovellu kéytettaviksi monimutkais-
ten hierarkkisten mallin kanssa. Yksinkertaisissakin tapauksissa konjugaattipriorilla
ei valttaméatta ole mahdollista kuvata ennakkotietoja totuudenmukaisesti.

e Analyyttinen integrointi. Joissakin tapauksissa integraalin 1.2 laskeminen analyytti-
sesti voi olla mahdollista.

e Numeerinen integrointi. Kéytdnnossa tdmé yleensd mahdollista vain, jos parametri-
vektorin dimensio on yksi tai kaksi.

e Approksimointi. Oletetaan esimerkiksi, ettd posteriorijakauma on normaalijakauma
ja maaritetddn tdmén jakauman parametrit datasta.

o Riippumattomien havaintojen tuottaminen posteriorijakaumasta. Téssé tapauksessa
luovutaan integraalin laskemista ja pyritddn sen sijaan tuottamaan otos posteriorija-
kaumasta. Padttely perustuu tdhén otokseen. Térkeysotanta kuuluu tdhén ryhméan.

e Riippuvien havaintojen tuottaminen posteriorijakaumasta. Bayes-laskennan yleisim-
min kiytetty tyoviline Markovin ketju Monte Carlo (Markov chain Monte Carlo,
MCMC) tuottaa riippuvia havaintoja posteriorijakaumasta.

1.6 Mallin sopivuuden arviointi

Keskeinen osa Bayes-pééttelya on mallinnuksen tuloksena saadun posteriorijakauman kriit-
tinen tarkastelu. Tutkija arvioi mallin sopivuutta dataan ja posteriorijakaumasta seuraavien
pédatelmien realistisuutta. Tarkasteluissa kaytetdédn erityisesti posterioriennustejakaumasta
generoituja havaintoja, koska niitd voidaan verrata aineistoon. Priorijakaumaan ja mallio-
letuksiin liittyvilla herkkyystarkasteluilla on myo6s térkea rooli. Mikali tutkija ei ole tyyty-
viinen malliin, hdn voi palata priorin ja mallin miarittamiseen.

1.7 Ohjelmistot

BUGS (Bayesian inference using Gibbs sampling) on deklaratiivinen ohjelmointikieli,
jolla kuvaillaan millainen malli on mutta ei maéaritelld, kuinka se estimoidaan. BUGS-
kehitystyo jatkui OpenBUGS-version (http://www.openbugs.net/) parissa, mutta vanhempi
WinBUGS-versio (http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/) on myos edelleen kéy-
tettévissd. R-paketin R20penBUGS avulla OpenBUGS-ohjelmaa voi kdyttdd suoraan R:n
kautta (OpenBUGS tulee asentaa ennen R20penBUGS-pakettia).



JAGS (Just Another Gibbs Sampler, http://meme-jags.sourceforge.net/) on vaihtoehtoi-
nen BUGS-toteutus. Se on koodattu C++-kielelld, toisin kuin aiemmat toteutukset, jotka
on koodattu vihemmén tunnetulla Component Pascal -kielelld. Taméa tekee siitd alusta-
riippumattoman ja helpommin kehitettdvian. OpenBUGS-mallit ovat yleensd kaytettavissa
JAGSissa suoraan tai pienten muokkausten jialkeen. JAGSia voi kdyttdd R-paketin rjags
kautta.

NIMBLE (http://r-nimble.org/) on vihemmén tunnettu mutta kokeilemisen arvoinen oh-
jelmisto, joka kayttéad ja laajentaa BUGS-syntaksia. Siind BUGS-mallit ovat ohjelmoitavia
R-olioita. Ohjelmakoodi kéddnnetddn C-++-kielen vilitykselld laskennan nopeuttamiseksi.
BUGS:in alkuperéisten algoritmien lisdksi NIMBLen on implementoitu SMC (Sequen-
tial Monte Carlo). Kayttdjan on helppo implementoida uusia algoritmeja ja jakaumia.
NIMBLEA voi kayttad R-paketin nimble kautta.

Stan (http://mc-stan.org/) on aktiivisesti kehitetty ohjelmisto, jonka syntaksi poikkeaa
BUGS-syntaksista. Toisin kuin BUGS:issa, mallit maéaritellidn imperatiivisella ohjelmointi-
kielelld, joka méarittelee, mitd tehddén ja missd jarjestyksessd. Staniin on implementoitu
MCMC-menetelmista ainoastaan HMC (Hamiltonin Morte Carlo) ja muunnelma sen adap-
tiivisesta versiosta NUTS (No U-Turn Sampling). HMC on yleensé (oikein sédddettynd) te-
hokas suuriulotteisissa tapauksissa, kun posteriorijakauma on epésddnnéllisen muotoinen
ja estimoitavilla parametreilla voimakkaita lineaarisia tai epélineaarisia riippuvuuksia. Al-
goritmi ei kuitenkaan toimi diskreeteilld posteriorijakaumilla, minka vuoksi Stania ei voi
kayttad malleissa, joissa on diskreettejd parametreja tai diskreetteja latentteja muuttujia.
Joissain tapauksissa on mahdollista marginalisoida téllaiset parametrit tai muuttujat pois
mallista. Saattaa olla my6s toimivaa korvata diskreetit latentit muuttujat vastaavanlaisil-
la jatkuvilla muuttujilla. (Esim. Poisson-jakauman voisi korvata Gamma(a,1)-jakaumalla,
jolla on sama odotusarvo ja varianssi.) Stan on yleenséd JAGSia hitaampi sovitettaessa yk-
sinkertaisia malleja mutta saattaa olla selvisti tehokkaampi sovitettaessa monimutkaisia
malleja. Stanissa on my6s implementoitu variaatiopaattely ( Variational Inference, VI), joka
on simuloinnille vaihtoehtoinen ldhestymistapa approksimatiiviselle Bayes-péaattelylle. Kun
Stan on asennettu, sitd voidaan kéiyttdd suoraan R-paketin rstan kautta.

Muissa data-analyysiin kéytetyissd ohjelmointikielissdé on enemmén vaihtoehtoja. Julia-
kieleen siséltyy paketti Turing, joka implementoi tavallisten algoritmien liséksi kaikki
edelld mainitut tehokkaat Bayes-laskennan menetelmét: SMC, VI, HMC, ja NUTS. Nama
ovat kaikki ohjelmoitu suoraan Julialla. Bayes-laskentaa (ja yleisemmin probabilistista
ohjelmointia) voi tehdd Pythonin paketeilla PyMC3, Pyro ja Edvard, joista PyMC3 on
talla hetkella pisimmélle kehitetty ja joka myos siséltéda kaikki edelld mainitut menetelmét.
Stania voi kidyttdd Pythonissa PyStan-paketin avulla.
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2 Hierarkkiset mallit

2.1 Aineiston rakenne

Havaintoaineistoissa on usein rakenne (hierarkia), joka vaikuttaa havaintoyksikoiden véli-
siin riippuvuussuhteisiin. Téllaista aineistoa kutsutaan myo6s klusteroituneeksi. Yksinkertai-
nen esimerkki on koululaisia koskeva data, jossa hierarkiatasot ovat valtio, kunta, koulu,
luokka ja oppilas. Téllaisen datan mallintamiseen kaytetdédn yleisesti hierarkkisia malleja.
Bayesiléisessa hierarkkisessa mallissa osa parametreista riippuu toisista parametreista, joita
kutsutaan hyperparametreiksi.

2.2 Graafiset mallit

Hierarkkinen malli esitetdédn usein suunnatun silmukattoman graafin avulla (Directed
Acyclic Graph, DAG). Yleisen kdytdnnon mukaisesti havaittuja muuttujia ja tunnettuja
vakioita merkitddn graafissa neliGilld ja tuntemattomia parametreja ja latentteja muuttujia
ympyroéilla. Nuolet osoittavat muuttujien ja parametrien véliset riippuvuussuhteet. Kuvassa
2.1 on esitetty kolme esimerkkié graafisesta mallista.

*E

Y

(a) (b) (c)

Kuva 2.1: Kolme yksinkertaista esimerkkié graafisesta mallista. Graafissa (a) parametri 6
riippuu hyperparametrista n. Graafissa (b) parametri § riippuu hyperparamet-
reista « ja 3, jotka ovat toisistaan riippumattomia. Priori faktoroituu muotoon
p(a)p(B). Graafissa (c) hyperparametrit « ja ( riippuvat toisistaan ja priori on
yleistd muotoa p(«, ).
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2.3 Vaihdannaisuus

Havainnot (satunnaismuuttujat) ovat (&érellisesti) vaihdannaisia (finitely exchangeable), jos
niiden jarjestyksen (indeksien) vaihtaminen ei muuta yhteisjakaumaa. Talloin havainnoille
Yy, -, Y, ja mille tahansa permutaatiolle 7(1), ..., m(n) pétee

P13 Yn) = PWn(1)s s Yn(n))-

Riippumattomuudesta seuraa vaihdannaisuus, mutta vaihdannaiset satunnaismuuttujat voi-
vat olla riippuvia. Jos havainnot eivét ole vaihdannaisia, ne voivat olla ehdollisesti vaihdan-
naisia. Kéytdnnossd ehdollinen vaihdannaisuus saavutetaan yleenséd olettamalla, ettd ha-
vainnot ovat riippumattomia ehdolla parametrit. Syvéllinen ja teoreettisesti merkittava de
Finettin esityslause ldhtee kuitenkin liikkeelle (ddrettomésta) vaihdannaisuudesta ja johtaa
sen perusteella Bayes-tilastotieteen koneiston. Adretén jono satunnaismuuttujia on (ddrettd-
mésti) vaihdannainen, jos mikéa tahansa dérellinen osajono on vaihdannainen. Laajennetun
version de Finettin lauseesta voi yksinkertaistettuna esittda seuraavasti

Lause 2.1. Tiettyjen sdanndllisyysehtojen vallitessa ddrettémdsti vathdannaisen jonon os-
ajonon y, ..., y,, yhteisjakauman voi esittid muodossa

pises) = [ TTotulop(o)ao

jollekin jakaumalle p(6).

Lauseen perusteella vaihdannaiset muuttujat voidaan tulkita ehdollisesti riippumattomak-
si ja samoin jakautuneiksi satunnaismuuttujiksi jostakin parametrisesta jakaumasta p(-|6),
jonka parametrille  kdytetdén priorijakaumaa p(6).

2.4 Hierarkkisen mallin sovittaminen

Tarkastellaan hierarkkisen mallin sovittamista kdytdnnon esimerkin avulla.

Esimerkki 2.1 (PISA-tutkimus). PISA-tutkimuksessa on mitattu oppilaiden lukutaitoa.
Aineisto sisdltdé tiedon koulusta (koodattuna), mutta ei sisélla tietoa luokasta tai kunnasta.
Olkoon y,; koulun j oppilaan ¢ saama pistemééaré. Pisteméérit on standardoitu siten, ettd
kansainvélisen vertailujakauman keskiarvo on 500 ja hajonta 100. Aineistossa on 4403 oppi-
lasta 148 eri koulusta. Ajatellaan, ettd oppilaiden osaamisessa voi olla koulukohtaisia eroja
eli saman koulun oppilaat on osaamistasoltaan enemmén samankaltaisia kuin eri koulujen
oppilaat. Kuvataan koulun j keskimédréistd tasoa parametrilla ;. Koska normaalijakau-
maoletus vaikuttaa tésséd tapauksessa perustellulta, valitsemme malliksi

Yij ~ N(eja 02)7

missii 02 on varianssiparametri (yhteinen kaikille kouluille). Parametreille 0, ja o? tarvit-

semme priorijakaumat.
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Koska tutkimuksessa mukana olevat koulut ovat satunnaisotos Suomen kaikista kouluis-
ta, on luontevaa olettaa koulukohtaisille osaamistasoille oma jakauma. Mallinnamme taté
populaatiojakaumaa normaalijakaumalla

Hj ~ N<N7w2>7

2

missé u ja w® ovat koulutason odotusarvo- ja varianssiparametri (hyperparametreja). Odo-

tusarvolle valitsemme priorin

w ~ Tas(0,1000).

Varianssiparametreille oletamme heikosti informatiiviset priorit

02 ~ Gamma(0.01,0.01)
w2 ~ Gamma(0.01,0.01).

Malliin liittyvd DAG on esitetty kuvassa 2.2.

Yij

Kuva 2.2: PISA-esimerkin graafinen malli.

Esimerkki 2.2 (Haastattelun stressivaikutus). Kokeessa osallistujilta (kiinted lukuméaéra)
mitataan kyselylla, onko henkilé kokenut ainakin yhden stressitapahtuman kuukausittain
haastattelutapahtumaa edeltdvané 18 kuukauden aikana.

Tutkitaan, onko haastattelutapahtuman ldheisyydella vaikutusta stressitilaan sovittamalla
yksinkertainen Poisson-jakauma.

On siis havaittu stressitapahtumien lukumaéaréd kuukausittain y,, ..., y;5. Malli tapahtumille
on

y;|A; ~ Poisson();), logA; = By + B4,
missé havainnot y,|\; oletetaan ehdollisesti riippumattomiksi. Prioriksi valitaan tasajakau-
ma:

p(607/81> ox 1.
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T4lloin posterioriksi saadaan

i=1

p(Bos B1ly) o exp (Z [y (Bo + B11) — exp(By + 51¢)]) :

Malliin liittyvd DAG on esitetty kuvassa 2.3

Yi

Kuva 2.3: Stressitapahtumaesimerkin DAG.

Téssé ongelmassa kiinnostuksen kohteena on erityisesti parametri 3, eli haastattelun léhei-
syyden vaikutus stressiin.

Huom. Yksilotason vaihtelua ei saada mallinnetuksi, koska kustakin henkiléstd on vain yksi
havainto. Vaihtelun mallintamiseksi tarvittaisiin toistomittauksia.
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3 Markovin ketju Monte Carlo

Bayes-tilastotieteessd Markovin ketju Monte Carloa (Markov chain Monte Carlo, MCMC)
kéytetddn havaintojen simulointiin posteriorijakaumasta. Tamé& tapahtuu rakentamalla Mar-
kovin ketju, jonka tasapainojakauma on kiinnostuksen kohteena oleva posteriorijakauma.

3.1 Markovin ketju

2

Masritelmé 3.1 (Markovin ketju). Satunnaismuuttujien jonoa (%), 0 92 . kutsutaan

Markovin ketjuksi mikali kaikilla ¢ > 0

p(FFV9O) 90y = p(pt+1)|9M)).

Satunnaismuuttujien #°), #1), 92 mahdollisia arvoja kutsutaan usein tiloiksi ja niiden

muodostamaa joukkoa tila-avaruudeksi. Markovin ketjussa tilasiirtymien todennékoisyydet
(tai tiheydet, jos tila-avaruus on jatkuva) riippuvat ainoastaan nykyisesté tilasta. Silld, kuin-
ka nykyiseen tilaan on paddytty, ei ole merkitystd tuleviin tilasiirtymiin. Tiettyjen ehtojen
vallitessa voidaan osoittaa, ettd kun ¢t — oo, satunnaismuuttujan 01 jakauma suppenee
kohti tasapainojakaumaa, joka ei riipu ketjun alkuarvosta 6(©).

Tehtéavana on siis luoda Markovin ketju, jonka tasapainojakauma on haluttu posteriorija-
kauma. Tamén toteuttamiseen on olemassa useita algoritmeja, joista tarkeimpia késitelldan
jatkossa. Liséksi tulee valita Markovin ketjun alkuarvo ja selvittdd milloin ketju on supennut
tasapainojakaumaansa.

3.2 Globaali ja lokaali tasapainoehto

Tarkastellaan Markovin ketjua, jonka tila-avaruus S on diskreetti. T&ll6in siirtyméa tilasta
i tilaan j voidaan merkité todennékoisyydelld p, ;.

Maaritelma 3.2 (Tasapainojakauma). Markovin ketjun tasapainojakauma on jakauma
{m;,i € S}, joka toteuttaa globaalin tasapainoehdon

> ;= m; kaikille j € S.
ieS
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Globaalissa tasapainoehdossa tarkastellaan siis erilaisia tapoja saapua tilaan j. Kun kunkin
lahtotilan ¢ todennédkoisyys méaratadn tasapainojakaumasta, paddytaan tilaan j tasapaino-
jakauman mukaisella todennékéisyydelld ;.

Tasapainojakauman olemassaolo voidaan osoittaa, mikéali tietyt ketjua koskevat ehdot tayt-
tyvit. Naista ehdoista tarkein on pelkistyméattomyys (irreducibility), joka takaa sen, ettd
siirtyminen mistéd tahansa tilasta ¢ mihin tahansa tilaan j on mahdollista &érelliselld mé&a-
ralla siirtymia.

Globaalin tasapainoehto ei ole kovinkaan kayttokelpoinen, kun tavoitteena on konstruoi-
da Markovin ketju, jolla on annettu tasapainojakauma. Simulointialgoritmit perustuvatkin
vahvempaan lokaaliin tasapainoehtoon

Lokaalissa tasapainoehdossa tarkastellaan siis siirtyméa kahden tilan valilla. Ehdon mukaan
tasapainotilanteessa on yhté todennakoistd havaita siirtymaé tilasta ¢ tilaan j kuin tilasta j
tilaan ¢. Lokaalista tasapainosta seuraa globaali tasapaino seuraavalla tavalla

DTy =Y Mpi =7 Y Py =

€S €S €S

3.3 Gibbsin algoritmi

Gibbsin algoritmissa Markovin ketju rakennetaan siten, ettd mallin parametreja paivitetadn
yksi kerrallaan. Uusi arvo generoidaan ehdollisesta jakaumasta, jossa ehtoina ovat muut pa-
rametrit. Aluksi mallin parametrit jaetaan k komponenttiin 0 = (60,,60,,...,6,). Yleensa
komponentit ovat skalaariparametreja, mutta ne voivat olla my6s vektoreita. Gibbsin algo-
ritmin vaiheet ovat:

1. Aseta alkuarvot 0%0), 0&0), e (9,20) jaasetat =0

2. Generoi ensin 9(1t+1) jakaumasta p(91|0<2t>, e 9,(5)) ja sitten 9(2t+1) jakaumasta

p(02|9<1t+1>,9§f),...,0;?) (jossa 6; on jo siis péivitetty). Jatka nédin kunnes kaikki

komponentit on paivitetty ja kasvata sitten iteraatiota ¢ yhdella.

3. Toista vaihetta 2 riittdvin monta kertaa (yleensd tarvitaan tuhansia iteraatioita).
Esimerkki 3.1 (Kaksiulotteisen normaalijakauman simulointi). Oletetaan, etté
X 1) W o o
(Xz 2 ) Ha o1y 03
On laskettava ehdolliset jakaumat. Téssé tapauksessa saadaan:

o
Xy Xy =29 ~N (/h + ;;P(wz — pg), (1 — 02)‘7%>

o
Xl Xy =2, ~N (HQ + fp<$1 — ), (1 — P2>U%> )
1
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012
0102

missd p = on korrelaatiokerroin.

Simulointi etenee seuraavasti: Olkoon alkuarvo (a:<10), a:go))T.

AN () (50 L (5
$(20) xgo) .%'gl) ZL'(QI)

Simuloinnin voi toteuttaa esimerkiksi R-ohjelmistolla seuraavasti

!

norm_sim <- function(mu, S, x_0, n_sim, n_burn) {

x <- matrix(ncol = 2, nrow = n_burn + n_sim)

x[1, ] <-x0 # alkuarvo

sl <- sqrt(S[1, 11) # x1:n keskihajonta

s2 <- sqrt(S[2, 2]1) # x2:n keskihajonta

s12 <- S[1, 2] # kovarianssi

rho <- s12 / (sl * s2) # korrelaatiokerroin

for (i in seq(2, n_burn + n_sim)) {

x[i, 1] <- rnorm(

n=1,
mean = mul[l1] + s1 / 82 * rho * (x[i - 1, 2] - mu[2]),
sd = sqrt(1 - rho™2) * si

)
x[i, 2] <- rnorm(
n=1,
mean = mu[2] + s2 / sl * rho * (x[i, 1] - mu[1]),
sd = sqrt(l - rho™2) * s2
)
}
x[seq(n_burn + 1, n_burn + n_sim), ]

3

mu <- c(4, 1)
S <- matrix(c(25, 10.5, 10.5, 9), ncol = 2)
out <- norm_sim(mu, S, c(0, 0), 5e3, 1e3)

Jakaumaa voidaan kuvailla esimerkiksi sen tunnuksilla, marginaalijakaumien histogrammeil-
la sekd otoksen hajontakuviolla.

Mean SD 2.5 % 97.5 %

r, 4.049294 5.064460 -5.868012 13.991879
T, 1.012624 3.012318 -4.974440  7.037718
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Hajontakuvio

X2

X1

3.4 Metropolis-algoritmi

Metropolis-algoritmissa kéaytetdédn ehdotusjakaumaa, josta generoidaan ehdotuksia Marko-
vin ketjun seuraavaksi tilaksi. Ehdotus voidaan hyviksya tai hylatéd. Jalkimmaisessa tapauk-
sessa seuraava tila on sama kuin nykyinen tila. Algoritmi perustuu siihen, ettd posteriori-
jakaumien suhde voidaan laskea normeeraamattomien posteriorijakaumien avulla, vaikka
Bayesin kaavan nimittdjad p(y) ei tunnettaisikaan. Olkoon 6, ja 6, kaksi parametrin 6
arvoa. Posteriorijakaumien suhteelle patee

p(Ouly)  p(0y)p(Wl0,)/p(y)  p(6,)p(yl6y)

p(0.ly)  p(0,)p(Wl6,)/p(y)  p(0,)p(yl6,)

Algoritmi voidaan esittaéd seuraavasti:

1. Aseta alkuarvo 6% ja aseta t = 0.
2. Toista vaiheita 3-5, iteraatioilla t =1,2,...,T.

3. Generoi ehdotus §* ehdotusjakaumasta ¢(6*|6*)). Ehdotusjakauman tulee tiyttis sym-
metrisyysehto ¢(6,]0,) = q(6,]6,) kaikilla 6, 6,.
4. Laske hyviksymistodennékoisyys normeeraamattomien posteriorijakaumien avulla

_ mind 1 PRI
‘- {1’ p(9(t>)p(y|9“>)}

5. Aseta
gt+1) _ {9* todenniikdisyydell o,

6 muutoin.

Metropolis-algoritmi toteuttaa lokaalin tasapainoehdon. Tamaéan osoittamiseksi tarkastel-
laan Markovin ketjun siirtymétodennakoéisyyksia

X . o 6 *
pera) = 417 09) min {1, St ) 6"+ 0,

- / . I’ 0’ "
a(O"100) + 32 g0 (0'16) (1 - min {1, FGENGS L), 0= 01,
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Lokaali tasapaino edellyttii ehdon p(6®|y)P(6*|01) = p(0*|y)P(0V)]6*) voimassaoloa. Jos
6" = 6), ehto toteutuu suoraan. Tilanteessa 6* # 6(!) saadaan

= ¢(0"6*) min {p(6"|y), p(6V|y) }

— p(0y)q(6016") min { 1, PO
(6 (@6 min {1, 2010

= p(0°[y) P(67]6%),

missé toisella rivilli on kéytetty ehdotusjakauman symmetrisyysominaisuutta g(6*|6®)) =
q(6'"]6").

3.5 Metropolis-Hastings-algoritmi

Metropolis-Hastings-algoritmissa Metropolis-algoritmia muokataan siten, ettd ehdotusja-
kauman ei tarvitse tdyttdd symmetrisyysehtoa. Algoritmi voidaan esittdd seuraavasti:

1. Aseta alkuarvo 69 ja aseta t = 0.
2. Toista vaiheita 3-5, iteraatioilla t =1,2,...,T.

3. Generoi ehdotus §* ehdotusjakaumasta ¢(6*|9*)). Ehdotusjakauman ei tarvitse téyttia
symmetrisyysehtoa.

4. Laske hyviksymistodennikoéisyys ehdotusjakauman ja normeeraamattomien posterio-

rijakaumien avulla
: p(0")p(yl07)a(016")
= 1
! “““{ ' p(E@)p(y[6)g(6°]6%)

5. Aseta
olt+1) — {9* todennékoisyydelld o,

6 muutoin.

Metropolis-Hastings-algoritmia voidaan kdyttéd Gibbsin algoritmin osana. Parametri, jonka
ehdollista jakaumaa ei kyeta laskemaan, voidaan paivittad Metropolis-Hastings-algoritmilla.
Toisaalta Gibbsin algoritmi voidaan ndhda Metropolis-Hastings-algoritmin varianttina, jossa
ehdotukset tuotetaan komponenteittain ehdollisista jakaumista ja hyviksytadn todennékoi-
syydella 1.
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3.6 Ketjun suppenemisen tarkastelu

MCMC-menetelmié kéytettdessd tulee varmistaa, ettd ketju on supennut tasapainojakau-
maan. Ketjun alkupddn havainnot eivét ole peréisin tasapainojakaumasta eiké niitd tédsté
syysta tule kayttaéd posteriorijakaumaa estimoitaessa. Ketjun alkua kutsutaan nimella 1am-
mitys tai sisdédnajo (englanniksi burn-in tai warm-up). Monet ohjelmistot poistavat oletusar-
voisesti ketjun ensimmaisen puoliskon, ellei kayttaja toisin maaraa.

Ensimmaéinen tapa arvioida ketjun suppenemista on silmdmaééarainen tarkastelu. Ketjun tuli-
si ndyttda satunnaiselta vaihtelulta vakiona pysyvin keskiarvon ympérilld. Silmédmaéaérédisen
tarkastelun avulla on usein mahdollista todeta, etta ketju ei ole viela supennut, mutta sup-
penemisen varmistaminen pelkéstédén télld tavalla ei ole tdaysin luotettavaa. On yleisté, etta
jokin mallin parametri on supennut mutta jokin toinen parametri ei ole. Kaikkien paramet-
rien systemaattinen tarkastelu kuvaajien avulla voi vieda paljon aikaa, koska Bayes-malleissa
usein satoja tai tuhansia parametreja.

Edistyneemmaét suppenemistarkastelut vaativat usean eri ketjun kayttdmista. Ketjujen al-
kuarvojen tulisi selvéisti poiketa toisistaan, jotta alkuarvojen vaikutusta suppenemiseen voi-
daan tarkastella. Samaa alkuarvoa kaytettéessd osa mahdollisista ongelmista voi jaada huo-
maamatta. Ketjujen kéyttdytymistda voi edelleen tarkastella silmémaééraisesti esimerkiksi
piirtdmaélla (saman parametrin) eri ketjut samaan kuvaan. Suppenemisen tarkastelemiseen
on myo6s ehdotettu erilaisia tunnuslukuja, joista seuraavaksi esitelliin usean ohjelmiston
kayttdméa tunnusluku mahdollisen skaalan pienenemisen kerroin R (potential scale reduc-
tion factor).

Tunnusluku perustuu ketjujen sisdisen ja ketjujen valisen vaihtelun vertaamiseen ja siita
on esitetty useita eri versioita kirjallisuudessa. Seuraava méaritelmé on niin sanottu jaettu-
jen ketjujen R (split R) Idea téssd tunnusluvun variantissa on, ettd sen tulisi huomioida
samanaikaisesti ketjujen mahdollinen epéstationaarisuus ja huono sekoittuminen. Olkoon
kaytossa my ketjua, joista jokaisesta on simuloitu n, havaintoa. Jatetdan nyt ensimmainen
puolikas havainnoista pois lammittelyjaksona (eli n,/2 havaintoa). Jaetaan nyt jokainen ket-
ju kahteen osaan siten, ettd ensimméiseen osaan valitaan ensimmaiset n, /4 jéljelle jadneista
havainnoista, ja toiseen osaan viimeiset n,/4 havaintoa. Ajatellaan nyt jaettuja ketjuja eril-
lisind siten, etta kasiteltavd ketjujen méérd on m = 2m, joista jokaisesta on n = ny/4
havaintoa.

Skalaariparametrista 6 on kiytosséd simuloidut arvot 89, i =1, ..., n, j =1, ..., m. Ketjujen
valista vaihtelua kuvaa nelisumma

n

IR VR O IR CO RS I WY ORI I o e )
B_mlj;(e 0 '), missi 0 _n;O ja @ _m;G N ERY

Ketjujen sisdista vaihtelua kuvaa neliGsumma

1 G 2 e e D ]- . iq *(.7) 2
W:—Zsj, mlssasj:mZ(GW)—H ).
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Siséinen varianssi W aliestimoi posteriorivarianssia Var(6|y), koska dérellinen ketju ei vélt-
tdmatta ole kdynyt ldpi koko parametriavaruutta. Sen sijaan estimaattori

n—1 1

Var (0ly) = W+ B

yliestimoi posteriorivarianssia. Sekd W ettd V ovat posteriorivarianssin tarkentuvia esti-
maattoreita. Tunnusluku R perustuu néiden kahden estimaattorin suhteeseen

/\+
~ Var (0
o ( !y)’
W
joka suppenee kohti arvoa 1, kun n — oco. Kéaytdnnossa ketjun katsotaan supenneen, jos
R < 1.05 kaikille parametreille.

3.7 Tehokas otoskoko

Koska Markovin ketjut tuottavat riippuvia havaintoja, otos sisaltaa tyypillisesti vihemmaéan
informaatiota kuin samankokoinen otos riippumattomia havaintoja. Tehokkaan otoskoon
tarkoituksena on kertoa, kuinka suurta riippumatonta otosta kaytettdvissa oleva ketju vas-
taa. Esimerkiksi Stan estimoi tehokkaan otoskoon automaattisesti. Tehokkaan otoskoon voi
estimoida esimerkiksi my6s coda-paketin funktiolla effectiveSize.

Mikéli ketju on tasapainotilassa, riippuvuudella ei ole vaikutusta odotusarvoon. Ketjujen vé-
linen vaihtelu B (kaava 3.1) sen sijaan on suurempaa kuin riippumattomalla otoksella. Mita
suurempi ketjujen autokorrelaatio on, sitd enemmén B poikkeaa riippumattoman otoksen
vaihtelusta.

Tehokas otoskoko madritelladn ketjun autokorrelaation avulla eri viiveitd (lags) tarkastele-
malla. Viiveen k > 0 autokorrelaatio p,, ketjulle, jonka yhteisjakauman on p(#) odotusarvolla
1 ja varianssilla o2, médritelliin seuraavasti

= 3 [0 = (60— )p(6) db. (3.2)
S

o2

Autokorrelaatio mittaa ketjujen 6*) ja 0+%) vilista korrelaatiota, eli siis alkuperiisen ketjun
0®) ja siité k indeksid siirtdmalld saadun ketjun vélisté korrelaatiota.

Otoskokoa n vastaava tehokas otoskoko maaritelldan autokorrelaatioiden avulla seuraavas-

ti:
n n

Neff = 00 = 00 .
Zk:,w Pk 1+ 2Zk:1 Pk

Otoksesta laskettuja autokorrelaatioita kayttdmalld tehokkaalle otoskoolle voidaan johtaa

estimaattori
~ mn

Nef = — K~ 7
1 +22k:1 Pk

missé p,, on estimaatti viiveen k autokorrelaatiolle joka on laskettu m ketjusta. Estimoin-
nissa kéytetty maksimiviive K on pienin pariton luku, jolle py i + pr o <O0.
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4 Mallikritiikki ja mallin valinta

Mallikritiikissa tarkastellaan mallin sopivuutta dataan. Mallikritiikkiin liittyvat menetelmét
ja periaatteet ovat aktiivinen tutkimusaihe Bayes-tilastotieteessé.

Mallin sopivuutta tulisi arvioida uudella datalla, jota ei ole kaytetty mallin sovittamises-
sa. Tdmén toteuttamiseksi data voidaan jakaa opetusaineistoon y; ja testiaineistoon y,.
Jos téllainen jako toteutetaan usealla eri tavalla, puhutaan ristiinvalidoinnista. Erilaiset
informaatiokriteerit pyrkivit myos mittaamaan mallin sopivuutta uudessa datassa. Infor-
maatiokriteereiden arvo riippuu uskottavuudesta ja mallin parametrien lukuméaarasta.

4.1 Posterioriennustejakauman tarkastelu

Bayes-tilastotieteessé tulokset esitetddn parametrien posteriorijakaumana. Parametrien pos-
teriorijakaumaa p(6|y;) ei voi suoraan verrata todellisiin arvoihin y,., vaan vertailu tulee teh-
di posterioriennustejakauman p(4.|y;) avulla. Posterioriennustejakauma saadaan integroi-
malla posteriorijakauman ylitse

p(Jelyy) = /p(ﬂc\ﬁ)p(myf) do.

Kiytannossi tdma toteutetaan siten, etté jokaisella MCMC-ketjun arvolla ) generoidaan
mallista uusi havaintoaineisto gé”. Niitd posterioriennustejakauman tuottamia toistoaineis-
toja verrataan testiaineistoon y,.

Kaytédnnossa ei yleensé jaeta aineistoa vaan kiytetdén samaa aineistoa seké estimointiin etté
mallintarkistukseen (y, = y f). Talloin diagnostiikat ovat todennékoisesti konservatiivisia, eli
ne eivét osoita poikkeamaa mallin ja havaintoaineiston valillé kovinkaan herkasti.

4.2 Bayes-p-arvo

Bayes-p-arvo (eli posterioriennuste-p-arvo) kertoo, kuinka hyvin testidata ja posterioriennus-
tejakauma vastaavat toisiaan jonkin kiinnostuksen kohteena olevan ominaisuuden suhteen.
Olkoon T'(y,.) jokin datasta laskettu tunnusluku, jota voi nimittdd myos testisuureeksi. Esi-
merkiksi aineiston minimi tai maksimi voi olla téllainen tunnusluku. Bayes-p-arvo lasketaan
todennakoisyytend, etté

PBayes =P(T(F.) > T(y.)|ys)

- / [(T(5,) > T(.)p(Foly;) d



missd I on indikaattorifunktio. Bayes-p-arvon laskemiseksi tarvitaan siis posterioriennuste-
jakaumasta useita simuloituja otoksia, joiden koko on sama kuin testiaineiston y,.. Téll6in
p-arvo saadaan sellaisten otosten suhteellisena osuutena, joilla niistd laskettu testitunnus-
luku ylittdd testiaineistosta lasketun tunnusluvun. Jos ppyes tai 1 — ppayes On pieni, malli
sopii huonosti dataan sen ominaisuuden osalta, jota tunnusluku 7'(y,.) kuvaa.

Testisuure voidaan yleistdé niin, ettd se riippuu myo6s mallin tuntemattomista parametereis-
ta. Olkoon T'(y, 0) téllainen testisuure. TAlloin Bayes-p-arvo maaritellddn

pBayes = P yc?e) > T<ym )|yf)

/ / (§e:0) = Ty, 0))p(5c|0)p(Olyy) djcb.

4.3 Jaannokset

Frekventistisessé tilastotieteessd mallikritiikki perustuu usein mallin jadnnoésten tarkastele-
miseen. Jaannoksia voi tarkastella myos Bayes-tilastotieteessa.

Standardoitu Pearsonin jadnnos r; havainnolle y, lasketaan parametrien funktiona

yi — E(y;10)

r.(0) =
i(0) = Var(y \0)

Standardointi toimii jatkuvien muuttujien tapauksessa. Jadnnoksia r;(0) voi verrata N(0, 1)-
jakaumaan, mutta formaali inferenssi on hankalaa, koska jadnnokset eivat ole toisistaan
riippumattomia.

Jos vastemuuttuja on diskreetti, mallin sopivuutta voi tarkastella vertailemalla havaittuja ja
ennustettuja suureita sopivasti méaritellyissa luokissa. Niin sanottujen devianssijadnnosten
tarkastelu voi my0s olla hyodyllisté joissakin tapauksissa.

4.4 Devianssi

Devianssi on —2 kertaa log-uskottavuus méériteltynéd parametrien funktiona

D(6) = —2logp(y6).

Stanissa devianssille voidaan laskea posteriorijakauma samaan tapaan kuin malliparamet-
reille. JAGSissa devianssin posteriorin méaérittdmiseksi tulee log-uskottavuus mééritella ek-
splisiittisesti mallissa. NIMBLEssa voi tehdé samoin tai méaaritelld log-uskottavuus erillisenéd
funktiona. Devianssia ei yleensé yritetd tulkita sellaisenaan, vaan sitd kéytetddn informaa-
tiokriteereiden osana.
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4.5 Informaatiokriteerit

Informaatiokriteereitd kéytetdédn valittaessa parasta mallia tarjolla olevista ehdokkaista.
Uutta aineistoa ei eksplisiittisesti ole kaytossd, mutta malleja rangaistaan kéytetysta te-
hokkaasta parametrien lukuméérasta. Tehokas parametrien lukuméara ottaa huomioon pa-
rametrien vélisen riippuvuuden. Jos malli parametrisoidaan toisella tavalla niin tehokas
parametrien maara voi muuttua.

Devianssi-informaatiokriteeri (Deviance Information Criterion, DIC) perustuu odotet-
tuun devianssiin

D = By, (D(0)) = / —~2log p(y|0)p(0]y) b

ja posterioriodotusarvon devianssiin D(6), missd § = E(f|y). Parametrien tehokas mira
saadaan naiden erotuksena

pp =D —D(9).

Jos osa parametreista on kategorisia, posterioriodotusarvon § mééarittdminen on ongelmal-
lista. DIC maéaritelladn odotetun devianssin ja tehokkaan parametrien méérian summana

DIC = D +pp =2D — D(6)

— / —Alogp(yl0)p(0ly) 4 — D(@).

Malli, jonka DIC-arvo on pienin, on kriteerin mukaan paras. Kriteeri voidaan esittda myos
muodossa o _
DIC =D +pp = D(0) + 2pp
= —2logp(y|6) + 2pp,

joka muistuttaa frekventistisesséd tilastotieteessd kéytettyd Akaiken informaatiokriteerié
(Akaike Information Criterion, AIC), kun @ tulkitaan suurimman uskottavuuden estimaa-
tiksi ja pp parametrien lukumaéérdksi. JAGS-mallista voidaan generoida DIC:n otoksia
funktiolla dic.samples.

Watanabe-Akaike-informaatiokriteeri (Watanabe-Akaike Information Criterion tai
Widely Awvailable Information Criterion, WAIC) kéyttdd odotetun devianssin ja poste-
rioriodotusarvon sijaan havaintokohtaisia lausekkeita ja noudattaa téten Bayes-filosofiaa
paremmin kuin DIC. Erds WAIC-versio mééaritellidn seuraavasti

WAIC = 23 [2105 | (0 0i615)d0) ~ [ 1ox(o(010)pt01) 0]

Kun kéytossi on otos posteriorista 81, ..., 0(T) WAIC voidaan estimoida kaavasta
- n 1 T T
WAIC = 2 | 2log | & > p(u:[0") Z (p(y;10))
i—1 t=1 =1
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NIMBLE sisaltda implementaation WAICin laskemiseksi, mutta se kayttda tehokkaan pa-
rametrien lukuméirdn estimoinnissa edellisestd poiketen otosvariansseja, jolloin WAIC:in
estimaattori on

o n 1 T 1 T 2
WAIC, = —2 Z; [log (T ;p(yiw@)) — 71 > (log(p(y]0") —log(p(y;|09)))

t=1

missi log(p(y,{00) = £ 3, log(p(y;[0)).

4.6 Bayesin tekija

Bayesin tekijda (Bayes Factor) voi kiyttda kahden mallin vertailemiseen. Olkoot M; ja M,
kaksi mallia, joiden prioritodenndkéisyydet ovat p(M;) ja p(M,). Bayesin tekijaksi kutsu-
taan suhdetta

p(y|M;)

B=—"—
p(y|My)
joka kertoo, kuinka paljon data muuttaa ennakkokasityksia. Mallien posterioritodennakoi-

syyksien suhde on
p<M1‘y) p(M;)p(y| M) . p(My)

p(Myly)  p(My)p(y|My) — p(My)

Bayesin tekiji ei ota huomioon parametrien méarda malleissa. Usein mallien keskiarvoista-
minen tai laajentaminen on parempi vaihtoehto kuin mallin valinta Bayesin tekijan avulla.

4.7 Mallien keskiarvoistaminen

Yksi ratkaisu mallin valintaan on mallien keskiarvoistaminen. Tall6in sovitetaan kaikki mal-
lit ja ennusteina kéytetddn painotettua keskiarvoa mallien antamista ennusteista. Olkoot
p(M,), ..., p(My ) mallien M, ..., M prioritodennékoisyydet. Mallien posterioritodennakoi-
syyksié
p(M.[y) = II;(Mr)p(yIMT)
2 P(My)p(y| M)

kaytetadn painoina laskettaessa posterioriennustejakaumaa

=

p(@ly) = p(Fly, My,)p(Myy).
k=1

4.8 Valintapriorit

Tarkastellaan mallinnustilannetta, jossa potentiaalisia kovariaatteja on paljon, mutta on
syytéd uskoa, ettd vain pieni méaéré niistd on tarkeitd. Toisin sanoen kovariaattien uskotaan
kuuluvan kahteen eri ryhméén, mutta etukateen ei pystyté kertomaan mihin ryhmaén kukin
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kovariaatti kuuluu. Téllaisen ennakkotiedon kuvaamiseen voi kéyttaa valintaprioreita. Lii-
tetdan kuhunkin kovariaattiin j = 1,..., J indikaattorimuuttuja I;, joka saa arvon 1 mikali
kyseessé on téarked selittdja ja arvon 0 muutoin. Priorit méarataén siten, ettd todennékoi-
Syys p(Ij = 1), j = 1,...,J on pieni. Kovariaattien regressiokertoimille Bjyj=1,...J
maédritetdan ehdolliset priorit

p(B;11; = 0) todennékdisyysmassa keskittyy origon ympéristoon (tai origoon)

p(B;|1; = 1) todennikéisyysmassa levidd laajalle alueelle.
Priorijakaumasta tulee talloin seosjakauma
p(/Bj) = p(Ij = 1)19(/83"]]' =1) +p<Ij = 0)1’(53"[]' =0).

Malli voi olla esimerkiksi yleistetty lineaarinen malli. Posterioritodennékéisyys p(/; = 1[y)
kertoo, onko kovariaatti j tdrkeé selittdja vai ei. On mahdollista sovittaa toinen malli, johon
otetaan mukaan vain kovariaatit, jotka ovat téarkeitd valintaposteriorin perusteella.
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5 Regressiomalleja

5.1 Sensuroidut havainnot

Sensurointi on mahdollista ottaa huomioon posteriorin mééarittadmisessi. Tarkastellaan sen-
suroinnin kéasittelyéd esimerkkien avulla:

Esimerkki 5.1 (Eksponenttijakautunut elinaika). Oletetaan, ettd havaintoihin yy,...,y,
liittyvét seuraavat oletukset.

1. Havainnot noudattavat jakaumaa Exp(€) jollakin 6 > 0.
2. Havainnot ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla 6, ts. ne ovat vaihdannaisia.

3. Havainnoinnissa on tehty sensurointi oikealta tunnettuun arvoon a > 0: Jos y; < a,
havainto tehdéén ja jos y; > a, niin havainto on sensuroitu (niistd pidetddn lukua).

Naista oletuksista ensimmaéinen koskee populaatiojakaumaa, kun taas oletukset 2—3 koskevat
havainnointia. Tall6in saadaan

p(ylo) = T] pwil6) x T] S(al6),

yisa yi>a

missa S(ald) = P(y; > alf) on elossaolofunktio. Siten
P, nl0) = [ [0e70%) x [e700)" " = e 0wt tnmma]
i=1

missd m on sensuroimattomien havaintojen lukumééra (ja n — m on sensuroitujen havain-
tojen lukumaéra).

Oletetaan, ettd 6 noudattaa gammajakaumaa Gamma(c, ). Silloin

p(6la, ) = Ff;)ea—le—ﬁ@

x 0 1e= B0 9 > 0.

Priorin myo6té syntyy kaksi uutta parametria, gammajakauman muotoparametri o ja kdan-
teinen skaalaparametri 5. Naille tulee asettaa priori: jos « ja [ oletetaan a priori riippumat-
tomiksi, niin silloin on maériteltiva p(a) ja p(B), muulloin yhteisjakauma p(«, 3).
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Oletetaan nyt, ettd « ja 8 ovat a priori riippumattomia ja tunnettuja vakioita: @« = A ja
f = B. (Namé ovat degeneroituneita jakaumia). Vaihdannaiset havainnot ovat vy, ..., v, ja
n — m havaintoa on sensuroitu arvoon « > 0. T&ll6in

p<9‘y) X eme_e[zzl yi+(n—m)a] 9‘4_1@—39

— 9A+m—16—9[B+Ei:1m y;+(n—m)a]

)

kun 6 > 0. Tamé& jakauma on

Gamma(A + m, B + Z y; + (n—m)a).

i=1

Tarkastellaan seuraavaksi aineistoa device.dat, joka sisaltdé 50 eri laitteen kdyttoajat vuo-
sissa. Mikéli laite on ollut kaytossa yli 8 vuotta, ei sen todellista kdyttoaikaa ole havaittu.
Kéyttoaikojen oletetaan noudattavan jakaumaa Exp(6). Sovitetaan nyt edelld kuvailtu malli
Stanilla.

scode <- "
data {
int<lower=0> n; // havaintojen lukumd&ra
int<lower=0> m; // sensuroimattomien havaintojen lukum&ara
real a; // sensuroinnin raja
real y[m]; // havainnot

}

parameters {
real<lower=0> theta;

b
model {
theta ~ gamma(l, 1);
y ~ exponential(theta);
target += (n-m) * exponential_lccdf(a | theta);
// eksponenttijakauman komplementaarisen kumulatiivisen jakaumafunktion
// eli eksponenttijakauman elossaolofunktion logaritmi
}

# Poimitaan sensuroimattomat havainnot erilleen
device_obs <- devicel[device$time < 8, ]

# Kaikkien ja sensuroimattomien havaintojen lukum&&arat
n <- nrow(device)

m <- nrow(device_obs)

# Sensuroinnin raja datassa
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a <- 8.0

fit <- stan(
model code = scode,
data list(n = n, m =m, a = a, y = device_obs$time),
iter = 2000,
verbose = FALSE

Parametrin 6 posteriorijakauman odotusarvo on 0.161 ja keskihajonta 0.027, ja 95 %:n
posteriorivéliksi saadaan (0.114, 0.218).

Posteriorijakaumaotoksen histogrammi ja teoreettisen Gamma-posteriorin kuvaaja (sinisel-
14):

104
[
>
(O]
£
=
5 -
0-

010 015 020 025

Parametrin 6 otospolku lammittelyjakson jidlkeen yhdessd Stanin ketjuista on

0
0.25
0.20
D
0.15
0.10
0 250 500 750 1000
Index

Esimerkki 5.2 (Kemoterapia-aineisto). Tarkastellaan aineistoa, jossa kultakin potilaalta
on mitattu elinaika hoidon aloittamisesta alkaen. Elinajat ovat osittain sensuroituja, ja
koeasetelmassa on kaksi ryhmaé, koeryhma ja kontrolliryhméa. Kovariaattina on potilaan
ikd. Kiinnostuksen kohteena on hoidon mahdollinen vaikutus elinaikaan. (chemo.dat)

30



On siis havaittu elinajat ¢y, ...,¢,, sensurointi 4y, ...,d,, sekd kovariaatit z;;, ..., x,, ;, missi

rn)
j=1,..,p.

njo

Sensurointimuuttuja §; madritelladn sellaiseksi, ettd §; = 1 jos havainto ¢ on tehty sensuroi-
mattomana, muuten J; = 0. Malli elinajoille on

p
logti = U + Zﬂja}” + Uei,
=1

Oletetaan, ettd virhetermit e, ovat riippumattomia ja noudattavat tyypin 1 Gumbel-
jakaumaa, jonka tiheysfunktio on

p(e) = exp(e — exp(e)).
Gumbel-jakauman karakterisointeja:

1. log-Weibull -jakauma.
2. erds GEV-perheen jakauma (generalized extreme value distribution).

3. kaksinkertainen eksponenttinen jakauma.
Mallissa on siis p + 2 parametria: p, 0, 5y, ..., 8,. Merkitaan:
o y; = logt;
s B= (51, ?6}))
o 2=y, —p— Z?Zl jxij)/a
o pi(y;lB,p,0) = %QXP(% —exp(z;))
o S, (y;18, 1, 0) = exp(—exp(z;)) (elossaolofunktio)

Uskottavuudeksi saadaan
p(y|ﬁv Hy O-) = H [pz(yzlﬁa L, O-)(Si Sz(yz)li(x] .
i=1

Oletetaan, ettd parametrit ovat a priori riippumattomat. Valitaan

® p(;ﬁ]> X 17 ] = 1)"'ap
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Vuosikymmen Onnettomuuksien lukuméara

18511860 4,5,4,1,0,4,3,4,0,6
18611870 3,3,4,0,2,6,3,3,5,4
1871-1880 5 3,1,4,4,1,5,5,3, 4
1881-1890 2,5,2,2,3, 4,2, 1,3, 2
18901900 1,1,1,1,1,3,0,0, 1,0
1901-1910 1,1,0,0,3,1,0,3,2,2
1911-1920 0,1,1,1,0,1,0,1,0,0
1921-1930 0,2,1,0,0,0,1,1,0,2
1931-1940 2,3,1,1,2,1,1, 1,1, 2
1941-1950 4,2,0,0,0,1,4,0,0,0
1951-1960 1,0,0,0,0,0,1,0,0,1
1961-1962 0,0

Normeeraamaton posteriori on

1
p(ﬁ’ﬂv O-‘y) (S gp(ylﬁ,/,t, U)'

Posteriorijakauman avulla voidaan tutkia esimerkiksi késittelyn vaikutusta, eri kovariaat-
tien vaikutusta tai kéasittelyryhmédn kuuluvan henkilon selviytymistd. Mallin sovittami-
nen esimerkiksi JAGSissa vaatii erityistoimenpiteité, silli Gumbel-jakaumaa ei suoraan ole
saatavilla. Talloin voidaan nojata esimerkiksi ns. “nolla-yksi -temppuun”, joka esitellian
luvussa Qref(sec:newdist). Stanissa Gumbel-jakauma on suoraan saatavilla, mutta sen para-
metrisointi poikkeaa edelld esitetystd. NIMBLEssa on mahdollista mééaritella uusi jakauma.

5.2 Muutospisteongelma

Stokastisten prosessien ominaisuudet eivat vélttdméattd pysy vakioina ajan suhteen. Esi-
merkiksi prosessin odotusarvo, varianssi tai jonkin muu ominaisuus voi muuttua yllattden.
Muutospisteongelmalla tarkoitetaan yleisesti tilannetta, jossa jonkin prosessin parametrien
osajoukon tiedetddn muuttuvan vihintédan kerran tietyn tarkastelujakson aikana. Tarkoituk-
sena on talloin selvittda ajanhetket, joissa muutokset tapahtuvat.

Esimerkki 5.3 (Hiilikaivosonnettomuudet). Seuraava aineisto kuvaa hiilikaivosonnetto-
muuksien méérdéd vuosina 1851-1962 (n = 112, coal.dat).
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Hiilikaivosonnettomuudet 1851-1962

o N~ O

1850 1875 1900 1925 1950
Vuosi

Havaitaan, ettd onnettomuuksien intensiteetti vuosina 1851-1882 on luokkaa 4 per vuo-
si, kun taas siitd eteenpain tdmé intensiteetti on hieman yli 1 per vuosi. Yksinkertainen
malli on Poisson-malli, jossa intensiteetti muuttuu yhden kerran tarkastelujakson aikana.
Muutoskohta pidetddn tuntemattomana.

Uskottavuus. Olkoon A intensiteetti muutospisteeseen k saakka ja p siitd alkaen. Olete-
taan, ettd on olemassa tdsmélleen yksi muutospiste. Silloin k& € {1,...,n — 1}, missd n on
havaintojen lukumééara. Oletetaan edelleen, etta

Y;| A\, i, k ~ Poisson(X), i=1,...;k, vaihdannaisia, ja
Y;| A\, i, k ~ Poisson(p), i=k+1,...,n, vaihdannaisia.
Lisdksi y; ja y;, ¢ < k, j > k ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla A, u, k.
Priorit. Asetetaan prioreiksi
e A~ Gamma(A, B)
o u~ Gamma(C, D)
o k~Tas({1,...,n—1})

Parametrit A, 4 ja k oletetaan lisdksi riippumattomiksi a priori. Valitaan heikosti informa-
tiiviset priorit asettamalla A = C' = 0.01 ja B =D = 0.01.

Posteriori. Edelld olevat valinnat johtavat normeeraamattomaan posterioriin

(A, ps kly) o< p(k)p(N)p()p(y|A, 11, k)
o NAFZ Ly 01 OF e 5L o= (BRI (D (n—K)],

Posteriorin simulointi MCMC-menetelmailla. Suoraviivaisin algoritmi on komponen-
teittain tapahtuva paivittdminen, jossa yhdelld kierroksella paivitetdan

e ) Gibbsin algoritmilla
e 1 edelleen Gibbsin algoritmilla

e k Metropolisin algoritmilla.
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Kyseessd on ns. “Metropolis within Gibbs” -ldhestymistapa. Gibbsin algoritmia kédytetain
paivityksissa silloin, kun parametrien ehdolliset jakaumat ovat helposti laskettavissa. Muul-
loin kdytetddn Metropolisin paivitysta.

Toimitaan siis seuraavasti:

(A k) = (A, k) = (N7, 1 k) = (A, ", B7).

1. ) :n paivitys
Lasketaan ehdollinen jakauma p(A|u, k,y)

P, k, ) oc AATE L Bl (BHRA,

joka on Gamma(A + Zle v, B+ k).
2. p :n paivitys
Lasketaan ehdollinen jakauma p(u|A, k, y)

PN, k) oc ACTEimki Yyl [Dn—k)IA

I’
n

joka on Gamma(C + Z]:kﬂ Y

D+ (n—k)).
3. k :n paivitys

Téssé ei ole mahdollista péédtyd yksinkertaiseen ehdolliseen jakaumaan p(k|A, u,y). Paa-
dytaan suosiolla Metropolis-Hastings -menetelméaén. Ensin on padtettiava ehdotusjakauma,
jonka arvojoukko on {1,...,n —1}. Pyritdan symmetriseen ehdotusjakaumaan (vaikka se ei
olekaan tarpeen) yhdistamalld aika-akselin ensimmaéinen ja viimeinen arvo:

% kun k = k*,
q(k,k*) = % kun |k —k*| =1,
0 muutoin,
mutta kuitenkin siten, etta

((n—1),1) =
n— ==
q ) 3
(-1 =1
n— =—.
q\ i, 3

Hyvéaksymistodennikoisyys on o = min(1,7), missé

k* k n n
r = )\Zizl Yim2j 1 Y; Mzi:k*+1 Yi2j ki1 Yi e~ (K —k)A+(k"—k)u

Implementointi

34



disaster_gibbs <- function(y, n_sim, n_burn, theta_0, A, B, C, D) {
n <- length(y)
# Tassad theta = (lambda, mu, k)
theta <- matrix(ncol = 3, nrow = n_sim + n_burn)
thetal[l, ] <- theta_ O
k <- thetall, 3]
for (i in 2:(n_sim + n_burn)) {
lambda <- rgamma(l, A + sum(y[1:k]), rate = B + k)
mu <- rgamma(l, C + sum(y[(k + 1):n]), rate =D + (n - k))
k_star <- sample((k - 1):(k + 1), size = 1)
if (k_star == 0) {
k_star <- n - 1
}
else if (k_star == n) {
k_star <- 1
}
r <- lambda” (sum(y[1:k_star]) - sum(y[1:k])) =*
mu” (sum(y[(k_star + 1):n]) - sum(y[(k + 1):n])) *
exp(-(k_star - k) * lambda + (k_star - k) * mu)
k <- ifelse(rbinom(1l, size = 1, prob = min(1l, r)), k_star, k)
thetali,] <- c(lambda,mu,k)
}
theta[seq(n_burn + 1, n_burn + n_sim), ]
}
dis_res <- disaster_gibbs(hiili, 2e4, le4, c(4, 1, 40), 0.01, 0.01, 0.01, 0.01)
dis_res[, 3] <- dis_res[, 3] + 1850 # muunnetaan erotus vuodesta 1850 vuosiluvuksi

Simuloinnin tuloksena saadaan seuraavat tunnusluvut parametreille A, i ja k

Mean SD 2.5 % 97.5 %

A 3.1415781 0.2935152 2.5898433 3.739479
“ 0.8944647 0.1140691 0.6851683 1.129907
k  1889.1730000 2.0584419 1886.0000000 1894.000000

Muutospisteen k posterioritodennékoisyysjakauma on
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Muutospisteen posteriori
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Onnettomuusintensiteetin estimointi Stanilla

Edellistd mallia ei voi suoraan estimoida Stanilla, koska muutospisteparametri k saa dis-
kreettejd arvoja. Myos suora parametrin k tulkitseminen reaaliarvoiseksi on ongelmallista,
koska posterioritiheys riippuu k:n arvosta epdjatkuvasti. Sen sijaan voidaan maéritelld ldhes
vastaava malli, missd onnettomuuksien méadrda kuvaavan Poisson-jakautuneen muuttujan
parametri riippuu jatkuvasti vuodesta ja parametrista k. Olkoon y,; vuonna ¢; tapahtuneiden
hiilikaivosonnettomuuksien lukumaéra. Maaritelladn malli

y; ~ Poisson ()\—l— (n=A)f (ti ; k)) 7

missé f(z) on sopiva jatkuva funktio, jolla f(z) ~ 0 kun z <« 0 ja f(z) ~ 1 kun = > 0;

valitaan téssa )

@ =17
eli kdanteinen logit-muunnos. Parametreilla A, p ja k on sama tulkinta kuin edelld. Niiden
lisdksi mallissa on mukana onnettomuusintensiteetin muutoksen nopeutta kuvaava paramet-
ri o, jonka pienet arvot tarkoittavat jyrkkdd muutosta. Valitsemalla heikosti informatiivisia
prioreja parametreille paadytadn malliin
t,—k
—))

y; |\, p, k, o ~ Poisson ()\ +(n—=AN)f (

A ~ Puoli— N(0, 10?)
u ~ Puoli— N(0, 10?)
k ~ Tas(1851,1962)
o ~ Puoli— N(0, 22).

Jyrkkyysparametrille ¢ on annettu informatiivisempi, pienid arvoja suosiva priori. Stanilla
malli toteutetaan seuraavasti.

scode <- "

data {
int<lower=0> n; // vuosien maara
int<lower=0> y[n]; // onnettomuuksien m&ara
vector[n] year; // vuosi

}

parameters {
real<lower=min(year), upper=max(year)> k;
real<lower=0> lambda;
real<lower=0> mu;
real<lower=0> sigma;

model {
sigma ~ normal(0, 2);
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lambda ~ normal(0, 10);
mu ~ normal(0, 10);

y ~ poisson(lambda + (mu - lambda) * inv_logit((year - k) / sigma));
}

n <- length(hiili)
fit <- stan(
model_code = scode,
data = list(n = n, y = hiili, year = 1851:1962),
iter = 3000,
warmup = 2000,
control = list(adapt_delta = 0.95),
verbose = FALSE

Stan-mallin estimointi tuottaa seuraavat tunnusluvut

Mean SD 2.5 % 97.5 %

k  1888.6797466 2.4663607 1883.6767283 1893.575823
A 3.2791552  0.3219494 2.6903658 3.968823
7 0.8776066 0.1163778 0.6651125 1.124654
o 1.9713758 1.0991079 0.2475208 4.342358

Huomataan, ettd tulokset pitkélti vastaavat aikaisemmin saatuja. Muutospisteen k poste-
rioritodennékéisyysjakauma tésséd mallissa on

Muutospisteen posteriori

0.154 [

Tiheys

0.05 1

0.00

1880 1885 1890 1895 1900
k

Keskiarvoistaminen
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Analyysissa voidaan menné vield pidemmaélle: lasketaan intensiteettifunktio ajan funktiona
ja sille rajat (envelopes). Rajat kuvaavat vilid, jossa kdyra on suurella posterioritodenné-
koisyydella. Tama on alkeellinen esimerkki epédparametrisesta mallista, jossa yksinkertaista
funktiota sovitetaan aineistoon suuri méaéra ja niistd lasketaan keskiarvo seké rajat.

Maéaritellaan funktio, joka laskee intensiteetille minimit, maksimit sekd keskiarvon kullekin
vuodelle

profile <- function(x) {
res <- t(sapply(l:ncol(x), function(i) {
c(
mean = mean(x[, i]),
min(x[, il),
max(x[, il),
year = 1850 + i
)
13D
as.data.frame(res)

}

min

max

Onnettomuuksien intensiteetti

Intensiteetti
o - N W A O

1850 1875 1900 1925 1950
Vuosi

Intensiteetin mallinnuksessa voitaisiin mennad pidemmaélle ja kayttdd joustavampia para-
metrisid funktioperheité. Olisi esimerkiksi suoraviivaista kdyttda useampaa kuin yhtd muu-
tospistettd, tai lineaarista mallia log-intensiteetille. Vieldkin joustavampia funktioperheita
saataisiin sovitettua epadparametrisilla malleilla. Voitaisiin esimerkiksi maéritelld, ettd on-
nettomuuksien log-intensiteetti eri vuosina on gaussinen vektori, jolla on epétriviaali kova-
rianssimatriisi eli log-intensiteetti mallinnettaisiin gaussisena prosessina.

5.3 Nollapaisutettu Poisson-jakauma

Tarkastellaan tilannetta, jossa muuttuja saa ei-negatiivisia kokonaislukuarvoja {0, 1,2, ...}.
Perusteltu malli “harvinaisille riippumattomille tapahtumille” on Poisson(u) -jakauma.

Usein Poisson-malli ei ole sellaisenaan sopiva syysté, ettd arvo 0 esiintyy useammin kuin
jakauma edellyttdd. Esimerkkind olkoon astmakohtaukset annetulla aikavélilla: On niita,
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jotka voivat saada allergiakohtauksen ja kohtausten méara on Poisson-jakautunut, kun taas
osa henkil6isté ei voi saada kohtausta lainkaan (ovat taysin terveitd). Kuitenkaan aineiston
keruussa tata erottelua ei voida tehda. Komplikaationa on, ettd aineistossa on kahdenlaisia
nollia: sellaisia, jotka eivit ole saaneet kohtausta (mutta voisivat saada) ja sellaisia, jotka
eivit edes voi saada kohtausta (rakenteellisia nollia).

Téllaiseen tilanteeseen on ehdotettu nollapaisutettua Poisson-jakaumaa (Zero-inflated Pois-
son Distribution, ZIP):

(1—-w)+we ™ kun k=0,
p(k‘,ua"‘)) = {w#keﬂ)

= kun k > 1.

Téassé parametrisoinnissa w on todennékoisyys sille, ettd henkilé kuuluu sithen populaation
osaan, joka voi sairastua. Tamé jakauma on seos jakaumista Poisson(u) ja Poisson(0).

Esimerkki 5.4 (Astmakohtaukset). On annettu aineisto (astmakohtausten lukumdééra vii-
meisen kuukauden aikana) sadalta tutkimukseen osallistuneelta. Voidaan olettaa, ettd ha-
vainnot ovat vaihdannaisia (asthma.dat).

Havaitaan, etté aineiston keskiarvo on 0.74 ja varianssi 1.2448, joten aineistossa on yliha-
jontaa.

Astmakohtaukset
50 1
‘% 401
(2]
T 304
<
(]
L 201
10 A
0 T T l -
0 2 4
Lukumaara

Sovitetaan nollapaisutettu Poisson-jakaumamalli tdhén aineistoon Stania kéyttéen.

Oletetaan, ettd otosyksikoille 7, joille on mahdollista, ettd y, > 0:

sl ~ Poisson()
w ~ Gamma(0.5,0.01)

Néiden otosyksikdiden osuus populaatiossa on w, jolle asetetaan

w ~ Tas(0,1).
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Uskottavuusfunktio voidaan siis kirjoittaa muodossa

(1 —w)4+we ™ kuny, =0,
p(yi|,u,w) = ohvie

7 kun y, > 1,
joka voidaan implementoida suoraan Stanissa.
scode <- "
data {
int<lower=0> n; // koehenkiléiden lukum&iri
int y[n]; // astmakohtausten mi&ra
}

parameters {
real<lower=0, upper=1> omega;
real<lower=0> mu;

}
model {
mu ~ gamma(0.5, 0.01);
for (i in 1:n) {
if (y[i]l > 0) target += log(omega) + poisson_lpmf(y[i] | mu);
else target += log((l-omega) + omega*exp(-mu)) ;
}
}

n <- length(astma)
fit <- stan(
model code = scode,

data = list(n = n, y = astma),
iter = 2000,
verbose = FALSE

Simuloinnin tuloksena saadaan:

Mean SD 2.5 % 97.5 %

i 1.2596638 0.2075539 0.8815041 1.6943848
w 0.5990272 0.0895373 0.4415202 0.7945041

Parametrien otospolut yhdessé ketjussa ovat

Marginaaliposteriorit ovat
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Voidaan sanoa, ettéd sairastavien ryhmaéssé intensiteetin 95 %:n posteriorivéli on (0.88, 1.69)
ja populaatiosta 60 % kuuluu tahan ryhmééan. Jalkimmaéinen arvio on melko epétarkka: sen
95 %:n posteriorivili on (0.44, 0.79).

5.4 Moniulotteiset vasteet

Oletetaan, jokaiselta yksiloltda on saatu on m mittausta. Olkoot indeksi ¢ = 1, ..., n, joka liit-
tyy yksiloon, ja j = 1,...,m, joka liittyy havaintoon. Téll6in y,; on yksilolta i saatu mittaus
J. Mikali mittaukset saavat arvoja reaaliakselilta, voi normaalijakauma olla varteenotettava
vaihtoehto havaintojen malliksi. Koska samalta yksilolta tehdyt mittaukset ovat mahdolli-
sesti korreloituneita, niin oletetaan ettd ne noudattavat moniulotteista normaalijakaumaa,
missé odotusarvovektori p ja kovarianssimatriisi 3 ovat tuntemattomia:

Ui = Wit s Yir) LIy Z~ N (1, 8), i=1,...,n.

Jos on lisaksi havaittu joukko kovariaatteja, kuten ikd mittaushetkelld, voidaan odotusarvon
1 komponentteja kuvata monimuuttujaisella lineaarisella regressiomallilla:

p
=By + Y Bty J=1,...,m,
k=1

missé x; on j:s kovariaatin k arvo. Tyypillisesti regressiokertoimille 3 oletetetaan epéinfor-
matiiviset normaalijakaumapriorit ja kovarianssimatriisille oletetaan kéd&nteinen Wishart-
jakauma, jolloin ¥~ ~ Wishart(R, p) (Wishart-jakauma on moniulotteisen normaalijakau-
man kéédnteisen kovarianssimatriisin konjugaattipriori). Tédssd R on niin sanottu “skaala-
matriisi” ja p on jakauman vapausasteiden lukuméara. Wishart-jakauma voidaan mieltaéd
khiin-neli6 -jakauman moniulotteiseksi yleistykseksi, joka ilmaantuu klassisessa tilastotie-
teessd nelibsummien ja -tulojen matriisin jakaumana moniulotteisesta normaalijakaumasta
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tehdyn otannan yhteydesséd. Odotusarvovektoriin p voidaan liittd4 muunkinlaisia parametri-
sointeja, mikéli mittaukset y,; eivit esimerkiksi ole mittauksia samasta vasteesta eri ajanhet-
killa vaan mittauksia eri vasteista samalla ajanhetkelld. Mikéli mitatut vasteet muuttuvat
ajassa, on myo0s mahdollista tarkastella ajassa muuttuvia kovariaatteja.

Véhiten informatiivinen aito Wishart-priori saadaan asettamalla p = r, missé r on jakauman
dimensio (tyypillisesti » = m). Prioriodotusarvo on pR~!, jolloin hyvi valinta matriisiksi R
on p3,, missd X, on jokin ennakkoarvaus kovarianssimatriisiksi.

Monimuuttujainen lineaarinen regressio voidaan helposti yleistda epélineaarisiin regression-
malleihin, aivan kuten yksiulotteisessa tapauksessa. Virhetermeille voidaan maérittda mo-
niulotteinen t-jakauma poikkeavia havaintoyksiko6itd varten. Priorijaukaumien valinta ei kui-
tenkaan ole aivan yhté suoraviivaista. Kovarianssimatriisin tulee olla positiivisesti definiitti,
ja Wishart-jakauma on ainoa tyypillisesti kytetty jakauma, joka toteuttaa tdmén rajoitteen
luonnollisella tavalla. (Tosin esim. Stanissa on implementoitu Lewandowski-Kurowicka—Joe-
jakauma (LKJ) korrelaatiomatriiseille, jonka pohjalta voidaan rakentaa prioreja kovarianssi-
matriiseille.) Jos halutaan kayttaa priorijakaumaa, jossa tdmé kovarianssimatriisia koskeva
rajoite ei suoraan toteudu, on se otettava mallissa huomioon muilla keinoin.

Esimerkki 5.5 (Leukaluut). Elston ja Grizzle (1962) esittévét aineiston, jossa 20 pojalta
on mitattu leukaluun korkeudet 8, 8.5, 9 ja 9.5 vuosien idssd. Tarkoituksena on mallintaa
keskiméaraisté kasvukayrad.

Yksinkertainen lineaarinen malli voidaan sovittaa Stanilla seuraavasti:

scode <- "

data {
int<lower=0> n; // mittausten lukum&iri
int<lower=0> m; // kovariaattien maara
vector[m] y[nl; // mittaukset
vector[m] x; // kovariaatit

}

parameters {
real betal2];
cov_matrix[m] Sigma;

}

transformed parameters {
vector [m] mu;
mu = betal[l] + betal[2]*x;

}

model {
Sigma ~ inv_wishart(m, diag_matrix(rep_vector(l, m)));
y ~ multi_normal (mu, Sigma);

}
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fit <- stan(
model code = scode,
data = list(n = nrow(jaws), m = ncol(jaws), y = jaws, x = c(8, 8.5, 9, 9.5)),
iter = 2000,
verbose = FALSE

Simuloinnin tuloksena saadaan:

Mean SD 2.5 % 97.5 %

By 33.714609 1.9957438 29.780970 37.642819
By 1.868243 0.2265965  1.419098  2.308369
1 48.660556 0.5519952 47.576506 49.720066
Lo 49.594678 0.5413184 48.530595 50.639149
s 50.528799 0.5540988 49.456173 51.601688
gy 51.462921 0.5888109 50.306480 52.597680

Kuviossa ovat alkuperaiset havainnot, keskiarvosovite sekd 95 % posteriorivili.
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5.5 Regularisointi

Tarkastellaan lineaarista regressiomallia

y=XB+e,
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missa

Y1 L1 T2 0 Tim
y=| |, X= : : : ,
Yn LTn1i Ton  Tyum
By €
6= l,e= ¢
ﬁ’rn/ ETL

Téalloin PNS-ratkaisun estimointiyhtdlot ovat (Gauss-Markovin lauseen nojalla)
XTX8=XTy.

Taméan yhtalon ratkaisu B= (XTX)1X Ty edellyttii, ettd matriisi X ' X on tiysiasteinen,

jolloin kiifinteismatriisi (X" X)~! on olemassa.

On tilanteita, joissa matriisi X ' X on “lihes” singulaarinen, esimerkiksi silloin, kun matrii-
sin X sarakkeissa on (yksi tai useampi) vahvasti korreloiva muuttujapari. Tamé aiheuttaa
ongelmia estimoinnissa.

Yksi ratkaisu ongelmaan on ridge-regressio (harjanneregressio), jossa matriisi X ' X regula-
risoidaan lisdamaélla sen diagonaalille positiivisia alkioita. Ridge-estimaattori on

Br=(XTX+A)'XTy.
Tamaé estimaattori on harhainen, mutta estimaattorin komponenteilla voi olla pienemmét
keskivirheet kuin PNS-estimaattorin komponenteilla.
Ridge-regressiolle voidaan 16ytédé bayesildinen formulointi, joka auttaa tulkinnassa.

Ridge-regression Bayes-formulointi. Oletetaan, ettd varianssi 1/7 on tunnettu. Tal-
16in

p(o1) xexp {37y — X8y — X5}

Asetetaan prioriksi:

p(B) = (;T)_M/2 exp {—;FvﬁTﬁ} ,

eli siis 5 ~ N, (0,1/k), missd k£ on tunnettu vakio. Télléin

logp(Bly) o — [r(y— XB)T(y— XB) + xB7H].

Derivoimalla edellinen lauseke vektorin 8 komponenttien suhteen saadaan

dlogp
o3

Asettamalla derivaatta nollaksi saamme yhtdlon

X'y —7XTXB— Kp.

K
(XTX + ;I)B = XTyv
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jonka ratkaisu on
B=(XTX+A)1XTy missi \ = L
7’

Posteriori on m-ulotteinen normaalijakauma ja sen moodi (ja my6s odotusarvo) on f3.

Tulos: Harjanne-estimaattori on posterioriodotusarvo silloin, kun priori on [ ~
N(0,I/k),k = AT.

Priorilla on “kutistava” vaikutus:

B2

Priorin tasa-arvokayrat

7
Y,

Kuva 5.1: Havainnollistus ridge-regressiosta.

5.6 Puuttuva tieto

Léahes kaikki kaytdnnon aineistot sisdltdvit puuttuvaa tietoa. Havaintoyksikoltd voi esi-
merkiksi puuttua joidenkin muuttujien arvoja, tai havaintoyksikké voi puuttua kokonaan.
Puuttuvaa tietoa syntyy myos sensuroinnin seurauksena.

Oletetaan, ettd data on y. Se jaetaan kahteen osaan, havaittuun dataan y°" ja puuttuvaan

tietoon 3™, eli y = (y°P,y™"). Klassisessa tilastotieteessi kiytetdin pidasiassa neljis
tapaa puuttuvan tiedon késittelyssas:

1. Puuttuva tieto jatetdan pois (naiivi menetelmé).

2. Puuttuva tieto imputoidaan yksinkertaisesti, esim. keskiarvolla.
3. Kéytetaan moni-imputointia (Rubin).
4

. Mallinnetaan puuttuvuusmekanismi ja sovelletaan EM-algoritmia (Expectation Maxi-
mization) tai jotain muuta menetelmé&a.
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Naista vaihtoehto (1) johtaa ldhes aina virheellisiin padtelmiin, mutta voi toimia joissain
harvoissa erikoistapauksissa, vaihtoehto (2) véhintdankin aliarvioi todellista vaihtelua, (3)
on monipuolinen vaihtoehto, mutta voi olla usein hankala toteuttaa kidytadnnossa ja (4) sopii
suurimman uskottavuuden ldhestymistavan yhteyteen ja toimii oikein.

Periaatetasolla puuttuvan tiedon késittely Bayes-lahestymistavassa on varsin yksinkertaista.
Puuttuva tieto y™9 voidaan ajatella tuntemattomaksi parametriksi, aivan kuten mallin pa-
rametrit 6 tai muut havaitsemattomat suureet. Siksi on luonnollista pyrkid konstruoimaan
posteriori

p(97 ymis ’yobs>.

Silloin parametrien § marginaaliposteriori on

p(9|yobs) — /p(e’ ymis|yobs> dymis‘
MCMC-menetelmilla posteriori saadaan tietysti késittelemélld vain 6:sta tehtyjd simuloin-
teja. Posteriori p(#, y™*|y°>) on kuitenkin simuloitava!

Sivutuotteena puuttuvasta tiedosta saadaan informaatiota marginaaliposteriorijakauman
p(y™[y°b%) kautta, silld sithen liittyvi epdvarmuus tiedetéén.

Oletetaan, etté taydellinen aineisto on
Y= (Y1, Un)

ja mallina on p(y|@). Otetaan kaytt66n indikaattorifunktio
I=(I,..,1,),

missa

[ 1 jos y, havaitaan,
‘ 0 muuten.

Esimerkiksi jos y;, ¥s, U5, Yg Ovat havaitut (aikasarjan) arvot ja havainnot y,,y, ovat puut-
tuvia, niin silloin:

Taydellinen aineisto: yy, ..., Yg

Havaittu aineisto: yy, ys, ys, ¥s ja I = (1,1,0,0,1,1).

Oletetaan edelleen, etté
p(y,110,9) = p(yl0)p(Ily, ¢),

missa oikean puolen ensimmainen termi on tdydellisen aineiston uskottavuus. Toinen termi
on puuttuvuuden malli ja ¢ sisaltaé siihen liittyvat parametrit. Oletetaan siis, ettd puuttu-
minen ei riipu parametreista 6.

Lisaksi oletetaan, ettd jokainen I;,i = 1,...,n havaitaan. Talloin havaittujen suureiden
uskottavuus on

p(yobs’ 1‘97 ¢) — /p<y0bs’ymisw)p(ﬂyobs?ymis’ (z)) dymis.
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Puuttuvien havaintojen luonne méara sen, minkélainen uskottavuus lopulta on.

Vaikka puuttuvan tiedon kasittely Bayes-tilastotieteessd on ajatuksellisesti yksinkertaista,
ei se ole valttamaétta sitd kaytannossd. Puuttuvuudesta taytyy olla tietoa, jotta puuttuvuus-
mekanismi voidaan mallintaa.

Rubin (1987) maéarittelee kolme puuttumisen muotoa:

o Taysin satunnainen puuttuminen (Missing Completely At Random, MCAR, ), jos
Py, 4™, ¢) = p(I]9).
o Satunnainen puuttuminen (Missing At Random, MAR), jos

p(Iy°"s, y™s, ¢) = p(I]y°™, ¢).

o Ei-satunnainen (informatiivinen) puuttuminen (Missing Not At Random, MNAR), jos
p(I|y°"s, y™s @) riippuu sekii havaitusta aineistosta y°™ etti puuttuvasta aineistosta
ymis.

atunnaisen puuttumisen apauksessa uskottavuus on
Sat i ttumi MAR) t k kott

Py 110, ¢) = [ p(y°™, y™|0)p(Lly°™, ™=, ¢) dy™*

— p(I\yObS, ¢) /p(yObS, ymis|0> dymis
= p(Iy°", 6)p(y°*16).

Jos oletetaan, ettd p(6,¢) = p(8)p(¢), niin posteriori on silloin

p(0)p(¢)p(y°™, 110, $)
p(O)p(#)p(y°Ps, 116, ¢) dfde

__pOp*™l0)  p(e)pUly™, ¢)
[ p(0)p(y°=10) db [ p(¢)p(I|y°>s, ¢) de
= p(Oly°>®)p(o|1,y°").

Siten parametrien § marginaaliposteriori on

p(6, ply°>s, 1) = I

POl 1) = pOly™) [ DI do = p(6ly™).
Seuraus: parametreja 6 koskeva Bayes-inferenssi perustuu posterioriin

p(0]y°™) o< p(0)p(y°:|0).

Sanotaan, ettd puuttuvuusmekanismi on epdoleellinen (ignorable). Kaytdnnossi tAmé mer-
kitsee sité, ettd puuttumista ei tdssi tapauksessa tarvitse ottaa huomioon.
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Posteriorin laskenta ja moni-imputointi

Posteriori on (yleisessd muodossa)

p(0, ¢, y™s|y°b).

Sen simulointi MCMC-menetelmélld johtaa simuloituihin arvoihin (Q(t),gb(t),ymis(t)), t =

1,...,T, josta saadaan approksimaatio marginaaliposteriorille p(#]y°") tarkastelemalla vain
: Lt

simuloitua jonoa {#Y)}. Puuttuvien arvojen y™ laskemista simuloinneista {ymls( )} sanotaan

moni-imputoinniksi.

On syyta huomata imputoinnin ja moni-imputoinnin ero: Moni-imputoinnissa pyritdan tuot-
tamaan useita arvoja puuttuville havainnoille ™. Tamé toteutuu Bayes-lihestymistavassa

luonnollisella tavalla.

Esimerkki 5.6 (Sensurointi puuttuvana tietona). Oletetaan, ettd y;|0 ~ Exp(6), i =
1,...,n, ehdollisesti riippumattomia ehdolla §. Havainto y; puuttuu, jos y; > y,. Téll6in

7o)l dosuisu
‘ 0 josy, >y

Taydellinen uskottavuus on
n
p(yl0) = 0" exp(—0 ) _y,),
i—1

kun taas havaittu uskottavuus on

P, 110,y0) = [ [p(w:l0)" P(y; > yol6, yo) ] -
=1

(2

Tistéd voidaan padtelld, ettéd p(I]y°Ps, y™s, y,) riippuu puuttuvista havainnoista, joten otanta
ei ole epéoleellinen.

Esimerkki 5.7 (Sensurointi puuttuvana tietona. (jatk.)). Oletetaan, ettd havainnointi lo-
petetaan, kun m; < n havaintoa on tehty, missd m, ei riipu havainnoista y,. Oletetaan
katkaisuméara m, tunnetuksi. Katkaisu on siis havaintosarjassa riippumatta havaintojen
y,; arvoista. Talloin

yobs = <y17 7ym0)

Y™ = Yy s 105 Yn)-

Edelleen I, = 1, kun ¢ = 1,...,my ja I, = 0, kun ¢« = my + 1, ..., n. Havaittuun tietoon

perustuva uskottavuus on
n

p(y°*, 116, m,) = Hp(yi\G)“‘.

i=1

Tallsin p(1]y°, ™8, my) = p(I|mg). Kyseessi on tdydellisesti satunnainen puuttuminen
(MCAR).
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Esimerkki 5.8 (Puuttuva suurin havainto). Oletetaan, ettd vaihdannaisista havainnoista
Y1y oo s Uny Ymax = Max{yy, ..., ¥y, } puuttuu, ts. n — 1 havaintoarvoa on saatu ja tiedetdén,
ettd suurin havainto puuttuu. Minkélaisesta puuttumisesta on kyse? Pohdi, voidaanko tdma
mallintaa!

5.7 Aikasarjamallinnus

Esimerkki 5.9 (AR-malli). Oletetaan, ettd vy, vy, ..., y, on aikasarja, jolle

yO’U(Z) NN(0708)
yi‘yiflv 7y17y07a702 ~ N(ayi,1,02), 1= 1, cy N
Tutumpi esitys on
yi - ayifl +6i7 Z = 1’ ,n,

missé €; ~ N(0,0?%) ovat riippumattomia. TAméa on AR(1)-prosessi. Uskottavuusfunktio on

muotoa
n

p(yla, o?) = pyo) [ [ PWil i1, @, 02,
i=1

kun oletetaan, etti o2 on tunnettu. Havainnot eiviit ole vaihdannaisia.
Oletetaan nyt, ettd havainto y; puuttuu riippumatta sen arvosta. Silloin

yObS = (yCl? s Yic1 Yit1s ayn) =Y
m

Yt =y
Tuntematon parametri on 8 = (a, 02). Sille asetetaan priori p(6). Posteriori on

p(0, y™=[y°"%) = p(6, y;ly_,;).

Simulointi on mahdollista (ja yksinkertaista) tehdd komponenteittain: Oletetaan, ettd on

simuloitu (6(’“>,y£k)): yEkH) k+1)
jakaumasta p(0|y§k+1), Y_i)-

simuloidaan jakaumasta p(y,|0®),y_,) ja timén jilkeen 6

Huomaa, etta
_ p(yi’yi—lu 0>p(yi+1 ‘yiu 9)
fp(yih/z;h e)p(yi+1|yia 9) dy;

P(y;ly_;, 0)

ja
k+1
POy ")
on posteriori parametrille § ehdolla data, jossa puuttuva arvo y,; on korvattu edellisen paivi-
tyksen antamalla arvolla. Ensimméinen askel on helppo tehda lasketusta jakaumasta, toisen

voi tehdd Metropolisin algoritmilla. NIMBLEssé riittaéd korvata puuttuva havainto NA:lla.
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Yli 7.0 Richterin Maanjaristykset 1900-1998 Maanjéristysaikasarjan autokorrelaatiofunktio
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% 0.751
© 30
«© L i
< & 0.50
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Esimerkki 5.10 (Maanjaristykset). Seuraava aineisto esittaéd vuosihavaintona 7.0 Richterin
ylittdvien maanjaristysten lukumééraa vuosilta 1900-1998 (99 havaintoa, earthq.dat).

Aineiston kuvaaja ja autokorrelaatiofunktio ovat:

Aikasarjaa voidaan mallintaa gaussisena AR(1)-prosessina
y—m=a(y,_;—m)+e,i=1..,n,

missd m on aikasarjan odotusarvo. Suoritetaan Bayes-mallinnus télle aikasarjalle seuraavin
oletuksin:

Odotusarvo m estimoidaan aineistosta

m:

Zyia
=1

S

ja
yy ~ N(in,1/0.03)
Yl 7y, ~N(m+a(y,_; —m),1/7),i=2,....n
a ~ N(0.5,1/5)
T ~ Gamma(0.3,1),

misséd 7 = 1/02. Mallin Stan-koodi on

scode <- "
data {
int<lower=0> n; // vuosien lukum&iri
real y[n]; // havainnot
real m_hat; // prosessin keskiarvo
}

parameters {
real alpha;
real<lower=0> tau;

}

transformed parameters {
real<lower=0> sigma;
sigma = 1 / sqrt(tauw);
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model {
alpha ~ normal(0.5, 1 / sqrt(5));
tau ~ gamma (0.3, 1);

y[1] ~ normal(m_hat, 1 / sqrt(0.03));
for (i in 2:n) {
y[i] ~ normal(m_hat + alpha * (y[i - 1] - m_hat), sigma);
+
}

fit <- stan(
model code = scode,

data = list(n = length(earthq), m_hat = mean(earthq), y = earthq),
iter = 2000,
verbose = FALSE

Posteriorijakauman kuvaus marginaaliposteriorien tunnusten avulla on seuraava:

Mean SD 2.5 % 97.5 %

o 0.54103 0.0844993  0.3732556  0.7071583
o? 37.82581 5.6222920 28.4887300 50.6538331

Vertailun vuoksi:

547 6% =
543 52 =

Yule-Walker :

a=0.
SU-menetelmi : & = 0.

Esimerkki 5.11 (Maanjéristykset (jatk.)). Poistetaan havainto no. 93 (arvo 23). Malli on
sama kuin edelld. Lasketaan aikasarjan tasoparametri m vain havaituista arvoista.

Stanissa puuttuva havainto koodataan parametriksi. Téssd esimerkissd voidaan jakaa
data kahteen osioon: havaintoihin y,,...,¥y9, ennen puuttuvaa havaintoa ja havaintoihin
Yga, -+ » Ygg puuttuvan havainnon jilkeen.

scode2 <- "

data {
int<lower=0> nl; // vuosien lukum&ird ennen puuttuvaa havaintoa
int<lower=0> n2; // vuosien lukumd&rd puuttuvan havainnon jalkeen

real y1[ni1]; // havainnot ennen puuttuvaa havaintoa
real y2[n2]; // havainnot puuttuvan havainnon jélkeen
real m_hat; // prosessin keskiarvo
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parameters {
real alpha;
real<lower=0> tau;
real y_mis; // puuttuva havainto

}

transformed parameters {
real<lower=0> sigma;
sigma = 1 / sqrt(tau);
}

model {
alpha ~ normal(0.5, 1 / sqrt(5));
tau ~ gamma (0.3, 1);

y1[1] ~ normal(m_hat, 1 / sqrt(0.03));
for (i in 2:n1) {
y1[i] ~ normal(m_hat + alpha * (y1[i - 1] - m_hat), sigma);
}
y_mis ~ normal(m_hat + alpha * (yl[nl] - m_hat), sigma);
y2[1] ~ normal(m_hat + alpha * (y_mis - m_hat), sigma);
for (i in 2:n2) {
y2[i] ~ normal(m_hat + alpha * (y2[i - 1] - m_hat), sigma);
}
}

earthql <- earthq[1:92]
earthq2 <- earthq[94:99]
m_hat <- mean(c(earthql, earthq2))
fit2 <- stan(
model code = scode2,

data = list(
nl = length(earthql), n2= length(earthq2), m_hat = m_hat,
yl = earthql, y2 = earthq2
g
iter = 2000,
verbose = FALSE
)

Tulokseksi saadaan
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Mean SD 2.5 % 97.5 %

o 0.558408 0.0835179  0.3930069  0.7217718
0%  36.861388 5.5024450 27.4053442 49.3123260
Yoz 14.145270 5.3173522  3.7618671 24.8534227

Saamme nyt marginaaliposteriorin myds puuttuvalle havainnolle y45. Téman jakauman odo-
tusarvo on 14.1452696 ja keskihajonta 5.3173522 ja 95 %:n posteriorivili (3.76186708645141,
24.8534226891283).
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6 Paaitoksentekoteoriaa

6.1 Paatoksenteko Bayes-ongelmana

Paatoksenteossa tavoitteena on valita paras pddtos d mahdollisten péétosten joukosta D.
Padtoksen seurauksia kuvaa hyotyfunktio U(d, ), joka kertoo péaéatoksestd d seuraavan uti-
liteetin eli hy6dyn, kun maailman tila on 6. Maailman tilaan liittyy yleensd epdvarmuutta,
jota bayesilaisittain kuvataan posteriorijakaumalla p(6|y). Optimaalinen paatoés maksimoi
odotetun hyédyn

Udly) = / U(d, 6)p(6]y) do.

Hyotya mitataan tavallisimmin rahassa, mutta hyoty ei valttamétté ole lineaarinen funktio
rahan suhteen.

Usein paatoksentekotilanne on kaksi- tai useampivaiheinen siten, ettd ensimmaéinen péaatos
koskee lisétietojen hankkimista. Merkitdén tutkimusasetelmaa (design) symbolilla 7. Yksin-
kertaisimmillaan 7 pelkistyy otoskooksi, joka tutkijan tulee valita. Asetelmaan 7 liittyva
maksimoitu odotettu hyoty saadaan kaavalla

deD

T(n) = /y o [ vt oo a6 pioln) .

Asetelma 7, tarkoittaa, ettd uutta tietoa ei kerdtd lainkaan. Paatoksenteko perustuu télloin
ainoastaan prioritietoon.

6.2 Informaation arvo

Lisdtietojen avulla kasitys maailman tilasta tarkentuu ja péadtoksen odotettu hyoty kas-
vaa. Oletetaan, ettd hyotya mitataan suoraan rahassa. Téll6in odotetun hyédyn muutosta
kutsutaan informaation (rahalliseksi) arvoksi ja se saadaan erotuksena

T~ Tl) = [ s | 0@.00001) 08| pisin) s — e [ 0000000, 61

Lisétietojen hankkimiseen liittyvid kustannuksia tulee verrata informaation arvoon. Infor-
maation arvo 6.1 on mahdollista yleistaé tilanteeseen, jossa hyotya ei mitata suoraan rahas-
sa.
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Taulukko 6.1: Hyotyfunktion arvot erilaisille paatoksille ja sédatiloille.

Péatos Poutaa Sadetta
A) Kotiin jadminen 3 3
B) Ulos ilman sateenvarjoa 6 1
C) Ulos sateenvarjon kanssa 2 4

6.3 Esimerkkeja

Paatoksentekoa ja informaation arvon késitettd selvennetdén kahdella esimerkilla.

Esimerkki 6.1 (Sateenvarjo-ongelma). Herra Bayes harkitsee kolmea vaihtoehtoa, jotka
ovat A) kotiin jiddminen, B) lihteminen ulos ilman sateenvarjoa ja C) ldhteminen ulos sa-
teenvarjon kanssa. Edellisen péivin sddennusteen mukaan sateen todennikoéisyys on 0.5.
Paatoksiin ja sddtilaan liittyvat hyotyfunktion arvot on esitetty taulukossa 6.1. Oletetaan,
ettd viimeisin sddennuste antaa tédsmaéllisen tiedon péivéin séésta (sataa tai ei sada todenné-
koisyydelld 1). Kuinka paljon herra Bayesin kannattaa enintdén maksaa tésta tiedosta?

Lasketaan ensin optimaalinen péaatos, kun kéytettivissi on tieto edellisen péivin sddennus-
teesta. Odotetuiksi hyodyiksi saadaan padtokselle A: 0.5 -3 + 0.5 - 3 = 3, paatokselle B:
0.5-6+0.5-1=3.5 ja paatokselle C: 0.5-2+ 0.5 -4 = 3. Paatos B, ulos ldhteminen ilman
sateenvarjoa, on siis optimaalinen pdatos, koska odotettu hyoty on suurin.

Tarkastellaan seuraavaksi paatoksentekotilannetta, jossa péivian sdatila tunnetaan. Taulu-
kosta 6.1 nahdaan, ettd poutasdalla optimaalinen paatos on lahted ulos ilman sateenvarjoa
ja sadeséélla optimaalinen paatés on lahted ulos sateenvarjon kanssa. Odotettu hyoty on siis
0.5-640.5-4 = 5. Huomaa, ettd laskussa tarvitaan sateen prioritodennékoisyytta, vaikka
péadtos vaihtoehtojen A, B ja C vélilla tehdddnkin ilman epadvarmuutta sditilasta.

Tasmallisestéd sddennusteesta kannattaa siis maksaa enintdan 5 — 3.5 = 1.5. Tama4 erotus on
informaation arvo.

Esimerkki 6.2 (Kalankasvattajan ongelma). Kalankasvatusaltaassa on 10 000 kalaa. Tun-
tematon osuus kaloista kantaa tautia, joka ei tartu toisiin kaloihin mutta johtaa hoitamat-
tomana kuolemaan. Sairaat kalat on mahdollista parantaa lddkitsemélld koko allas, mika
maksaa 15 000 euroa. Kasvatusjakson lopussa kasvattaja myy elossa olevat kalat 5 euron
kappalehintaan. Kaytettavissa oleva ennakkotieto sairaiden kalojen osuudesta 6 voidaan
esittdd priorijakaumana p(6) = Beta(6|3, 3).

Sairaiden kalojen osuudesta on mahdollista keraté lisdtietoja diagnosoimalla satunnaisesti
valittuja kaloja. Diagnostinen testi maksaa 10 euroa kalaa kohden. Kuinka monta kalaa
kasvattajan kannattaa diagnosoida ennen hoitopadtoksen tekemista?

Aluksi méérittelemme kalojen rahallisen arvon

6.4) (1—6)10000 x 5,  d = ei lidkitysté
v(0,d) =
10000 x 5 — 15000, d = ldékitys,
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jossa luvut ovat euroja. Oletamme hyédyn olevan suoraan verrannollinen rahalliseen arvoon,
jolloin

u,d,n,,y) =U(0,d,n,) =v(0,d) —10n (6.2)

-
Koska ennakkotietojen perusteella E(0) = 3/(3+3) = 0.5, optimaalinen péétos pelkéan prio-
ritiedon perusteella on kasvatusaltaan hoitaminen, joka johtaa maksimoituun odotettuun
hyétyyn U(n,) = 35000. Jotta lisitiedon hankkiminen kaloja diagnosoimalla olisi jirkevii,
maksimoidun odotetun hyodyn tulisi ylittdd 35 000 euroa.

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd otanta toteutetaan palauttaen. Olkoon n, diagno-
soitujen kalojen méara ja y tautia kantavien kalojen maéérd otoksessa. Paadytadn malliin
yl0, n, ~ Bin(y|n,,#). Otoskokoon n, liittyvd odotettu hyéty saadaan laskemalle jokaiselle
mahdolliselle sairaiden kalojen méérélle y maksimoitu odotettu hyoty ja painottamalla néité
kunkin mahdollisuuden prioritodennakoéisyydelld.Kaavana tamé voidaan esittdd muodossa

n

(n,) = Z Beta-Bin(y|n,), 3, 3) rcllaeaﬁx/ U(0,d,n,)Beta(fly + 3,n, —y + 3)do.

y=0

S

missd U(0,d,n,) on médritelty kaavassa Q@ref(eq:farmersutility). Maksimoitua odotettua
hy6tya U(nn) laskettaessa hyétyfunktio U(6,d,n,) integroidaan mahdollisten otosten ja
posteriorijakauman p(f|y) ylitse sekd maksimoidaan paatoksen d suhteen. Vaihtoehtoinen
tapa ratkaista ongelma on laskea otokseen n, liittyvéd informaation arvo

n

(n,) —o(ng) = Z Beta-Bin(y|n,, 3, 3) max / v(8, d)Beta(fly + 3,n, — y + 3)d6 — 35000,
y=0

|

ja verrata sitd otantakustannuksiin. Molemmat tavat johtavat samaan lopputulokseen. Ku-
vassa 6.1 esitetddn informaation arvo, otantakustannukset ja maksimoitu odotettu hyoty,
kun otoskoko vaihtelee nollasta sataan. Hy6ty on positiivinen, kun otoskoko on valilla [5, 57].

Suurin hy6ty saavutetaan, kun n, = 19.
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Kuva 6.1: Informaation arvo (vasen kuva) ja maksimoitu odotettu hyoty (oikea kuva) eri-
kokoisille otoksille. Pystyviiva kuvaa optimaalista otoskokoa, jolle informaation
arvon ja otantakustannusten erotus on suurin. Informaation arvo on negatiivinen,
kun otoskoko on nelja tai pienempi, koska kalojen ladkitseminen on talléin aina
optimaalinen pédatos diagnosoinnin tuloksesta riippumatta.
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[ Posteriorin approksimointi

MCMC-simuloinnin lisdksi posteriorijakauman estimointiin on olemassa muitakin mene-
telmid. Tiettyihin tilanteisiin on olemassa menetelmié, jotka saattavat olla huomattavasti
MCMC-simulointia nopeampia. Toisaalta approksimointi on ainoa vaihtoehto silloin, kun
malli niin monimutkainen ettei sitd laskennallisten rajoitteiden takia ole kaytédnnossd mah-
dollista sovittaa MCMC-menetelmin.

7.1 Numeerinen integrointi

Kun mallin parametrien lukumédrd on pieni, kiytdnnossd yksi tai kaksi, integraalin
[ p(0)p(y|0)dd voi laskea numeerisella integroinnilla. T&hén soveltuu esimerkiksi R-
ohjelman integrate-funktio. Parametrien lukuméérin kasvaessa numeerisen integroinnin
laskennallinen vaativuus kasvaa nopeasti. Moniulotteisessa tapauksessa voidaan kayttad
esimerkiksi R pakettia cubature, joka sisdltdd useita adaptiivisia menetelmid numeeriseen
integrointiin.

Esimerkki 7.1 (Genetiikkaesimerkki). Koe-eldimet (n = 197) on jaettu neljdan luokkaan
geneettisin perustein:

Kategoria AA AB BA BB
Frekvenssi 125 18 20 34

Olkoon y, luokan ¢ frekvenssi. Oletetaan, ettd luokittelu tapahtuu riippumattomasti, jolloin
yleisin malli havaintovektorille y = (y;,y5, ¥3, ¥4 ) on multinomiaalimalli:

yl,yg,y3,y4|7rl,7r2,7r3,7r4 ~ MUIt(n;W177T277r3>7T4>>
missd 30y, =m, 0<m <1, i=1234jaY>; m =1

Geneettisen teorian perusteella asetetaan malli todennékdisyyksille 7,

1 61 1 0
= (3+pi0-050-0.7).

Mallissa on siten yksiulotteinen parametri 8. Huomataan, ettd summaehto tayttyy aina ja
lisdksi voidaan todeta, ettd 0 < 6 < 1.
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Valitaan prioriksi tasajakauma p(6) oc 1. Posterioriksi saadaan (ilman normeerausta)
1 o\ /1 Y2 1 Ys s 9N\ Y4
sl < (3+5) (;0-9) (;0-9) () -

ply) = /01 @ + Z)yl (i(l@)w <i(19>>y3 (Z>y4 do

Lasketaan

numeerisella integroinnilla.
y <- c(125, 18, 20, 34)

# Normeeraamaton posteriori
p_un <- function(theta, y) {
(0.5 + 0.25 * theta)~y[1] * (0.25 * (1 - theta)) y[2] *
(0.25 * (1 - theta)) y[3] * (0.25 * theta) “yl[4]
b
I <- integrate(p_un, lower = O, upper
I

1, y = y)$value

[1] 5.84345e-91
Parametrin 6 posteriorijakauman kuvaaja on

Posteriorijakauma

p(ly)

04 05 06 07 08

Numeerisella integroinnilla saadaan posteriorijakaumalle posteriorikeskiarvo ~ 0.623 ja pos-
teriorikeskihajonta ~ 0.051.
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7.2 Laplace-approksimaatio

Tiettyjen sdannollisyysehtojen vallitessa voidaan osoittaa, ettd posteriorijakauma lahestyy
asymptoottisesti normaalijakaumaa, kun havaintojen méaéré kasvaa. Tata ominaisuutta hyo-
dynnetadn Laplace-approksimaatiossa. Jos havaintojen méard on pieni, approksimaatio ei
valttdmatta toimi luotettavasti.

Laplace-approksimaatio perustuu posteriorimaksimin 0 ymparille kehitettyyn Taylorin sar-
jaan. Merkitdin 6 = (0,,...,0,,)". Taylorin kehitelmissi kiytetdin normeeraamattoman

r m

posteriorijakauman logaritmia

h(0) = log[p(y|0)p(0)].

Lasketaan ensimmaéisen ja toisen kertaluvun osittaisderivaatat

. _On®)  (0nO)  one)\"
W) =5 = ( 96, aem>

9%h(0)  ( 9%h(6)
"(0) = — —1,..
N TE (89,008)’ DET et

missé h” () on siis m X m-matriisi. Posteriorimaksimille 6 pitee h/(f) = 0. Taylorin kehitel-
mastéd saadaan

~

1(0) ~ h(B) + (0 —6)h(B) + %(9 _ O TR(@) (60— ).

Kun 6 — 6 on pieni, korkeamman kertaluvun termit voidaan jattdd ottamatta huomioon.
Talloin posteriorijakaumalle pétee

p(Oly) > exp(h(6)) o exp (50— 8)W B0 5) )

Kirjoittamalla V = (—h”())~! saadaan muoto

pOly) x exp (50— 8TV 0-15)

joka vastaa normeeraamatonta normaalijakaumaa. Laplace-approksimaatioksi saadaan té-

mén perusteella ~
Oly ~ N,,(0,V).

On siis laskettava funktion h(f) maksimi (joko derivoimalla tai numeerisella optimoinnilla)
seké sen toiset derivaatat maksimikohdassa. On huomattava, ettd tdmé on approksimaatio.
Jos normeeraustekijaé tarvitaan, niin se voidaan myos laskea

p(0) ~ [ exp(h@)exp (50— 07V 0-0)) a0

= p(é)p(y[@)(%r)% det(V)% X /(2@_? det(V)_% exp <

= p(O)p(y|f)(2m) % det(—h"(8))~2.

1 ~ 1 ~
—50—0)TV Ao - e)> d6

Approksimaatio voidaan kytked Newtonin algoritmiin:
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. AsetetaanAalkuarVQ (), ) R
. Piivitys: B — @) _ 7 (901 p7 (AR,

Jos algoritmi konvergoi kun k — oo, niin silloin

o 0K é
. h’(é("l)) -0
. —h”(G(’“)) -V

Esimerkki 7.2 (Genetiikkaesimerkki (jatk.)). Palataan genetiikkaesimerkkiin, jossa

oo (14" (1) (o-o)" (2)
o (24 0)¥1 (1 — f)va+vagns,

Nyt
h(0) =y, 1og(2 + 0) + (y2 + y3) log(1 — 0) + y, log(0)
Y1 Yo+ Ys | Ya
h'(0) = — =
O =579 1-0 "9
” Y1 Yo + Ys Yy
h"(0) = — — — =
©) 246 (1—-0)2 62
Newtonin algoritmilla saadaan 6 = 0.6268215 ja h”(é) = —377.5169. Posteriori on approk-
simatiivisesti normaalijakauma, jonka odotusarvo on 0.627 ja varianssi 0.0026.

Posteriorista voidaan laskea esimerkiksi approksimatiivinen 90 %:n Bayes-véali parametrille
0: 0.627 + 1.644 x 0.0516 ja saadaan tulokseksi (0.590,0.711). Tulos vastaa varsin hyvin
numeerisella integroinnilla saatua (jota voidaan pitda tarkkana). Téssé tapauksessa Laplace-
approksimaatio toimii siis hyvin.

7.3 Variaatiopaattely

Normaalijakauman sijaan posteriorijakaumaa voi approksimoida myos jollain muulla ja-
kaumalla. Bayes-tilastotieteessa voidaan kdyttaa variaatiolaskentaa (variational inference)
parhaan approksimaation loytdmiseen. Approksimaation ominaisuuksia ei vield tunneta pe-
rinpohjaisesti.

Menetelméissé posteriorijakaumaa p(6f|y) approksimoidaan parametrisella jakaumalla g, (6).
Useimmiten kéytetddan tulomuotoisia jakaumia

m
a,(0) = [T ' (6)
i=1
jollekin parametrivektorin ositukselle {6, ...,6,,}. Approksimaatioon liittyvéit parametrit

7 médritetdéin siten, ettd approksimaation g, () etéisyys posteriorista p(fly) minimoituu.
Jakaumien vilistd etdisyyttd mitataan Kullback—Leibler-divergenssilla

| aorios (3505 ) o
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Tulomuotoisen approksimaation tapauksessa variaatiolaskennan avulla voidaan osoittaa, et-
té etdisyys minimoituu, kun

log ¢ (6;) ox / 45(6_) log(p(y,0)) dO._, (7.1)

missa alaindeksi —i tarkoittaa ositteen ¢ poisjattdmista. Ratkaisu 7.1 tulee normalisoida
jakaumaksi. Kéytannossé laskenta vaatii usein iterointia, koska ratkaisu ositteelle 6, riippuu
muiden ositteiden ratkaisuista. Yleisemmin Kullback—Leibler-divergenssi voidaan Bayesin
kaavan mukaan kirjoittaa muodossa

q,(6)log | — do =— [ q,(0)logp(y|0)do + [ q,(0)log | =2 | d6 + logp(y),
oo (g55) 0=~ |  wionee (i)

mistd nédhdédén, ettd optimaalinen variationaalinen approksimaatio qn(e) tasapainottaa us-
kottavuusfunktion maksimoimista ja pientd etdisyyttd priorijakaumasta. Variaatioapprok-
simaation parametrit 1 voidaan optimoida esim. stokastista gradienttimenetelmad kéyt-
taen.

7.4 INLA

Integroitu sisikkainen Laplace-approksimaatio (Integrated Nested Laplace Approximation,
INLA) on Laplace-approksimaation yleistys. Menetelméé voi kédyttaa latenteille gaussisille
malleille, joita ovat muun muassa yleistetyt lineaariset mallit sekd monet spatiaaliset mal-
lit. INLA on kéyttokelpoinen menetelmé silloin, kun hyperparametrien méaara 6 on pieni,
tyypillisesti alle 6. Latenttien muuttujien méara sen sijaan saa olla suuri.

Latentti gaussinen malli koostuu kahdesta osasta: latentit muuttujat x ovat normaalijakau-
tuneita mallin p(x|f) mukaisesti ja havainnot y noudattavat ehdollista jakaumaa p(y|z, 6).
Keskeinen idea on kirjoittaa hyperparametrien posteriori muodossa

p(0)p(x|0)p(y|z,0)
p(z|0,y)

p(fly) (7.2)

ja kayttdd Laplace-approksimaatiota nimittajille p(x|6,y). Approksimaatio on varsin tark-
ka, koska jakauma p(z|f) on normaalijakauma. Kaava 7.2 tuottaa approksimaation nor-
meeraamattomalle posteriorille p(8)p(y|@). Lisdéd approksimaatioita tarvitaan, kun halutaan
méadrittdd marginaaliposteriorijakaumat parametrivektorin 6 komponenteille. Nadmé approk-
simaatiot ovat teknisesti hankalia ja toimivat ainoastaan silloin, kun parametrivektorin 6
dimensio on pieni.

Lisatietoja menetelméstd on saatavilla INLAn kotisivulta (https://www.r-inla.org/
home).
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7.5 Hylkaysotanta

Hylkédysotannassa (rejection sampling) pyritdén tuottamaan havaintoja kiinnostuksen koh-
teena olevasta posteriorijakaumasta p(f|y) kdyttdmalla hyvéksi ehdotusjakaumaa g(6). Hyl-
kéysotanta edellyttda, ettd seuraavat ominaisuudet ovat voimassa ehdotusjakaumalle:

» Havaintoja voidaan tuottaa jakaumasta g(6).

o Tarkeyssuhteelle on voimassa p(f|y)/g(0) < M kaikilla 6, missd M on jokin positiivinen
vakio.

Hylkéysotanta etenee seuraavasti (yhden realisaation tuottamiseksi):

1. Generoi ehdotus 6* jakaumasta g(6).

2. Hyviksy 6* realisaatioksi jakaumasta p(6ly) todennakoéisyydelld p(0|y)/(Mg(0)). Jos
ehdotus hylatdéan, palaa kohtaan 1.

Tarkeyssuhteelle voimassaoleva ehto p(6|y)/g(f) < M takaa sen, ettd ehdotuksen hyvék-
symistodennédkoisyyden lauseke on aina < 1 kaikilla #:n arvoilla. Menetelmén toimivuutta
voi arvioida hyviksyttyjen realisaatioiden osuuden avulla. Hylkdysotanta toimii sitd tehok-
kaammin, mitd enemmén g(f) muistuttaa posterioria p(6|y).

7.6 Tarkeysotanta

Térkeysotannassa (importance sampling) jostakin sopivasta ehdotusjakaumasta generoituja
havaintoja painotetaan siten, ettd ne edustavat kiinnostuksen kohteena olevaa posteriorija-
kaumaa. Ehdotusjakauman ¢(€) tulisi muistuttaa posteriorijakaumaa ja havaintojen gene-
roimisen tulisi olla helppoa.

Olkoon kiinnostuksen kohteena odotusarvo E(£(6)|y), missd £ on jokin tunnettu funktio.
Tarkeysotanta perustuu tulokseen

el = fcomtn o= G
(

SO g(0)d0 B (w(0)(6))
[RENg)de By(wl0)

missé painot madraytyvit kaavasta w(f) = p(0)p(y|0)/g(0).

Generoidaan nyt riippumattomia havaintoja 01, ..., 0™ jakaumasta g(#). Keskiarvon £ =
E(£(0)|y) térkeysotantaan perustuva estimaattori on painotettu keskiarvo

Z;ll w(09)E(GD)
Z;‘:l w(fD)

gIS =
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ja estimoitu keskivirhe saadaan painotettujen havaintojen varianssin avulla

Vi [w(69)]? (§(89) — € )2
EL w(0D) '

Jos ehdotusjakauma on valittu huonosti, suurin osa painoista voi olla ldhelld nollaa samalla,
kun muutamat painot ovat todella suuria. Talloin tarkeysotanta toimii huonosti. Ehdo-
tusjakauman voi valita esimerkiksi Laplace-approksimaation pohjalta. Joissain tapauksissa
varianssin suurentaminen saattaa olla tarpeen liian suurien painojen vélttdmiseksi. Ehdo-
tusjakaumana voi kédyttda myoOs informatiivista prioria. Talldin painot yksinkertaistuvat
uskottavuudeksi

SE(E[S) =

w(6) = p(G;I(De()yIG) _ p(?}(?é;/!@ — o(yl6).

Esimerkki 7.3 (Genetiikkaesimerkki (jatk.)). Lasketaan posterioriodotusarvo térkeysotan-
nalla kiyttien simulointijakaumana Laplacen approksimaatiota N(0.6268215,0.05146732):

importance_sampling <- function(y, mu, sigma, n_sim) {
theta <- rnorm(n_sim, mu, sigma)
dens <- dnorm(theta, mu, sigma)
p_un <- (0.5 + 0.25 * theta) y[1] * (0.25 * (1 - theta)) y[2] *
(0.25 * (1 - theta)) y[3] * (0.25 * theta) y[4]
w <- p_un / dens
theta_is <- sum(w * theta) / sum(w)
theta_is

mu <- 0.6268215

sigma <- 0.0514673

y <- c(125, 18, 20, 34)
importance_sampling(y, mu, sigma, le4)

[1] 0.6229489

Mikéa on hyvin ldhelld numeerisella integroinnilla saatua arvoa.
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