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1. LASKUTOIMITUKSET

Algebra késittelee laskemista. Osin tdmé tarkoittaa “numeroilla laskemista” lu-
kualueissa N, Z, Q, R, C laskutoimituksilla + ja - ja niiden kéd&nteisoperaatioilla —
ja / siind médrin kuin kiénteisoperaatiot ovat hyvin madriteltyjd. Talla kurssilla
yleistimme laskutoimituksen késitteen ja tarkastelemme erilaisia laskutoimitusten
madraamia niinsanottuja algebrallisia rakenteita. Keskeisesséd osassa on “abstrakti
laskeminen”, jossa ei tiedetéd tai vélitetd siitd, milla lasketaan, vaan tehdddn paa-
telmié, kun laskutoimitusten jotkin ominaisuudet tunnetaan. Lisdksi tarkastelemme
kuvauksia, “jotka sailyttavat algebralliset rakenteet”.

Yksi algebran keskeinen ajatus on se, ettd erilaisissa matemaattisissa yhteyksissa
tunnistetaan samankaltaisia rakenteita, esimerkiksi havaitaan, ettd laskutoimituk-
silla on sopivia lisdtominaisuuksia. Jos osoittautuu, ettd ndma lisiominaisuudet maa-
rittelevit jonkin algebrallisen rakenteen (ryhmé, rengas,. .. ), voidaan tarkasteltavaa
tilannetta usein ymmértaa paremmin néille algebrallisille rakenteille todistettujen
yleisten tulosten avulla. Ndin voidaan ndhd& yleisia rakenteita teknisten ominai-
suuksien takana.

Tassa luvussa médrittelemme useita kurssin keskeisid kasitteitd ja tutustumme
niiden perusominaisuuksiin.

Maaritelma 1.1. Epéatyhjan joukon A laskutoimitus on kuvaus * : A x A — A.
Laskutoimituksella varustettu joukko on pari (A, ), missé * on joukon A laskutoi-
mitus.

Laskutoimituksen tulosta merkitdan yleensi a x a’ = *(a,d’). Laskutoimitus on
siis sadnto, joka liittda kahteen joukon A alkioon a,a’ joukon A alkion a * a'.
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Luonnollisten lukujen joukko on télla kurssilla
N={0,1,2,3,...}.

Joskus nollaa ei haluta lukea luonnolliseksi luvuksi eikd téastd valinnasta tule suu-
rempia ongelmia.

Esimerkki 1.2. Luonnollisten lukujen N ja kokonaislukujen Z, rationaalilukujen
Q ja reaalilukujen R yhteen- ja kertolasku ovat laskutoimituksia: (m,n) 5 om n,

(m,n) — m -n = mn. Téssa, kuten ldhes aina, kertolaskun merkki - jatetaan
kirjoittamatta ja kertolaskun tulosta merkitdan mn.

Samassa joukossa F voidaan mééritell erilaisia laskutoimituksia kuten Esimerkis-
sé 1.2 havaittiin. Tarkastelemme talla kurssilla my6s renkaiden teoriaa, renkaat ovat
kahdella laskutoimituksella varustettuja joukkoja, joiden laskutoimituksilta vaadi-
taan muutamia lisiominaisuuksia, jotka esimerkiksi kokonais-, rationaali- ja reaali-
lukujen yhteen- ja kertolaskulla on.

Jos x4 on laskutoimitus joukossa A ja *xp on laskutoimitus joukossa B, niiden
avulla voidaan madritelld laskutoimitus joukossa A x B:

((a,b), (d',b) — (axad axpb).

Tata laskutoimitusta kutsutaan laskutoimitusten x4 ja xp tuloksi. Vastaavalla ta-
valla voidaan maaritelld laskutoimituksia useamman joukon karteesiseen tuloon.

Esimerkki 1.3. (a) Luonnollisten lukujen yhteenlaskun avulla saadaan komponen-
teittainen yhteenlasku joukkoon N x N maarittelemélld se komponenttien yhteenlas-
kun tulolaskutoimituksena (m,n) + (p,q) = (m + p,n + q).

(b) Avaruudessa R" méaritelladn komponenteittainen yhteenlasku vastaavalla tavalla

r4+y=(r1,...,20)+ Wi, - Yn) = (T1+ Y1, -, Tn + Yn)-

Edella tarkastellut esimerkit liittyvat kaikki tavanomaiseen “luvuilla laskemiseen”.
Laskutoimituksen késite on kuitenkin paljon laajempi, kuten seuraavasta esimerkisté
alkaa ilmeta:

Esimerkki 1.4. (a) Joukon X osajoukot muodostavat potenssijoukon Z(X) =
{A C X}. Esimerkiksi, kun X = {0, 1}, niin

2(X) ={0,{0},{1},{0, 1} }.
Joukkojen leikkaus (A, B) — AN B ja yhdiste (A, B) — AU B ovat laskutoimituksia
potenssijoukossa Z(X).

(b) Olkoon X # (), ja olkoon .7 (X) = {f: X — X}. Kuvausten yhdistdminen on
laskutoimitus joukossa .#(X): (f,g) — fog.

(c¢) Olkoon M, (R) reaalisten n x n—matriisien joukko. Kurssilla Lineaarialgebra 1
médriteltiin kaksi laskutoimitusta joukossa M, (R). Seuraavassa, jos C' on matrii-
si, merkinta C,, tarkoittaa sen [m-kerrointa. Matriisien yhteenlasku maéritelladn
komponenteittain asettamalla

(A+ B);; = (Aij + Bij)

kaikilla 1 < 7,7 < n. Matriisien kertolasku maééaritelladn asettamalla
(AB)i; = AyBy
k=1
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kaikilla 1 < 4,5 < n.
Erityisesti dimensiossa 2 saadaan laskutoimitukset

aip a2 I bi1 bio _ (o + b1 aiz + bio

Qo1 Q22 ba1 Do ag1 + bor  age + b
aip  ap2 bi1 bio _ a11011 4 a12ba1  ai1bia + ajaba
Qo1 Q22 ba1 Do 21011 4 axbar  ag1b1a + agba

(d) Kahden alkion muodostamassa joukossa X = {0,1} on 16 eri laskutoimitusta:
Joukossa

ja

X x X ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) }
on nelja alkiota ja jokaisella alkiolla on kaksi mahdollista arvoa 0 tai 1.

Jos samassa lausekkeessa esiintyy useita laskutoimituksia, niiden suorittamisjér-
jestysté ohjataan suluilla: Sulkujen sisélla olevat laskutoimitukset tehdéén aina ensin
ja sisdkkaisia sulkuja siséltévit lausekkeet kasitelladan “sisalté lahtien” vastaavaan ta-
paan kuin esimerkiksi lausekkessa a(b+ ((cd)(e+ f))) lasketaan ensin summa (e+ f)
ja tulo (cd), naiden laskujen tulokset kerrotaan keskendén, saatu tulos lisataéan lu-
kuun b ja lopulta tdmén laskun tuloksella kerrotaan a. Seuraava méiritelméi antaa
muutamia keskeisia laskutoimitusten lisdominaisuuksia.

Maaritelma 1.5. Joukon A laskutoimitus % on
(1) assosiatiivinen eli listtinndinen, jos a * (b c¢) = (a * b) * ¢ kaikilla a, b, c € A.
(2) kommutatiivinen eli vaihdannainen, jos a x b = b * a kaikilla a,b € A.
Jos joukossa A on mééritelty kaksi laskutoimitusta  ja @, niin laskutoimitus * on
e vasemmalta distributitvinen laskutoimituksen & suhteen, jos

ax(bdc)=(axb)®d(axc)

kaikilla a, b, c € A.
o oikealta distributiivinen laskutoimituksen & suhteen, jos

(bdc)xa=(bxa)® (c*xa)
kaikilla a, b, c € A.

Jos % on oikealta ja vasemmalta distributiivinen laskutoimituksen @ suhteen, se
on distributiivinen laskutoimituksen @ suhteen. Distributiivisuutta sanotaan myos
osittelulaiksi.

Merkintoja + ja - kiytetadn yleisesti eri laskutoimituksille. Merkintaé + kaytetaan
kuitenkin ainoastaan kommutatiiviselle laskutoimitukselle. Usein laskutoimitukselle
ei kiytetd mitadn erityistd merkkid vaan laskutoimitusta merkitddan kirjoittamalla
laskutoimituksella varustetun joukon alkioista muodostettuja “sanoja” kuten tavan-
omaisessa kertolaskussa on tapana: a - b = ab.

Sulkujen madraa lausekkeissa voi vihentédd, jos laskutoimitus * on assosiatiivinen:
Koska sulkujen paikalla ei ole merkitysté lausekkeessa a* (b*c) = (a*b) * ¢, voimme
kayttad merkintad

axbxc=(axb)xc=ax(bxc)
ilman vaaraa. Huomaa kuitenkin, etta kaikki laskutoimitukset eivét ole assosiatiivi-
sia, esimerkiksi Harjoitustehtavissa 6 kasiteltava ristitulo ei ole assosiatiivinen.

Esimerkki 1.6. (a) Luonnollisten lukujen, kokonais-, rationaali- ja reaalilukujen
yhteen- ja kertolaskulle patee

(1) m+n =n+m jamn = nm kaikilla m, n (kommutatiivisuus).
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(2) m+ (n+1) = (m-+n)+1jam(nl) = (mn)l kaikilla m, n, [ (assosiatiivisuus).
(3) m(n + 1) = mn + ml kaikilla m,n,[, eli kertolasku on distributiivinen yh-
teenlaskun suhteen.

(b) Joukon &2(X) laskutoimitukset N ja U ovat
e assosiatiivisia: AN (BNC)=(ANB)NCjaAN(BNC)=(AuB)UC
kaikilla A, B,C € Z(X) ja
e kommutatiivisia: AN B =BNAjaAUB = BUA kaikilla A, B € Z(X).

(c) Joukon .7 (X)) laskutoimitus o on assosiatiivinen: Olkoot f, g, h € % (X). Yhdis-
tetyn kuvauksen maaritelméan mukaan

(folgoh))(x)=f((goh)(z)) = f(g(h(z)))
kaikilla z € X ja

((fog)oh)(@)=(fog)(h(x)) = f(g(h(z)))
kaikilla = € X. Siis fo (goh) = (f og) o h kaikilla f,g,h € F(X).
Laskutoimitus o ei kuitenkaan ole kommutatiivinen, jos joukossa X on ainakin
kaksi alkiota: Olkoon X = {0,1}, ja olkoot 0,1 € .Z#(X), O(z) = 0 ja 1(z) =1
kaikilla z € X. Télloin 1c0=1#0=001.

Maéritelméa 1.7. Olkoon A # (), ja olkoon * joukon A laskutoimitus.

e Alkio e € A on laskutoimituksen * neutraalialkio, jos ex g =g jag*xe =g
kaikilla g € A.

e Alkio ¥ € A on alkion x € A wvasen kddnteisalkio, jos T x x = e,

e Alkio 7 € A on alkion = € A oikea kddnteisalkio, jos x x T = e.

Jos z on alkion x vasen ja oikea kiddnteisalkio, niin se on alkion = kddnteisalkio.

Esimerkki 1.8. Luku 0 on luonnollisten lukujen, kokonais-, rationaali ja reaaliluku-
jen yhteenlaskun neutraalialkio, ja luku 1 on kertolaskun neutraalialkio. Useimmilla
luonnollisilla luvuilla ei ole kiddnteisalkiota kummankaan laskutoimituksen suhteen,
sen sijaan jokaisella kokonais-, rationaali- ja reaaliluvulla x on vastaluku —z, joka
on luvun z kidnteisalkio yhteenlaskun suhteen.

Luvulla 0 ei ole kiddnteisalkiota kertolaskun suhteen: 0z = 20 = 0 # 1 kaikil-
la luvuilla z. Kaikilla nollasta poikkeavilla rationaali- ja reaaliluvuilla x taas on
kidnteisluku = = 1/z, esimerkiksi rationaaliluvulle a/b # 0 pitee (a/b)~™* = b/a.

Esimerkki 1.9. (a) Identtinen kuvaus id = idx on joukon .7 (X)) laskutoimituksen
o neutraalialkio:

idof=f=foid
kaikilla f € .Z(X). Jos f € .Z(X) on bijektio, sen kidnteiskuvaus f~! on kuvauksen
f kiidnteisalkio laskutoimituksen o suhteen: fo f~! =id = f~! o f. Muilla joukon
Z(X) alkioilla ei ole kiiéinteisalkiota.

(b) Varustamme nyt joukon X # () potenssijoukon laskutoimituksella \, joka mé&a-
ritellaén

A\B={a€ A:a¢ B}.
Talloin jokaisella A € Z(X) pitee A\ ) = A, joten () muistuttaa laskutoimituksen
\ neutraalialkiota. Kuitenkin )\ A = () kaikilla A € Z22(X), joten () ei ole laskutoimi-

tuksen \ neutraalialkio. Neutraalialkiota ei itse asiassa ole, silld kaikille A € Z(X)
pitee A\ X = (.



Jos laskutoimituksesta kdytetdan tulomerkintid, neutraalialkiolle kiytetaan usein
merkintdd 1 ja summamerkintdéd kiytettdessd merkintaéd 0. Alkion x kiddnteisalkiota
merkitdin yleensid x~!, summamerkintii kilytettiessi kuitenkin kiiytetddn merkin-
taa —x.

Lause 1.10. Olkoon (X, *) laskutoimituksella varustettu joukko.
(1) Jos on alkiot e € X ja ¢ € X siten, etti e x g = g ja g x € = g kaikilla
g € X, niin e = €. Erityisesti e on laskutoimituksen * neutraalialkio.
(2) Jos * on assosiatiivinen laskutoimitus, jolla on neutraalialkio e, niin
(a) alkiolla g € X on kddnteisalkio, jos ja vain jos silla on vasen ja oikea
kdantersalkio.
(b) jos alkiolla g € X on kadnteisalkio, se on yksikdsitteinen.
(c) jos alkiolla g € X on kddnteisalkio, se on alkion g ainoa vasen/oikea
kddanteisalkio

Todistus. (1) Kayttamalla oletettuja ominaisuuksia ylldolevassa jarjestyksessd saa-
daan e = e x ¢/ = ¢’. Koska e siis toteuttaa e x g = g ja g x ¢ = ¢ kaikilla g € X, e
on neutraalialkio.

(2) Todistamme kohdan (a): Olkoon ¢" alkion g vasen kéénteisalkio, ja olkoon ¢” sen
oikea kadnteisalkio. Talloin

g'=exg"=(g'xg)xg" =g *(gxg") =g xe=4g.
Té&lloin siis ¢ on alkion g ké#nteisalkio. Toinen suunta seuraa suoraan mééritel-
méstd. Kohdat (b) ja (c) todistetaan harjoituksissa. O

Olkoon (A, %) laskutoimituksella varustettu joukko. Jos B C A, B # {) ja kaikille
b,b' € B pétee bxl' € B, niin B on laskutoimituksella varustetun joukon (A, %) vakaa
osajoukko. Laskutoimitus * méérittelee indusoidun laskutoimituksen *|p joukossa
B, kun asetetaan bx |gh’ = b b'. Yleensé indusoidulle laskutoimitukselle kdytetaan
samaa merkintdd kuin sen indusoivalle laskutoimitukselle *: |5 = *.

Esimerkki 1.11. Olkoon

P:{(Z’ Z) EMQ(R):c:O}:{(g Z) EMQ(R)}.

Talloin kaikille A, B € P pitee A+ B € P ja AB € P, joten matriisien yhteenlasku
ja kertolasku indusoivat kaksi laskutoimitusta joukossa P.

Maaritelma 1.12. Olkoot (E, *) ja (E', ®) laskutoimituksella varustettuja joukko-
ja. Kuvaus h: (E, %) — (E',®) on homomorfismi, jos h(a xb) = h(a) ® h(b) kaikille
a,be k.

e Bijektiivinen homomorfismi on isomorfismi.

e [somorfismi laskutoimituksella varustetulta joukolta E' itselleen on automor-

fismi.

Laskutoimituksella varustetut joukot (F,*) ja (£, ®) ovat isomorfisia (keskenddn),
jos on isomorfismi h: (E,*) — (E', ®).

Edella méaariteltyjen lisiksi kiytetdan melko usein seuraavia nimityksia:

e Injektiivinen homomorfismi on monomorfismi.
e Surjektiivinen homomorfismi on epimorfismi.

Talla kurssilla kidyytdmme naistd homomorfismityypeistd padsaantoisesti nimityksid
injektiivinen ja surjektiivinen homomorfismi.
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Esimerkki 1.13. (a) Reaalilukujen kertolasku indusoi laskutoimituksen positiivis-
ten reaalilukujen joukossa R, =|0, 00[. Eksponenttikuvaus exp: (R,+) — (R4, ),
exp(z) = e” on homomorfismi: Kaikille x,y € R pétee

exp(z +y) = e""¥ = e”e? = exp(z) exp(y)

Eksponenttifunktio on tunnetusti bijektio, siis se on isomorfismi. Eksponenttifunk-
tion kddnteisfunktio log: (R, ) — (R, +) on myds homomorfismi (ja tietysti myos
isomorfismi): Kaikille z,y € R, pétee

log(zy) = log(x) + log(y).

(b) Yhteenlaskulla varustetut joukot (M, (R), +) ja (R™, 4) ovat selvisti isomorfisia.
(c) Kuvaus h: Z — Ms(R),
1 n
n = (5 ).

on homomorfismi, kun kokonaisluvut varustetaan yhteenlaskulla ja My(R) varuste-
taan matriisien kertolaskulla:

hn +m) = ((1) ”ﬁm) — (é ?) (é ”1”‘) — h(n)h(m).

Isomorfiset laskutoimituksella varustetut joukot ovat algebrallisilta ominaisuuksil-
taan samanlaiset vaikka joukot ja laskutoimitukset voivat “ulkoisesti” olla hyvinkin
erilaisia, kuten Esimerkin 1.13 avulla huomaamme.

Propositio 1.14. Olkoon h: (E,*) — (E',®) surjektiivinen homomorfismi.
(1) Jos x on kommutatiivinen, niin ® on kommutatiivinen
(2) Jos x on assosiatiivinen, niin ® on assosiatiivinen
(3) Jos laskutoimituksella varustetussa joukossa E on neutraalialkio e, niin h(e)
on laskutoimituksella varustetun joukon E' neutraalialkio.
Todistus. (1) Olkoot o', b’ € E’. Talléin on a,b € E, joille h(a) = a’ ja h(b) = U'. Siis
a®b =h(a)®h(b) =h(axb) =h(b*xa)=h(b) ®h(a) = &d,
joten ® on kommutatiivinen.
(2) Harjoitustehtéva.
(3) Olkoon ¢’ € E’. Talloin ¢’ = h(g) jollain g € E ja pétee

hie)® g = h(e) ® h(g) = h(exg) = h(g) =g
ja
g ®h(e) =h(g) ®h(e) =h(g*e)=h(g) =47,

joten h(e) on neutraalialkio. O

Neutraalialkio ei valttaméatta kuvaudu neutraalialkiolle, jos homomorfismi ei ole
surjektiivinen. Helppo esimerkki tésté ilmiostd on homomorfismi h: (N, +) — (N, -),
h(n) = 0 kaikilla n € N. Kuvaus h on todellakin homomorfismi koska kaikille m,n €
N pétee

h(n+m) =0=00= h(m)h(n).

Kuitenkaan neutraalialkio 0 € (N, +) ei kuvaudu neutraalialkioksi 1 € (N, -).



Harjoitustehtavia.

Tehtava 1. Onko joukon Z(X) laskutoimitus N distributiivinen laskutoimituksen
U suhteen? Onko laskutoimitus U distributiivinen laskutoimituksen N suhteen?

Tehtdva 2. Onko laskutoimituksilla N ja U neutraalialkiot? Onko jokaisella A €
P (X) kddnteisalkiot laskutoimitusten N ja U suhteen?

Tehtéava 3. Onko joukon Z(X) laskutoimitus \ assosiatiivinen?

Tehtdva 4. Onko matriisien kertolasku assosiatiivinen joukossa My(R)? Onko se
kommutatiivinen? Onko matriisien kertolaskulla neutraalialkio joukossa Ma(R)?

Tehtava 5. Olkoon

I'={A € My(R):det A=1}.
Osoita, ettd matriisien kertolasku indusoi laskutoimituksen joukossa I'. Miten mat-
riisien yhteenlasku kayttaytyy?

Tehtidva 6. Avaruuden R3 vektoritulo eli ristitulo on laskutoimitus, joka mééritel-
ldin asettamalla jokaiselle a, b € R?

. a9 b2 aq bl a1 bl
axb= (det <a3 b3) , —det <a3 63) , det <a2 62) ) .

(1) Osoita, ettid x on antikommutatiivinen: b X a = —a x b kaikille a, b € R3.

(2) Osoita, ettd x on distributiivinen vektorien komponenteittaisen yhteenlas-
kun suhteen.

(3) Osoita, ettd x ei ole assosiatiivinen.

Tehtava 7. Olkoon X # (), ja olkoon * joukon X assosiatiivinen laskutoimitus.
Osoita:

(1) Jos alkiolla g € X on kiénteisalkio, se on yksikésitteinen.
(2) Jos alkiolla g € X on kiidnteisalkio, se on alkion ¢ ainoa vasen kéénteisalkio

Tehtava 8. Olkoot (A, *) ja (C, ®) laskutoimituksella varustettuja joukkoja ja ol-
koon f: (A, *) — (C,®) homomorfismi. Osoita:

(1) Jos B C A on vakaa, niin f(B) C C on vakaa.

(2) Jos B C C on vakaa, niin f~}(B) C A on vakaa.

Tehtava 9. Olkoon h: (E, %) — (E', ®) surjektiivinen homomorfismi. Osoita: Jos
* on assosiatiivinen, niin ® on assosiatiivinen.

6Vihje: Kannattaa kerrata lineaarialgebran tietoja. Assosiatiivisuuden puuttumisen voi ndhdéa
esimerkiksi tarkastelemalla standardikantavektorien keskinéisié tuloja.
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2. KOMPLEKSILUVUT

Kompleksiluvut C saadaan varustamalla taso R? komponenteittaisella yhteenlas-
kulla (joka on reaalilukujen yhteenlaskun tulo itsensé kanssa, katso Luku 1) ja ker-
tolaskulla, joka maéaritellaan asettamalla

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).
Huomaa, etta
(a,0) 4+ (¢,0) = (a +¢,0)
ja
(a,0)(c,0) = (ac, 0),

joten voimme ajatella kompleksilukuja (a,0) ja (¢, 0) reaalilukuina a ja c. Erityisesti
otamme kdyttoon merkinnét (1,0) =1 € Cja (0,0) =0 € C.

Kompleksilukua i = (0, 1) kutsutaan imaginaariyksikiksi. Jokainen kompleksiluku
voidaan esittdd yksikésitteisesti summana

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0,1) = a+1ib,

jossa kiytetadn edelld tehtyd sopimusta, jonka mukaan kompleksiluku (a,0) samas-
tetaan reaaliluvun a kanssa. Néilld merkinnéilla kompleksilukujen laskutoimitukset
ovat

(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d),
(a+1ib)(c+id)= (ac —bd) + i(ad + be).
Esimerkki 2.1. (a) 2= (0-0—1-1)4+4i(0-1+1-0) = —1.
b)) (1+4?=(1-1—-1-1)+4i(1-1+1-1)=24.

Kompleksiluvun z =a + b

e reaaliosa on Re(z) = a,

e imaginaariosa on Im(z) = b.

o (kompleksi)konjugaatti eli liittoluku on z = a — i b
e moduli (eli itseisarvo) on

2 = V2E = V/Re(2)? + (2 = V@ + 5 = || (a,b)]|.
Propositio 2.2. (1) Kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku ovat assosiatiivisia ja
kommutatiivisia laskutoimituksia.
(2) Yhteenlaskun neutraalialkio on 0 ja kertolaskun neutraalialkio on 1.
(8) Kompleksilukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

(4) Jokaisella kompleksiluvulla z on vastaluku —z ja jokaisella nollasta poikkeavalla
kompleksiluvulla z on kdadnteisluku

o Z

z —W

(5) Kuwvaus j: R — C, j(x) = x on injektiivinen homomorfismi yhteenlaskun ja
kertolaskun suhteen.

Todistus. Kohdat (1)—(4) jatetdan harjoitustehtéviksi.
(5) Médritelmén mukaan kaikille reaaliluvuille  pétee j(x) = x + 04. Siispd

jlet+y)=x+y+0i=(x+04)+ (y+0i)=jx)+ j(y)
8



ja
J(@)j(y) = (x+0d)(y +0i) = (zy — 0) + i(x 0+ 0y) = xy + 0i = j(zy).
O

Koska kompleksilukujen kertolasku on kommutatiivinen, niin kaikille w € C pétee
w1 = tw. Erityisesti siis, jos x € R C C, voidaan kompleksilukua z ¢ merkita halut-
taessa myos ¢x. Jos x on “konkreettinen reaaliluku”, kiytetdén yleensé jarjestysta
xt kuten Esimerkissé 2.1.

Kannattaa huomata myos se, ettd kompleksilukujen kertolaskut voidaan laskea
“tavallisilla laskusidinnoilla” huomioimalla, ettid i2 = —1

(a+ib)(c+id) =ac+aid+ibc+ibid=ac+iad+ibc+i*bd
= (ac — bd) + i(ad + be).

Lemma 2.3. Kompleksikonjugoinnille ja modulille pdtee kaikilla z,w € C

(1) z = z,

(2) z+w=2z+w,

(3) zw = zw ja

(4) 2] = |

() [zw| = [[w].
Lisdksi moduli toteuttaa kolmioepdyhtdlon:

|2+ w| < [2] + Jwl

kaikilla z,w € C, ja jos x € R C C, niin sen moduli kompleksilukuna on sama kuin
sen itseisarvo reaalilukuna.
Todistus. Kohdat (1)-(5) Harjoitustehtéavissa 11.

Kolmioepayhtilo on todistettu kurssilla Lineaarinen algebra ja geometria 1: Komplek-
siluvun 2z = x + iy moduli on vastaavan tason R? pisteen (z,%) normi.

Viimeinen véite on selvé: Jos x € R C C, niin |z| = |z + 014]. O
Lemman 2.3 kohtien (1)—(3) avulla ndhdéaén helposti

Propositio 2.4. Kompleksikonjugointi on isomorfismi kompleksilukujen yhteenlas-
kun ja kertolaskun suhteen.

Todistus. Ajatellaan ensin kompleksikonjugointia kuvauksena k: (C,+) — (C,+),
k(z) = z. Télloin Lemman 2.3 kohdan (2) nojalla saadaan suoraan

k(z4+w)=2F+w=2zZ+w=k(z)+ k(w),

joten k on homomorfismi. Lisiksi Lemman 2.3 kohdan (1) nojalla jokaiselle z € C
pitee z = k(k(2)), joten k on bijektio, ja ensimmaéinen véite on todistettu.

Toinen véite todistetaan samalla tavalla Lemman 2.3 kohdan (3) avulla. O
Napakoordinaattikuvaus N: Ry x R — R?,
N(r,¢) = (rcos¢,rsin @),

kuvaa méérittelyjoukkonsa (oikean puolitason) joukoksi R? \ {0}. Napakoordinaat-
tien avulla voimme siis esittdd jokaisen kompleksiluvun z # 0 muodossa

z=r(cos¢ +ising).

Itse asiassa Lemman 2.3(5) nojalla

|z| = |r(cos ¢ +isin@)| = r|(cos ¢ + isin @)| = 7’\/0052<;5+sin2¢ =,
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joten
z = |z|(cos ¢ + isin @),

misséd ¢ € R on tason R? vektorien (1,0) ja (Re(z),Im(z)) vilinen kulma “positii-
viseen kiertosuuntaan”. Kulma ¢ on kompleksiluvun z argumentti. Se on tarkalleen
ottaen madritelty tdyden kulman 27 monikertaa vaille trigonometristen funktioiden
jaksollisuuden nojalla:

cos(¢ + k2m) +isin(¢ + k27) = cos ¢ + isin ¢
kaikilla k£ € Z.

z=V2(-1+1)

Y

Kuva 1. Kompleksiluvun v/2(—1 +4) ja sen kiéinteisluvun esitykset
napakoordinaattien avulla.

Trigonometristen funktioiden kulman yhteenlaskukaavojen avulla saamme seuraa-
van tuloksen, jonka mukaan kompleksilukujen kertolasku sopii hyvin yhteen napa-
koordinaattiesityksen kanssa:

Propositio 2.5. (1) Olkoot z = r(cos¢ +isin¢), ja w = s(cos@ + isinf). Tdlldin
2w = r5(cos(¢ + 0) +isin(¢p + 6)).
(2) Olkoot z, = ry(cos ¢p +isingy), k=1,2,...,n. Tdlloin

n n n

Lo =122z = (] ri)eos(>" 60 + isin(> o).
k=1 k=1 k=1 k=1
Todistus. Harjoitustehtava 12. O

Sovellamme napakoordinaattiesitysté ja Propositiota 2.5 kompleksilukujen juur-
ten tarkasteluun: Kompleksiluku z, jolle pitee 2¥ = w on kompleksiluvun w k:s
Juuri. Erityisen tarkeitd ovat ykkosen juuret, jotka ovat ne kompleksiluvut z € C,
joille pétee z¥ = 1 jollain k = 1,2,3, . ...

Lemma 2.6. Luvulla 1 € C on m kappaletta m. juuria. Jos

2 2
(1) szcosl+isinl,

m m
niin ykkosen m. juuret ovat (p, (%, ..., ¢ ja 1.
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Todistus. Proposition 2.5 nojalla

(= cos2m +isin2m = 1.

Josn € {1,2...,m}, niin Proposition 2.5 nojalla
n 2rn . . 2mn
¢,y = €os — + isin —,
m m
joten
2 2
(¢h)™ = cos T i 2
m

Siis kaikki luvut (], ovat ykkdsen juuria.
Toisaalta, jos ( = r(cos ¢ +isin @) ja ("™ = 1, niin Proposition 2.5 nojalla ™ =1
jam¢ = k27 jollakin k € Z. Siis r =1 ja
k2w R2m

=" =D+ ——
m m

joillekin D, R e Z, 0 < R <m — 1, sillda k = Dm + R joillekin téllaisille kokonaislu-
vuille D ja R. Siis

R2 R2
¢ = cos 7T+isin W:g“ﬁ,
joten kaikki ykkosen juuret sisdltyvit joukkoon {1, (n, C2, ..., (M 1} O
; 2
1 = C8

_1:§l

6
—1 = (g
Kuva 2. Ykkosen kahdeksannet juuret.

Propositio 2.7. Jokaisella kompleksiluvulla z € C\ {0} on m kappaletta m. juuria.
Jos
z =r(cos ¢ + isin @),
nun juuret ovat
W1, Wi - w1l
¢

wy = %(cosﬁ +isin —)
m m

missa
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ja
2r .. 27
Cm = cos — + isin —.
m m

Todistus. Harjoitustehtéava 14. O
Esimerkki 2.8. Luvun 2 € C kolmannet juuret ovat \3/5,

\?/i(cos%r+isin%r) = \3/5(—%+2§)

ja

\P’/ﬁ(cos%r—l—isin%r) :—\P’/ﬁ(%qti?).

Proposition 2.7 avulla voimme myo6s ratkaista toisen, kolmannen ja neljinnen
asteen polynomiyhtélot.

2
Propositio 2.9. Olkoot ag,a; € C. Olkoon (%) — ag toinen kompleksiluvun

2
a
(51) — ag nelidjuurista. Luvut

ai i ai ? . ai ay ?
21 = —— —_ — Q a 29 =—— — — — Q
1 5 5 0o J 2 9 5 0

ovat yhtdalon
24 az+ay=0

ratkaisuja.
Todistus. Havaitsemme, etté
(z—21)(z—2) =2 +a12+ag =0,
mista vaite seuraa. (]

Kaikki toisen asteen kompleksikertoimiset polynomiyhtalot voidaan ratkaista Pro-
position 2.9 avulla. Kaikki kolmannen asteen kompleksikertoimiset yhtalot saadaan
muuttujanvaihdolla muotoon z* + pz + ¢ = 0. Jos ug, vy € C siten, ettd

=14+ Y

2 2 3
gy = — 2
0vo 37
jals=—3+1 § on kaavan (1) antama ykkésen kolmas juuri, niin luvut z; = ug+vy,

29 = Cgup + C3vg ja z3 = (Zug+ (3up ovat yhtilon 23 + pz + ¢ = 0 ratkaisuja. Alkupe-
riisen yhtalon juuret saadaan naistd tekemalld muuttujanvaihto toiseen suuntaan.

Neljannen asteen yhtéloiden ratkaisukaavat ovat samankaltaisia kuin kolmannen
asteen tapauksessa. Kolmannen ja neljinnen asteen yhtéloiden ratkaisemista késitel-
ladn enemmén kurssilla Lukualueet ja esimerkiksi kirjassa K. Vaisdla: Lukuteorian
ja korkeamman algebran alkeet. Kurssin lukualueet moniste on saatavissa tdmén
kurssin kotisivulta.

Abel osoitti vuonna 1826, etté viidennen ja korkeamman asteen polynomeille ei ole
samanlaista ratkaisualgoritmia kuin alemman asteen polynomeille. Tdmén véitteen
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todistuksessa kiytetddn yleenséd ryhmaéteoriaa, jota tarkastelemme luvusta 4 alkaen.
Polynomeja tarkastellaan lahemmin tdmén kurssin lopussa.

Jokaisella nollasta poikkeavalla kompleksiluvulla on kdénteisalkio kertolaskun suh-
teen. Otamme kayttoon erityisen merkinnan

C* = (C\{0},)

laskutoimituksella varustetulle joukolle (C \ {0}, -). Vastaavasti

R = (R\{0},-)
ja

Q* = (@\{0},).
Néitéa laskutoimituksella varustettuja joukkoja kutsutaan (kurssin aikana selvene-
vista syistd) kompleksilukujen, reaalilukujen ja rationaalilukujen multiplikatiivisiksi
ryhmiksi. Laskutoimituksella varustetut joukot (C,4+), (R,+) ja (Q,+) taas ovat
kompleksilukujen, reaalilukujen ja rationaalilukujen additiiviset ryhmdit.

Napakoordinaattikuvauksen avulla voidaan mééritelld algebran (ja myShemmin

kompleksianalyysin) kannalta merkittéava kuvaus:

Maaritelma 2.10. Kuvaus exp: C — C, joka madritellddn asettamalla jokaiselle
z=x+1iyeC
exp(z) = €* = " = e*(cosy + isiny),

on (kompleksinen) eksponenttifunktio.

T

w = 10g2+i%ﬂ'

.
SIE]

—iT

Kuva 3. Kompleksinen eksponenttifunktio. Eri suorien kuvautumista

on havainnollistettu véreilla. Piste w = log2 + i%ﬂ kuvautuu ekspo-

nenttifunktiolla pisteeksi z = v/2(—1 + 1) ja piste —w pisteeksi 2.

Propositio 2.11. Eksponenttifunktio exp: (C,+) — C* on surjektiivinen homo-
morfismi.

Todistus. Osoitamme ensin, ettd kompleksinen eksponenttifunktio on homomorfis-
mi. Olkoot z = v + i1y, w = u+ v € C. Télloin reaalisen eksponenttifunktion
laskusdantojen ja Proposition 2.5 nojalla

exp(z 4+ w) = " (cos(y + v) +isin(y + v))
= e”e"(cosy +isiny)(cosv + isinv)
= exp(z) exp(w).
13



Olkoon g: R? — R, x R, g(z,y) = (€% y). Talloin g(R?) = R, x R. Jos tulkit-
semme kompleksisen eksponenttikuvauksen kuvauksena, joka on maééaritelty tasossa
R2, pétee exp = N o g. Siis exp on surjektiivinen, koska molemmat kuvaukset g ja
napakoordinaattikuvaus N ovat surjektiivisia. 0

Kompleksisen eksponenttifunktion avulla saadaan yksinkertainen lauseke ykkosen
juurille: Yhtalon 2™ = 1 ratkaisut ovat luvut
CR — GR %Z
m )

0<R<m-1.

Harjoitustehtavia.

Tehtava 10. Osoita, ettd kompleksilukujen kertolasku on assosiatiivinen ja kom-
mutatiivinen laskutoimitus. Osoita, ettd kompleksilukujen kertolasku on distribu-
tiivinen yhteenlaskun suhteen. Onko kompleksilukujen yhteenlasku distributiivinen
kertolaskun suhteen?

Tehtava 11. Osoita, etta kaikilla z,w € C pétee
(1) 2 =2,
(2) z+
(3) zw
(4) |z
(5) |z

Tehtiava 12. Olkoot z = r(cos ¢ + isin @), ja w = s(cos @ + isinf). Osoita, etti
2w = rs(cos(¢p + 6) + isin(¢ + 0)).

Tehtiava 13. Olkoot z, = ri(cos ¢p + isingy), k = 1,2,...,n. Osoita induktiolla,
etta

Z 4w,
w,

| = |z] ja

w| = |z||w].

I e
I I

n n

H 2= 21200 2 = (H Tk)(COS(Z Or) +i sin(z Or))-

k=1 k=1

Tehtiava 14. Osoita, ettd jokaisella kompleksiluvulla z € C\ {0} on m kappaletta
m. juuria.

Tehtava 15. Maaritd ykkosen kuudennet juuret. Kirjoita juuret muodossa, jossa
ei kiilytetd trigonometrisia funktioita eikd kompleksista eksponenttifunktiota. Piirra
kuva, jossa kaikki juuret esitetdén tason pisteiné.

Tehtidvd 16. Ratkaise yhtilot 22 = i ja 2° = —% napakoordinaattien avulla. Ha-
vainnollista ratkaisuja kuvalla.

Tehtiva 17. Ratkaise yhtélot 22 — 2+ 1=0ja 22 —iz +1=0.
Tehtéava 18. Olkoot a; € R kaikilla k € {1,2,...,n} ja olkoon z; € C yhtalén

(2) Z akzk =0
k=1

ratkaisu. Osoita, ettd Z; on yhtélon (2) ratkaisu.

OVihje: Kiyté reaalilukujen vastaavia ominaisuuksia, jotka oletamme tunnetuiksi
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3. TEKIJALASKUTOIMITUS, KOKONAISLUVUT JA RATIONAALILUVUT

Tassé luvussa tutustumme kolmanteen tapaan muodostaa laskutoimitus joukkoon
tunnettujen laskutoimitusten avulla. Tata varten méaarittelemme ensin tarvittavan
ekvivalenssirelaation kasitteen.

Maaritelma 3.1. Olkoon A epétyhja joukko. Joukon A x A osajoukko relaatio
joukossa A.

Jos R C A x A on relaatio, usein merkitdin a R b, jos (a,b) € R.

Maaritelma 3.2. Joukon A relaatio R on

(1) refleksiivinen, jos a Ra kaikilla a € A,

(2) symmetrinen, jos bR a kaikilla a,b € A, joille a R b,

(3) transitiivinen, jos a R c aina kun aRb ja bR ¢,

(4) antisymmetrinen, jos b = a kaikilla a,b € A, joille aR b ja bR a.

Jos relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, se on ekvivalenssirelaa-
tio. Jos R on ekvivalenssirelaatio joukossa A, sanotaan, ettd joukon A alkiot a ja b
ovat ekuvivalentteja, jos a R D.

Ekvivalenssirelaation merkkind kiytetddn usein merkkid ~. Talloin kiytetaan
merkintdd a ~ b, jos a ja b ovat ekvivalentteja.

Maaritelma 3.3. Jos ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa A, niin jokainen joukon A
alkio @ maaraa ekvivalenssiluokan

la) ={be A:a~ b}
Ekvivalenssiluokkien joukko
Aj~={[d]:a € A}
on ekvivalenssirelaatiota ~ vastaavaksi joukon A tekijijoukko. Kuvaus E — FE/~,
a — [a], on ekvivalenssirelaatiota ~ vastaava tekijikuvaus eli luonnollinen kuvaus.
Ekvivalenssiluokat ovat erillisia:
Lemma 3.4. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa A. Pisteiden x,y € A ekviva-
lenssiluokille pdtee:
(1) Jos x ~y, niin [x] = [y].
(2) Jos [z] N [y] # 0, niin [z] = [y].

Todistus. Harjoitustehtéava 21. O
Jos
(3) A=Ja
el

ja kaikille ¢ # j pitee 4; N A; = (), sanotaan, ettd A on erillinen yhdiste joukoista
A;, i € I. Merkitsemme joukkojen A;, i € I erillistd yhdistetta

A=A
el
Tamé merkinté sisdltdd tiedon, ettd yhdistettavit joukot ovat erillisid. Jos A =
| |;c; As, niin joukot A;, i € I muodostavat joukon A osituksen.

Lemman 3.4 nojalla joukon X ekvivalenssirelaation ~ ekvivalenssiluokat muodos-
tavat joukon X osituksen. Itse asiassa myos kiddnteinen véite patee: Jos joukot A;,
1 € I muodostavat joukon A osituksen, méadritellddn relaatio R asettamalla x Ry,
jos ja vain jos z,y € A; jollain i € I. Osoittautuu, etté relaatio R on ekvivalenssire-
laatio.
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Propositio 3.5. Olkoon X # ).

(1) Joukon X ekvivalenssirelaatio mddrdd joukon X osituksen.
(2) Joukon X ositus mdadrid joukon X ekvivalenssirelaation.

Todistus. Kohta (1) seuraa Lemmasta 3.4.
Todistetaan kohta (2): Olkoon R osituksen A =| |,

(1) Koska A = |J,c; As, niin jokaiselle a € A pétee a € A; jollakin ¢ € I. Siis
aRa, joten R on refleksiivinen.

(2) Symmetrisyys on selvé, koska relaatio R mééritelldén ehdolla a,b € A;.

(3) Oletetaan, ettd a,b € A; ja b,c € A; joillain 4,j € I. Koska joukot Ay,
k € I muodostavat joukon A osituksen, pétee joko A; = A; tai A; N A; = 0.
Oletuksen mukaan b € A; N A;, joten A; = A;, jasiis a, c € A;, joten relaatio
R on transitiivinen.

A; madrdama relaatio. Talloin

OJ

Maaritelma 3.6. Joukon A laskutoimitus * ja ekvivalenssirelaatio ~ ovat yhteen-
sopivat, jos axb ~ a'x b aina kun a ~ a’ ja b ~ . Jos joukon A ekvivalenssirelaatio
~ ja laskutoimitus * ovat yhteensopivat, niin joukon A/~ laskutoimitus *, joka
madritelladn asettamalla

[a] + [b] = [a * 0]

on laskutoimituksen x maaraama tekijalaskutoimitus.

Propositio 3.7. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio laskutoimituksella varustetussa jou-
kossa (E,x). Jos ekvivalenssirelaatio ~ ja laskutoimitus x ovat yhteensopivat, niin
luonnollinen kuvaus on surjektiivinen homomorfismi. Jos e € E on laskutoimituksen
x neutraalialkio, niin [e] € E/~ on tekijilaskutoimituksen neutraalialkio.

Todistus. Tama seuraa madritelméasta: Olkoon ¢ luonnollinen kuvaus. Kaikille a, b €
E pétee

¢(a) * ¢(b) = [a] * [b] = [a* 0] = p(a +b),
joten luonnollinen kuvaus on homomorfismi. Kuvauksen surjektiivisuus on selvéé,

koska jokaisella ekvivalenssiluokalla on edustaja joukossa E. Neutraalialkiota koske-
va viite seuraa Propositiosta 1.14. ]

Propositio 3.8. Jos laskutoimitus * on assosiatitvinen, sen tekiyjdlaskutoimitus on
assosiatiivinen. Jos x on kommutatiivinen, sen tekijdlaskutoimitus on kommutatii-
VINEn.

Todistus. Koska luonnollinen kuvaus on Proposition 3.7 mukaan surjektiivinen ho-
momorfismi, viite seuraa Propositiosta 1.14. ]

Esimerkki 3.9. Olkoon ¢ € N, ¢ > 2. Olkoon relaatio = kokonaislukujen joukossa
7Z maaritelty saannolla a = b, jos on k € Z siten, ettd b = a + kq. Télloin = on
ekvivalenssirelaatio:

(1) @ = a+ 0q kaikilla a € Z,

(2) jos b= a+ kq jollain k € Z, niin a = b+ (—kq),

(3) jos b=a+ kq ja c = b+ ng joillain k,n € Z, niin ¢ = a + (k + n)q.
Ekvivalenssirelaatiota = kutsutaan kongruenssiksi (modulo q). Koska ekvivalenssi-
relaatio riippuu luonnollisesta luvusta ¢, télle ekvivalenssirelaatiolle kidytetaan mer-
kintaa

a=b modqg tai a=b (mod q).
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Kongruenssia vastaavia ekvivalenssiluokkia sanotaan kongruenssiluokiksi (modulo q)
ja vastaavalle tekijajoukolle kiytetdan merkintda

Kokonaislukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat yhteensopivia kongruenssin kans-
sa. Osoitamme tamén yhteenlaskulle: Jos @’ = a + mq ja b’ = b + ng, niin

ad+bV=a+b+ (m-+n)g,
joten
a+b=a+b modq.
Kertolaskulle viite osoitetaan samaan tapaan harjoituksissa (Harjoitustehtéva 22).
Kokonaislukujen yhteenlasku ja kertolasku méaraavat siis laskutoimitukset ¢ alkion
joukolla Z/qZ. Lemman 3.8 nojalla molemmat laskutoimitukset ovat assosiatiivisia

ja kommutatiivisia. Kéytdmme molemmille kongruenssiluokkien laskutoimituksille
samaa merkintad kuin indusoiville laskutoimituksille:

] +[b] = la+ 0] ja [a][b] = [ad]

kaikille [a], [b] € Z/qZ. Proposition 3.7 mukaan [0] on kongruenssiluokkien yhteen-
laskun neutraalialkio ja [1] on kongruenssiluokkien kertolaskun neutraalialkio.

[1] = [6] = [2)[3
e 0 © lb o 0 © o O i
+7 —6 -5 —4 3 —2 —1 0 1 4 5 6
2= [-3] = |
B =[-2 =

Kuva 4. Kongruenssiluokat modulo 5.

Kurssilla Lukualueet tarkastellaan kokonaislukujen ja rationaalilukujen konstruk-
tiota luonnollisista luvuista ldhtien esimerkkina tekijalaskutoimituksesta. Luonnol-
listen lukujen joukko ja sen laskutoimitukset yhteenlasku ja kertolasku oletetaan
“intuitiivisesti tunnetuiksi”. Lukualueiden kurssin aikana konstruoidaan muut lu-
kualueet

7ZCcQcRcC

laajentamalla asteittain luonnollisista luvuista ldhtien. Samalla tarkastellaan, miten
algebralliset ominaisuudet muuttuvat laajempaan lukualueeseen siirryttaessa. Talla
kurssilla tarkastelemme kokonaislukujen ja rationaalilukujen maéarittelyd lyhyesti
esimerkkind tekijalaskutoimituksista.

Esimerkki 3.10. Maérittelemme kokonaisluvut “luonnollisten lukujen muodollisina
erotuksina”: Jos m ja n ovat luonnollisia lukuja ja m > n, niin niiden erotus m — n
on luonnollinen luku, se on yhtalon n+ x = m ratkaisu. Toisaalta sama luonnollinen
luku voidaan esittdd erotuksena ddrettoméan monella eri tavalla, silla kaikilla & € N
patee
(m+k)—(n+k)=m—n.

Néiden havaintojen opastamana maéarittelemme joukkoon N x N relaation ~ asetta-
malla (m,n) ~ (p,q), jos ja vain jos m+q = p+n. Harjoitustehtavéssa 23 osoitetaan,
ettd relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.
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Kuva 5. Kokonaislukujen méarittelyssa kiytettava ekvivalenssirelaa-
tio joukossa N x N.

Kokonaislukujen joukko on

Z=NxN/~.
Kokonaislukujen yhteenlasku on luonnollisten lukujen yhteenlaskun tulon
(4) (m,n) + (p,q) = (M +p,n+q),

indusoima laskutoimitus, ja kertolasku on joukon N x N laskutoimituksen

(5) (m,n) * (p,q) = (mp + ng, mq + np)
indusoima laskutoimitus.

Laskutoimitusten méaéritelmét ovat jarkevid: Paria (m,n) tulee ajatella erotukse-
na m — n, jolloin lausekkeet (4) ja (5) vastaavat lausekkeita

(m—=n)+(p—q)=(m+p)—(n+q)
ja
(m —mn)(p —q) = (mp + ng) — (mq + np).

Kokonaislukujen laskutoimitukset ovat hyvin méaariteltyjé, koska vastaavat jouk-
koon N x N maaritellyt laskutoimitukset ovat yhteensopivia ekvivalenssirelaation ~
kanssa. Todistamme tdmén yhteenlaskulle: Jos (m,n) ~ (m/,n’) ja (p,q) ~ (', q),
niin maaritelmén mukaan patee m +n' =m' +n jap+ ¢ = p’ + ¢. Siis

(m+p)+ (' +q)=m +p)+{n+aq),
joten (m+p,n+q) ~ (m' +p',n" + ¢). Kertolasku késitellddn harjoitustehtévissa
24.

Esimerkki 3.11. Rationaaliluvut muodostetaan vastaavalla tavalla kuin kokonais-
luvut edelld kokonaislukujen muodollisten osaméarien avulla: Maérittelemme ekvi-
valenssirelaation ~ joukossa Z x Z* (missd Z* = Z \ {0}) asettamalla (a,b) ~ (¢, d),
jos ja vain jos ad = bc.

Rationaalilukujen joukko on

Q=Zx7Z]~.
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Kéytdmme rationaaliluvuista tavanomaista merkintdd p/q = [(p, ¢)]. Rationaalilu-
kujen yhteenlasku on laskutoimituksen

(a,b) @ (c,d) = (ad + be, bd)
indusoima tekijalaskutoimitus
a ¢ ad+bc

b d  bd
ja rationaalilukujen kertolasku on kokonaislukujen kertolaskun tulon
(a,b) ® (e, d) = (ac, bd)

indusoima laskutoimitus. Harjoitustehtévissa 25 osoitetaan, ettd laskutoimitukset
@ ja ® ovat ekvivalenssirelaation ~ kanssa yhteensopivia.

Harjoitustehtavia.

Tehtéva 19. Olkoon R relaatio joukossa R? siten, etti (x,y) R (2, w), jos ja vain jos
2?2 +y? = 22 +w?. Osoita, ettd R on ekvivalenssirelaatio. Millaisia joukkoja relaation
R ekvivalenssiluokat ovat?

Tehtava 20. Mitka seuraavista ovat joukon C ekvivalenssirelaatioita?
e zRw, jos ja vain jos Rez = Rew.
e zRw, jos ja vain jos |z| < |w].
e zRw, jos ja vain jos Rez = Imw.
Tehtava 21. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa A. Olkoot z,y € A. Osoita,
etta ekvivalenssiluokille pétee:
(1) Jos x ~ y, niin [z] = [y].
(2) Jos [z] N [y] # 0, niin (2] = [y).
Tehtdva 22. Osoita, ettd kokonaislukujen kertolasku on yhteensopiva kongruenssin
kanssa.

Tehtava 23. Médritelladn relaatio ~ joukossa N x N asettamalla (m,n) ~ (p, q),
jos ja vain jos m + ¢ = n + p. Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio.

Tehtava 24. Maaritellddn laskutoimitus * joukossa N x N asettamalla

(m,n) * (p,q) = (mp + ng,mq + np)

Osoita, ettd * on yhteensopiva tehtavin 23 ekvivalenssirelaation kanssa.

Tehtava 25. Osoita, ettd joukon Z x Z* ekvivalenssirelaatio, joka maaritelladn
asettamalla (a, b) ~ (¢, d), jos ja vain jos ad = be, on yhteensopiva laskutoimitusten

(a,b) @ (¢,d) = (ad + be, bd)
ja
(a,b) ® (c,d) = (ac, bd)
kanssa.

Tehtava 26. Maaritellddn relaatio ~ reaalilukujen joukossa R asettamalla = ~ vy,
jos ja vain jos x = qy jollain g € Q*. Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio. Osoita,
ettd tekijajoukko R/~ on ylinumeroituva.

24Vihje: Todistuksessa voi kiyttdd vain luonnollisia lukuja!
26V/ihje: Euklidiset avaruudet.
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4. RYHMAT

Tassé luvussa tarkastelemme laskutoimituksella varustettuja joukkoja, joiden las-
kutoimitukselta oletamme muutamia yksinkertaisia ominaisuuksia:

Maaritelma 4.1. Laskutoimituksella varustettu joukko (G, %) on ryhmd, jos

e laskutoimitus * on assosiatiivinen,
e joukossa GG on laskutoimituksen * neutraalialkio, ja
e jokaisella g € (G, x) on kiénteisalkio.

Ryhma on keskeinen algebran rakenne, joka esiintyy monilla matematiikan aloilla
esimerkiksi lineaarialgebrassa, geometriassa ja lukuteoriassa. Talla kurssilla késitte-
lemme esimerkkeja eri aloilta yleisen teorian tarkastelun liséksi.

Esimerkki 4.2. (a) Aikaisemmista esimerkeistdmme ryhmié ovat (ainakin)
o kokonaislukujen (additiivinen) ryhmd (Z,+),

rationaalilukujen (additiivinen) ryhma (Q, +),

reaalilukujen (additiivinen) ryhmd (R, +),

kompleksilukujen (additiivinen) ryhmd (C,+),

rationaalilukujen multiplikatitvinen ryhmda Q*

reaalilukujen multiplikativvinen ryhma R*,

kompleksilukujen multiplikatiivinen ryhmd C*,

positivisten reaalilukujen multiplikatiivinen ryhmda (R, ) ja

o ddrellinen syklinen ryhmd (7/qZ, +)

Se, etta ylla olevan luettelon kokonais-, rationaali- ja reaaliluvuista koostuvat lasku-
toimituksella varustetut joukot ovat ryhmié, seuraa niiden lukualueiden tunnetuista
ominaisuuksista. Kompleksiluvuille tdméa seuraa Propositiosta 2.2.

Osoitamme, ettd (Z/qZ,+) on ryhmé: Kokonaislukujen yhteenlaskun indusoima
laskutoimitus on assosiatiivinen Lemman 3.8 mukaan. Alkio [0] on neutraalialkio
Proposition 3.7 mukaan, koska luonnollinen kuvaus on surjektiivinen homomorfismi.

Alkion [k] € Z/qZ kédéanteisalkio on [—k]:
K]+ [=k] = [k — k] = [0] = [=K] + [K].

(b) Olkoon n € N, n > 2 ja olkoot M,,(R), M,,(Q), M,,(C) ja M,,(Z) sellaisten n x n-
matriisien joukot joiden kertoimet ovat reaalilukuja, rationaalilukuja, kompleksilu-
kuja ja kokonaislukuja. Jos ndméa joukot varustetaan matriisien kertolaskulla, ne
eiviat muodosta ryhmid: Jokainen néistd matriisien joukoista sisdltdd muunmuassa
nollamatriisin, jolla ei ole ki&nteismatriisia.

Kurssin lineaarialgebra 1 nojalla tiedamme, ettd matriisien kertolaskulla varus-
tettujen joukkojen M, (R), M,(Q) ja M, (C) osajoukot, jotka koostuvat matriiseis-
ta, joiden determinantti on nollasta poikkeava, muodostavat ryhmia: Olkoon seu-
raavassa K jokin lukualueista Q, R tai C. Jos A, B € M,(K) ja det A # 0 #
det B, niin determinantin laskusddnndistd seuraa, ettd det AB # 0. Siispéd jouk-
ko {A € M,(K) : det A # 0} on vakaa, ja matriisien kertolasku indusoi lasku-
toimituksen tédhdn joukkoon. Matriisien kertolasku on assosiatiivinen, identtisen
matriisin 7, = diag(1l,...,1) determinantti on 1 ja jokaisella matriisilla A, jolle
pitee det A # 0 on kddnteismatriisi. Tarkastelemamme matriisit muodostavat K-
kertoimisen yleisen lineaarisen ryhmdan

GL,(K) = {A € M,(K) : det A # 0},

jonka laskutoimitus on matriisien kertolasku. Vastaavasti saadaan K-kertoiminen
erityinen lineaarinen ryhmd

SL,(R) = {A € M,,(R) : det A = 1},
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jonka laskutoimitus on matriisien kertolasku.

On helppo ndhdé, ettd matriisien kertolaskulla varustettu joukko {A € M, (Z) :
det A # 0} ei ole ryhmé: detdiag(2,2) = 4 # 0, joten silld on kddnteismatrii-
si diag(1/2,1/2) € GLy(Q). Kéénteismatriisi on yksikésitteinen, joten matriisilla
diag(2, 2) ei ole kiénteismatriisia. Cramerin sadannon (Kofaktorimatriisin) avulla voi-
daan sen sijaan osoittaa (Harjoitustehtéva 28 ), ettd

SL,(Z) ={A € M,(Z) : det A = 1}
on ryhma.

Jatkossa ryhmén laskutoimitus jatetddn usein mainitsematta ja puhutaan vain
“ryhmaésta G”. Talloin laskutoimitus on kuitenkin kiinnitetty ja usein konkreettisessa
tilanteessa se on ennalta tiedossa. Esimerkiksi merkinnat C* ja GL,(R) sisaltavét
tiedon kiytettavasta laskutoimituksesta. Puhuttaessa abstraktisti vain ryhmésta G
merkitddn laskutoimitusta usein kuten kertolaskua ja neutraalialkiolle kdytetdan
merkintda e tai joskus myos merkintaa 1. Jos tarkastellaan useampia ryhmia samalla
kertaa voidaan niiden neutraalialkioille kiyttad ryhmille kdytettavien merkintdjen
kanssa yhteensopivaa merkintad esimerkiksi niin, ettd ryhmén G’ neutraalialkiota
merkitdan €. Joskus tehdaédn toisenlaisiakin valintoja.

Propositio 4.3. Olkoon G ryhmd. Tdilloin
(1) Neutraalialkio e on yksikdsitteinen.
(2) Jokaisen alkion kddnteisalkio on yksikdsitteinen.
(3) Jos aa = e, niin a on alkion a kddnteisalkio.
(4) (a1 = a kaikilla a € G.
(5) (ab)~' =b"ta"t.
Todistus. (1), (2), (3): Lause 1.10.
(4): Koska aa™! = e, niin kohdan (3) nojalla a = (a=1)~1.
(5): Koska pétee
(b taH(ab) = b Hara)b =b"tb=e,
niin véite seuraa kohdasta (3). OJ
Supistussidanndt ovat voimassa laskutoimituksella varustetussa joukossa (A, %), jos
kaikilla a, b, c € A pétee
(1) Jos ab = ac, niin b = c.
(2) Jos ab = ¢b, niin a = c.
Supistussdannot ovat voimassa monissa laskutoimituksella varustetuissa joukoissa
kuten esimerkiksi luonnollisissa luvuissa ja kaikissa ryhmissa.

Propositio 4.4. Supistussdinndt pdtevdt ryhmdssd.
Todistus. Harjoitustehtava 30. 0

Propositio 4.5. Olkoon A assosiatitvisella laskutoimituksella varustettu joukko, jos-
sa on neutraalialkio. Tdlloin A on ryhmd, jos ja vain jos yhtaldilld axr = b ja ya = b
on ratkaisu joukossa A kaikilla a,b € A.

Todistus. Harjoitustehtava 31. 0

Seuraava tulos antaa keinon muodostaa uusia ryhmié tunnetuista ryhmista tulo-
laskutoimituksen avulla.

Propositio 4.6. Olkoot Gy ja Gy ryhmid. Niiden tulo Gi X Gy on ryhmda (varus-
tettuna laskutoimitusten tulolla).
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Todistus. Laskutoimituksen assosiatiivisuus on selvdd. Jos e; ja ey ovat ryhmien
G ja Gy neutraalialkiot, niin (e;, es) on neutraalialkio joukossa G x Gg. Alkion
(g1,92) € G1 x Gy kiléinteisalkio on (g;*, g5 1). O

Esimerkki 4.7. Joukot R" ja Z" varustettuna vektorien komponenteittaisella yh-
teenlaskulla, eli yhteenlaskun n-kertaisella tulolla, ovat ryhmié.

Olkoon X epatyhja joukko ja olkoon
S(X)={f: X —- X : f on bijektio}.

Laskutoimituksella o varustettu joukko S(X) on joukon X permutaatioryhmd. Per-
mutaatioryhmé on todellakin ryhmé Esimerkkien 1.6(c) ja 1.9(a) nojalla. Ryhmén
S(X) alkioita voidaan kutsua joukon X permutaatioiksi. Nain on tapana tehda eri-
tyisesti, jos joukko X on &darellinen.

Matematiikan eri aloilla joukkoihin voidaan liittda erilaisia lisdrakenteita kuten
vektoriavaruusrakenne, sisitulo, metriikka ja ryhma. Tallaisten joukkojen permu-
taatioryhmien osajoukot, jotka siilyttavait valitun rakenteen tai ovat sen kanssa yh-
teensopivia, varustettuna indusoidulla laskutoimituksella (joka siis on kuvausten yh-
distdminen) ovat usein ryhmié.

Esimerkki 4.8. Olkoon X = R". Kuvaus L: R" — R" on lineaarikuvaus, jos
kaikilla z,y € R™ ja a € R péatee
L(z +y) = L(z) + L(y)
ja
L(ax) = alL(x).

Vektoriavaruuden R" lineaariset bijektioiden joukko on permutaatioryhmén vakaa
osajoukko, silld lineaarialgebrassa osoitetaan, ettd kahden lineaarikuvauksen yhdis-
tetty kuvaus on lineaarikuvaus. Namé lineaariset bijektiot muodostavat ryhmén
GL(R™), jossa kuvausten yhdistdminen on laskutoimituksena: Laskutoimituksen as-
sosiatiivisuutta ei tarvitse tarkastaa, koska se on ryhmén S(R") laskutoimituksen
indusoima. Identtinen kuvaus on lineaarikuvaus, ja kurssilla Lineaarinen algebra ja

geometria 1 osoitetaan, ettéd lineaarisen bijektion kiddnteiskuvaus on lineaarinen bi-
jektio.
Maaritelma 4.9. Ryhma G on kommutatiivinen eli Abelin ryhmd, jos sen laskutoi-

mitus on kommutatiivinen. Ryhma G on ddarellinen, jos joukko G on aérellinen.

Esimerkki 4.10. (a) Ryhmét Z, Z/qZ, Z" ovat kommutatiivisia. Erityinen lineaa-
rinen ryhmé SL,(R) ei ole kommutatiivinen, tdmé osoitettiin harjoitustehtévissa 4
tapaukselle n = 2.

(b) Ryhmét Z/qZ ja Z./qZ x 7./rZ, ovat darellisia ryhmié kaikille ¢, r € N.
(¢) Kuvaukset id, f,g,h: R\ {0} — R\ {0}, f(z) = —z,9(x) = 1/z, h(z) =

—1/z, muodostavat dérellisen ryhmén K C S(R\ {0}) laskutoimituksena kuvausten
yhdistdminen. On helppo nadhdéi, ettd K on vakaa, joten laskutoimitus on hyvin
madritelty. Joukon K alkioille f, g, h patee

fof=gog=hoh=id,
joten kaikilla on kdénteisalkio, ja K on siis ryhmé. Lisdksi patee:
fog=gof=h, goh=hog=f ja hof=foh=y,
joten K on kommutatiivinen.
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Adrellisid (pienid) ryhmii voi myos tarkastella laskutaulujen avulla: Muodoste-
taan ryhmén alkioilla indeksoitu taulukko, jossa paikalla (g, k) on alkio gh. Ryhmén
laskutaulussa (tai kertotaulussa, kuten sitd usein kutsutaan) jokaisella rivilla ja jo-
kaisessa sarakkeessa esiintyvét kaikki ryhmén alkiot (Harjoitustehtéva 35).

Esimerkki 4.11. Neljan alkion ryhmien Z/47Z, Z./27 x 7./ 27 ja K laskutaulut ovat

+]0 1 2 3 + (0,00 (0,1) (1,00 (1,1) olid f g h
0/0 1 2 3 (0,0)](0,0) (0,1) (1,0) (1,1) id[id f g h
11t 230, (O[O (00 (1,1) (1,0) ja f|f id h g
212 3 0 1 (1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1) glg h id f
31301 2 (1,1) | (1,1) (1,0) (0,1) (0,0) h|lh g f id

Néissa laskutauluissa kiytetdan kongruenssiluokan [k] merkintdné edustajaa k € Z.
Laskutauluja vertaamalla huomaamme, ettd ryhmét Z/27 x 7. /27 ja K ovat iso-
morfisia: Kuvaus ¢: : Z/27 x /27 — K,

o0, [0]) =id, o([0}, [1]]) = f,  o([1],[0]) =g, o([1],[1]) = P,

on isomorfismi. Kuvaus on selvésti bijektio, ja homomorfisuuden voi tarkastaa tut-
kimalla kaikki tapaukset, esimerkiksi

o(([1], [0]) + ([0], [1])) = o([1), [1]) = h =g o f = &([0], [1]) o &([1], [0])

Muille tapauksille patee vastaavasti. Ryhmé K on siis “ryhméteorian kannalta sama
ryhmé kuin (Z/2Z x Z/2Z,+)".

Jos G ja G’ ovat ryhmié, niin homomorfismia ¢: G — G’ kutsutaan joskus ryh-
mahomomorfismiksi. Huomaa, ettd isomorfismin, eli bijektiivisen homomorfismin,
kddnteiskuvaus on myo6s isomorfismi. Jos G ja G’ ovat isomorfisia ryhmié, voidaan
kiyttad merkintdd G = G'.

Propositio 4.12. Ryhmdhomomorfismi ¢: G — G’ kuvaa ryhmdin G neutraalial-
kion ryhmin G' neutraalialkioksi, ja jokaiselle g € G pitee ¢(g~') = ¢(g)~ .

Todistus. Neutraalialkiota koskeva viite todistetaan harjoitustehtéavissa 29.

Todistetaan kddnteisalkiota koskeva viite: Olkoon e ryhmén G neutraalialkio. Ol-
koon ¢g € G. Tall6in

o9 No(g) = d(g7'g) = ¢(e).

Ensimmaisen viitteen mukaan tdméa on ryhmén G neutraalialkio. Viite seuraa Pro-
position 4.3 kohdasta (3). O

Esimerkki 4.13. (a) Esimerkissé 1.13(a) osoitettiin, ettd exp: (R, +) — (R, -) on
ryhméaisomorfismi.

(b) Vektoriavaruuden R™ lineaaristen bijektioiden ryhmé GL(R") (katso Esimerk-
ki 4.8) on isomorfinen yleisen lineaarisen ryhmén GL,(R) kanssa: Olkoon K =
{v1,v9,...,v,} vektoriavaruuden R" kanta, ja olkoon (Lv;)x € R™ vektorin Lv;

koordinaattivektori sarakevektorina kannassa K. Lineaarialgebrassa on osoitettu,
ettd kuvaus Mat: GL(R") — GL,(R),

Mat(L) = ((Loa)ic, (Lv)ic - - (Lva)ic).

on isomorfismi: kaikille lineaarisille bijektioille Ly, Lo: R™ — R™ pétee

Mat(Ls L) = Mat(Ly) Mat(L) .
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Harjoitustehtavia.

Tehtava 27. Osoita, ettd joukon X potenssijoukko (X)) varustettuna laskutoi-
mituksella A (symmetrinen erotus), joka mééritelladn asettamalla kaikille A, B €
Z(X)

AANB=(A\B)U(B\A),
on ryhma.

Tehtiava 28. Osoita, ettd SL,(Z) varustettuina matriisien kertolaskulla on ryhmé.

Tehtava 29. Olkoot G ja G’ ryhmié. Olkoon A : G — G’ homomorfismi. Osoita,
ettd h kuvaa ryhmén G neutraalialkion ryhmén G’ neutraalialkioksi.

Tehtava 30. Olkoon G ryhma. Osoita, etta kaikilla a, b, ¢ € G pétee supistussaanto:

(1) Jos ab = ac, niin b = c.
(2) Jos ab = ¢b, niin a = c.

Tehtdva 31. Olkoon A assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukko, jossa
on neutraalialkio. Osoita, ettd A on ryhmé, jos ja vain jos yhtél6illa az = b jaya = b
on ratkaisu joukossa A kaikilla a,b € A.

Tehtava 32. Olkoon T': SLy(Z) — SLy(Z), T(B) =B, kuvaus, joka liittd4 matrii-
siin B sen transpoosin. Olkoon inv: SLy(Z) — SLy(Z) kuvaus inv(B) = B~1. Mitki
kuvauksista T, inv, T o inv ja inv o7’ ovat ryhmén SLy(Z) automorfismeja?

Tehtdva 33. Olkoon G ryhmaé, ja olkoon Aut GG sen automorfismien joukko. Osoita,
ettd Aut G on ryhmé, kun laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen.

Tehtéava 34. Kuvaus f: R — R on kasvava, jos kaikille x,y € R pétee f(x) > f(y),
kun = > y. Kuvaus f: R — R on vihenevd, jos kaikille z,y € R pétee f(z) < f(y),
kun x > y. Kuvaus on monotoninen, jos se on kasvava tai viheneva. Kasvavien,
vahenevien ja monotonisten bijektioiden joukot ovat permutaatioryhmén S(R) osa-
joukkoja. Indusoiko kuvausten yhdistdminen laskutoimituksen néihin joukkoihin?
Muodostavatko kasvavat bijektiot ryhméan? Enta vihenevit bijektiot? Entd mono-
toniset bijektiot?

Tehtiva 35. Osoita, etté kaikki ryhmén alkiot esiintyvét sen laskutaulun jokaisella
rivilla ja sarakkeella.

Tehtava 36. Olkoot X ja Y epétyhjia joukkoja, ja olkoon f: X — Y bijektio.
Osoita, ettd permutaatioryhmét S(X) ja S(Y') ovat isomorfisia.

Tehtava 37. Olkoon

H; = cx,y,z € R

OO =
O~ 8
i SR

Osoita, ettd Hj varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhmaé.
Tehtava 38. Osoita, ettd tehtdvissd 37 madritelty ryhmé Hj ei ole isomorfinen
ryhmin (R3, +) kanssa.

29Vihje: Supistussiints.

3TVihje: Propositio 1.14(1)
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Tehtava 39. Madritellddn reaalilukujen joukossa R laskutoimitus * asettamalla
wry =2+ yP

(a) Osoita, ettd (R, ) on ryhma.

(b) Osoita, ettd ryhmét (R, %) ja (R, +) ovat isomorfiset.

Tehtava 40. Olkoon G ryhmai. Olkoon R ryhmén G relaatio, joka maaritellaan

saannolla
aRb < a = gbg ! jollakin ¢ € G.

Onko R ekvivalenssirelaatio?

39Vihje: Jos z on reaaliluku, sen kolmas juuri /= on reaaliluku, jolle pitee (¢/z)® = x. Jokaisella
reaaliluvulla on yksikésitteinen reaalinen kolmas juuri.

25



5. ALIRYHMAT

Luvun 4 esimerkeissé esiintyy usein ryhmé (G, *) ja jokin vakaa osajoukko B C G
siten, ettd (B, *|p) on ryhmi. Méérittelemme seuraavassa kisitteitd, jotka auttavat
tallaisten tilanteiden kasittelyssd. Osajoukko A C B on joukon B aito osajoukko,
jos A # B.

Maaritelméa 5.1. Olkoon G ryhmaé. Olkoon B C G, B # (), vakaa osajoukko. Jos
indusoidulla laskutoimituksella varustettu joukko B on ryhmé, niin se on ryhmén
G aliryhma. Jos H C G on ryhmén G aliryhma, kdytamme merkintdd H < G. Jos
aliryhmé H on ryhmén G aito osajoukko, se on aito aliryhmd ja voimme kayttad
merkintdda H < G.

Merkinnéat H < G ja H' < G sisaltavat tietojen H, H' C G ja H' # G lisdksi siis
sen, ettd H ja H' ovat ryhmié, joiden laskutoimitus on ryhmén G laskutoimituksen
indusoima. Seuraava tulos antaa keinon tarkastaa, onko jokin ryhmén osajoukko
aliryhmaé:

Propositio 5.2. Ryhmdin G osajoukko H # () on aliryhmd, jos

(1) kaikilla x,y € H pitee xy~* € H, tai

(2) kaikilla v,y € H vy € H jay ' € H.
Todistus. Olkoon e € G neutraalialkio. Tarkastellaan ehtoa (1): Olkoon h € H.
Oletuksen mukaan hh~! € H, joten e € H. Samoin y~! = ey~! € H kaikilla y € H.
Kaikki on siis kunnossa, jos H on vakaa osajoukko. Edellisen nojalla kaikille x,y € H
pitee xy = z(y~ 1)t € H.
Ehdosta (2) seuraa ehto (1), joten véite seuraa kohdasta (1). O

Esimerkki 5.3. (a) Jokaisella ryhmaélld on aliryhmié: ryhmé itse, ja neutraalialkion
muodostama yhden alkion ryhma.

(b) ({0}, +) < (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).
(c) {1} < {-1,1} < Q* <R* < C*.
(d) Neliomatriiseista koostuville ryhmille patee muunmuassa
{I,} <{-I.,I,} <GL,(Q) < GL,(R) < GL,(C)
kaikilla n > 2 ja
{L,} <{-1I.,I,} <SL,(Z) < SL,(Q) < SL,(R) < GL,(R) < GL,(C),
kun n on parillinen.

Aliryhmill& on monia ominaisuuksia, jotka muistuttavat kursseilta Lineaarinen
algebra 1 ja 2 tuttuja vektoriavaruuksien aliavaruuksien ominaisuuksia. Tama ei ole
yllattavaa:

Esimerkki 5.4. Reaalinen vektoriavaruus (eli R-vektoriavaruus) muodostuu lasku-
toimituksella varustetusta joukosta (V) +), jossa on méadritelty alkioiden kertominen
reaaliluvulla. Reaaliluvulla kertominen tarkoittaa kuvausta RxV — V(A v) — Av.
Laskutoimitukselta ja reaaliluvulla kertomiselta oletetaan

(1) (V,+) on kommutatiivinen ryhma,

(2) Mv+w) = Aw + \w kaikille A € R jav,w € V,
(3) (A4 p)v = Av+ po kaikille \, p e R jav € V|
(4) p(Av) = (pA)v kaikille \, p € Rjav eV ja
() 1

vV =".
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Maéritelméan mukaan reaalisen vektoriavaruuden V aliavaruus on osajoukko H C V,
joka on vakaa vektoriavaruuden V' yhteenlaskun ja reaaliluvulla kertomisen suhteen,
ja on niilld operaatioilla varustettuna reaalinen vektoriavaruus. Erityisesti (H, +)
on additiivisen ryhmén (V,+) aliryhma.

Kaikki additiivisen ryhmén (V, +) aliryhmét eivét ole R-vektoriavaruuden V' ali-
avaruuksia. Esimerkiksi R-vektoriavaruudella R on vain kaksi aliavaruutta {0} ja R
mutta reaalilukujen additiivisella ryhmalla on paljon enemmén aliryhmié: Esimer-
kiksi joukot

aZ ={ak:kel}
ja
aQ ={aqg:qeQ}
ovat ryhmén (R, +) vakaita osajoukkoja kaikilla o € R ja on helppo tarkastaa, etté

(aZ,+) < (aQ,+) < (R, +)

kaikilla o € R.

Jos W on toinen R-vektoriavaruus, niin kuvaus L: V' — W on (R-)lineaarikuvaus,
jos se on homomorfismi kommutatiivisesta ryhmésta (V) +) kommutatiiviseen ryh-
médn (W, +), joka on liséksi yhteensopiva reaaliluvulla kertomisen kanssa: Kaikille
A€ Rjawv eV pitee L(Av) = AL(v).

Sen todistaminen, etta kaikki homomorfismit reaalilukujen additiiviselta ryhmaélta
itselleen eivit ole lineaarikuvauksia on hieman monimutkaisempaa. G. Hamel todisti
tdman tuloksen valinta-aksiooman avulla vuonna 1905.

Kayttamalla edelld olevassa madritelmassa reaalilukujen sijaan rationaalilukuja
tai kompleksilukuja saadaan Q-vektoriavaruuden ja C-vektoriavaruuden ja vastaa-
vien Q- ja R-lineaarikuvausten késitteet.

Propositio 5.5. Aliryhmien leikkaus on aliryhmd.
Todistus. Harjoitustehtava 43. 0

Propositio 5.6. Olkoon ¢: G — G’ ryhmdahomomorfismi. Olkoot H < G, H' < G’
aliryhmid. Télloin ¢(H) < G’ ja ¢~ (H') < G ovat aliryhmi.

Todistus. Olkoot ¢(g), p(h) € ¢(H). Téll6in
#(9)(¢(h)) ™" = d(g)o(h™") = d(gh™") € $(H),
koska gh™' € H. Siis ¢(H) on aliryhmé Proposition 5.2(1) nojalla.
Toinen vaite todistetaan harjoitustehtévissa 44. O

Jokaiseen ryhméahomomorfismiin liittyy kaksi tarkeda aliavaruutta, yksi maaritte-
lyjoukossa ja yksi maalijoukossa:

Miiritelméa 5.7. Ryhmihomomorfismin ¢: G — G’ ydin on ker ¢ = ¢~1(¢’) ja sen
kuva on Im ¢ = ¢(G).

Proposition 5.6 mukaan ryhmahomomorfismin ydin ja kuva ovat aliryhmia.
Esimerkki 5.8. (a) Olkoon ¢,: Z — 7Z/qZ luonnollinen homomorfismi, ¢,(k) =
|k] € Z/qZ. Homomorfismin ¢, ydin on ¢Z.

(b) Lineaarialgebrassa osoitettiin, etté kaikille neliomatriiseille A, B € M,,(R) pétee

det(AB) = det Adet B.

Kun rajoitetaan determinantti nollajoukkonsa komplementtiin saadaan siis ryhmé-
homomorfismi det: GL,(R) — R*. Determinantin ydin on SL,(R). Determinantti
voidaan méaritelld samalla lausekkeella myos kompleksikertoimisille neliomatriiseil-
le, jolloin saadaan ryhmahomomorfismi det: GL, (C) — C*, jonka ydin on SL,(C).
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Tarkastelemme ydinta ja kuvaa lahemmin luvussa 7. Seuraava ytimen ominaisuus
on hyva todeta jo téssé vaiheessa:

Propositio 5.9. Ryhmdhomomorfismi on injektio, jos ja vain jos sen ydin on neut-
raalialkion muodostama ryhmd.

Todistus. Olkoon ¢: G — G’ ryhméhomomorfismi. Aiemmin osoitettiin (harjoitus-
tehtdvi 29), ettd ryhmén G neutraalialkio e kuvautuu ryhmén G’ neutraalialkioksi
¢/, joten jos ¢ on injektio, sen ydin on {e}.

Oletetaan, ettéd ker ¢ = {e}. Olkoot z,y € G siten, ettd ¢(x) = ¢(y). Talloin

dlay™) = o) (d(y) ' = ¢,

L—celiz=y. O

joten xy~

Proposition 5.9 mukaan ryhmahomomorfismin injektiivisyyden toteamiseksi riit-
taa tarkastella neutraalialkion alkukuvaa.

Maaritelmé 5.10. Olkoon G ryhmé, ja olkoon B C G, B # (. Joukon B wirittdmd
aliryhmé (B) on pienin aliryhmé, joka sisaltdd joukon B. Joukon B alkiot ovat
ryhmén (B) wvirittdjid.

Joukon B virittdma aliryhmén aliryhmén maééritelméssa voi todellakin puhua
pienimmasta joukon B siséltavista aliryhmaésté silla Proposition 5.5 nojalla

(By=(\{H<G:BCH}<G.
Ryhmé (B) voidaan esittdéd konkreettisesti virittéjiensa avulla:

Propositio 5.11. Olkoon G ryhmd, ja olkoon B C G, B # (). Joukon B wirittdmd
aliryhmd on

(6) {brtoyt - b i bi,bs,... by € Bk e N\ {0}}.

Todistus. Lausckkeen (6) antama osajoukko B on ryhmén G aliryhmé Propositioi-
den 4.3(5) ja 5.2 nojalla. Erityisesti se on ryhmé, joka siséltdd joukon B, joten

(B) < B.
Toisaalta (B) on ryhmén G aliryhmé, joten erityisesti se on vakaa osajoukko.
Koska B C (B), niin induktiolla on helppo néhdé, ettd vakaudesta seuraa, ettéa (B)

sisiltdd kaikki muotoa bf'bg! - .- - b olevat alkiot. Siis B < (B). O

Esimerkki 5.12. (a) (Z,+) = (1) = (—1) ja kaikilla ¢ € Z\ {—1, 1} pétee (q) < Z.
Toisaalta Z = (2,3) = (6,10, 15) koska 1 =3 —2 = 6 + 10 — 15, mutta aliryhmét
(2),(3),(6,10) = (2), (6,15) = (3) ja (10,15) = (5) ovat ryhmén (Z,+) aitoja
aliryhmia.
(b) Kokeilemalla kaikki tapaukset on helppo nidhdé, etté jokainen nollasta poikkeava
alkio virittda ryhmén Z/5Z:

Z/5Z = ([1]) = ([2]) = ([3]) = ([4]) -
Toisaalta Z/47 = ([1]) = [3]) mutta ([2]) < Z/4Z.

Seuraava tulos osoittaa, ettd ryhmaéssd G maéritelty ryhméahomomorfismi maa-
raytyy yksikésitteisesti, jos sen arvot tunnetaan virittajijoukossa.

Propositio 5.13. Olkoon G = (S) ryhmd. Olkoot ¢,v: G — H ryhmdhomomorfis-
meja, joille pitee ¢pls = |s. Tdlldin ¢ = ).

Todistus. Harjoitustehtéva 51. U
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Kun ryhmén alkiot kirjoitetaan virittdjien avulla on kitevi kdyttad monikertojen
ja potenssien yleistyksid ryhmille. Itse asiassa ndmé késitteet voidaan méaéritella
hieman yleisemmaéssé tapauksessa: Olkoon (A, ) assosiatiivisella laskutoimituksella
varustettu joukko. Jokaiselle a € A maéaritelladn positiiviset potenssit: Asetamme
a' = a, ja kaikille n € N, n > 1 asetamme a"*' = aa”. Jos laskutoimituksella
varustetussa joukossa (A,-) on neutraalialkio e, asetamme a° = e, ja jos alkiolla
a € A on kiinteisalkio, médrittelemme sen —1. potenssiksi kiiédnteisalkion a~!, ja
kaikille n € Z, n < —2 asetamme a" = (a!)™".

Assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukossa (A, +) méarittelemme vas-
taavasti alkion a positiiviset monikerrat asettamalla 1 a = a, ja (n+ 1)a = na + a
kaikille n € Z, n > 1. Jos laskutoimituksella varustetussa joukossa (A, +) on neut-
raalialkio, niin asetetaan 0 a = 0 € A, ja jos alkiolla a € A on kiénteisalkio las-
kutoimituksen + suhteen, asetetaan (—1)a = —a, ja negatiivisille n € Z asetamme
na = (—n)(—a).

Tavanomaiset laskulait péatevit potensseille ja monikerroille:

Lemma 5.14. Olkoon (G,-) ryhmd. Talloin
(1) (a™)™ = a™™ kaikilla a € G, n,m € Z.
(2) a™a™ = a"™™ kaikilla a € G, n,m € Z.
Olkoon (H,+) ryhmd. Tdlloin
(3) na+ma = (n+m)a kaikilla a € H, n,m € Z.
(4) n(ma) = (nm)a kaikilla a € H, n,m € Z.
Todistus. Harjoitustehtava 45. 0
Maaritelma 5.15. Olkoon G multiplikatiivinen ryhmé ja olkoon H additiivinen
ryhmé. Aliryhmét
(a) ={a":neZ} <G
ja
by ={nb:neZ}<H
ovat alkioiden a € G ja b € H wvirittamdt sykliset aliryhmdt.

Kokonaislukujen additiivisella ryhmaélla on sykliset aliryhmét
nZ = (n) ={kn:k €7},
n € N. Itse asiassa ryhmalla (Z,+) ei ole mitdén muita aliryhmié:

Propositio 5.16. Kokonaislukujen additiivisen ryhmdan (Z, +) kaikki aliryhmdt ovat
syklisid.

Todistus. Huomataan ensin, ettd {0} = 0Z ja Z = 17Z. Olkoon H < Z, H # {0}
jokin aliryhmé. Olkoon ¢ pienin positiivinen kokonaisluku aliryhméssa H. Talloin
siis qZ < H.

Osoitamme, ettd H = gZ. Jos on m € H \ ¢Z, niin m = aq + b joillakin a,b € Z
siten, ettd 1 < b < q. Nyt b € H, joten ¢ ei olekaan pienin positiivinen kokonaisluku
ryhméssd H, mikd on ristiriita. Siis H = ¢Z. U

Maaritelma 5.17. Ryhmé G on syklinen ryhmd, jos on a € G siten, ettd G = (a).

Edelld kasitellyista esimerkeistd muunmuassa ryhméat Z = (1) ja Z/qZ = ([1]),
q > 2, ovat syklisid. Sen sijaan esimerkiksi @ ja R eivét ole syklisid. Reaaliluvuille
tamaé on selvid koska syklinen ryhmé on aina numeroituva, rationaalilukujen tapaus
késitellaédn harjoitustehtévassa 49.
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Lause 5.18. (1) Syklinen ryhmd, jossa on vihintidn kaksi alkiota, on isomorfinen
joko ryhmdén 7Z tai jonkin ryhmdn Z/qZ, q > 2 kanssa.

(2) Syklisen ryhmdn kuva ryhmdahomomorfismissa on syklinen.

(8) Jokainen syklisen ryhmdn aliryhmda on syklinen.

Todistus. (1) Olkoon C' = (g) syklinen ryhmé ja olkoon ¢: Z — C, ¢(n) = g".
Lemman 5.14 nojalla ¢ on homomorfismi ja ryhmén C maéritelmén nojalla se on
surjektio. Jos ¢ on injektio, se on isomorfismi.

Jos ¢ ei ole injektio, niin ker ¢ = ¢Z jollain ¢ > 2. Olkoon ¥ : Z/qZ — C, ([k]) =
#(k) = g*. Kuvaus 1 on hyvin miéritelty: jos k = k¥ mod ¢, niin k—k" € qZ = ker ¢,
joten ¢* = ¢*. Kuvaus v on homomorfismi:

P([n))([m]) = g"g™ = g™ = ¢([n + m]) = &([n] + [m]).

Homomorfismi 1) on surjektio koska ¢ on surjektio. Huomataan vielé, etta ker ¢ =
[0]: Jos ¥([k]) = e € G, niin ¢(k) = e, joten k € ¢Z ja [k] = [q].
(2) Harjoitustehtéva 50.
(3) Viite todistettiin sykliselle ryhmaélle (Z, +) Propositiossa 5.16. Olkoon C' = (g)
syklinen ryhmé, ja olkoon H < C. Olkoon ¢: Z — C' homomorfismi ¢(n) = g".
Tallsin ¢~ (H) < Z, joten ¢~'(H) = NZ jollain N € Z, erityisesti ¢~'(H) on
syklinen ryhmé. Koska H = ¢(¢~!(H)), viite seuraa kohdasta (2). O

Koska Lauseen 5.18 mukaan kaikki keskendén yhtd mahtavat sykliset ryhmat ovat
isomorfisia keskendén, voimme puhua abstraktista n alkion syklisestd ryhmdsta C,
ja ddrettomastd syklisestd ryhmdastd Co,. Toisinaan syklisille ryhmille kdytetdan mer-
kintoja Z, ja Z..

Esimerkki 5.19. (a) Ryhmin (R?, +) alkiot (0,1) ja (1,0) virittéviit aliryhmén
((0,1),(1,0)) = (Z*,+) < (R, +).

(Z?,+) ei ole syklinen ryhmé: Jos a,b # 0, niin (—a,b) ei ole alkion (a,b) € Z*

virittdmaéssa aliryhméssé. Liséksi alkioiden (a, 0) ja (0, a) virittdmét sykliset ryhmét

siséltyvit ryhmén (Z2,+) aitoihin aliryhmiin Z x {0} ja {0} X Z, joten mydskéiin

tétd muotoa olevat alkiot eivit voi yksindédn virittad ryhméa (Z2, +).

(b) Esimerkissé 4.10 kasitelty Kleinin neliryhma K = (f, g) ja sen kanssa isomorfinen
ryhmé

/22 x /22 = (([0], [1]), (1], [0]))

eivit ole syklisié, koska jokaisen neutraalialkiosta poikkeavan alkion virittdma sykli-
nen ryhmé on isomorfinen ryhmén Z/27Z kanssa. Erityisesti siis neljan alkion kom-
mutativiset ryhmét Z/4Z ja Z/27 x 7/27Z eivét ole isomorfisia. Edelld kiyttoono-
tetun syklisten ryhmien merkinnén avulla edellinen on hieman lyhyempi ilmaista:
ryhmét Cy ja Cy x Cy eivit ole isomorfisia.

Harjoitustehtavia.

Tehtava 41. Osoita, etta
St={z€C:|z|] =1}
on ryhmén C* aliryhma.
Tehtéiva 42. Anna esimerkki surjektiivisesta homomorfismista f: (R, +) — (S, -).

Tehtava 43. Olkoon G ryhmé, olkoon I # () jokin indeksijoukko ja olkoot H; < G,
1 € 1. Osoita, etté

ﬂHigG.

el
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Tehtava 44. Olkoon ¢: G — G’ ryhméahomomorfismi. Olkoon H' < G’. Osoita:
o 1(H') < G.

Tehtéava 45. Todista Lemman 5.14 kohtien (1) ja (2) potenssien laskusaannot.
Tehtava 46. Méaaritd kaikki ryhmien Z/67Z ja 7Z/77 aliryhmét.
Tehtava 47. Osoita, ettd ryhmét Z/67Z ja Z/27 x Z/37Z ovat isomorfisia.
Tehtéva 48. Olkoon ¢ € N\ {0}. Osoita, ettd joukko

Gy,={weC:w=1}

varustettuna kompleksilukujen kertolaskulla on ryhmén C* aliryhmaé. Osoita, etté
ryhmé G, on isomorfinen ryhmén Z/qZ kanssa.

Tehtava 49. Osoita, ettd rationaalilukujen additiivinen ryhmaé ei ole syklinen.

Tehtava 50. Olkoon C syklinen ryhmaé ja olkoon ¢: C' — G ryhm&homomorfismi.
Osoita, ettd ¢(C') < G on syklinen aliryhmé.

Tehtéava 51. Olkoon G = (S) ryhmé. Olkoot ¢,v¢: G — H ryhméhomomorfismeja,
joille pétee ¢|s = 1|g. Osoita, ettd ¢ = 1.

4TVihje: Osoita, etté Z/27Z x 7/3Z on syklinen ryhmé.
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6. AARELLISET PERMUTAATIORYHMAT

Luvussa 4 tutustuimme alustavasti permutaatioryhmiin. A#rellisen n alkiosta
koostuvan joukon {1,2,...,n} symmetriaryhmélle kiytetaan yleisesti merkintad

S, = S({1,2,...,n}).

Harjoitustehtdvin 36 nojalla minkéd tahansa n alkion joukon permutaatioryhmé on
isomorfinen ryhmén 5, kanssa. Kaikkia nditd permutaatioryhmia voidaankin siksi
kutsua ryhméksi S, vastaavalla tavalla kuin voidaan puhua abstrakteista syklisis-
td ryhmistd C, ja Cs. Aédrelliset permutaatioryhmit, joita kutsutaan joskus myos
symmetrisiksi ryhmiksi, ovat yllattdvan tarkeitd ryhmid matematiikan eri aloilla,
esimerkiksi Galois’'n teoriassa, joka késittelee muunmuassa polynomien algebrallis-
ta ratkeavuutta, samoin ne tulevat vastaan geometriassa tarkasteltaessa esimerkiksi
sdannollisten monitahokkaiden symmetriaryhmia.

Luvun aluksi méaarittelemme yleisid késitteité, joita havainnollistamme ensin tu-
tuilla ryhmill&:

Maaritelma 6.1. Ryhméin G alkioiden lukumaéard #G on ryhmén G kertaluku.
Ryhman G alkion g kertaluku ord g on sen virittdman syklisen aliryhmén kertaluku,

ord g = #(g).

Lemma 6.2. Olkoon G ryhmd ja olkoon e ryhmdin G neutraalialkio. Tdlloin
ordg = min{k > 1: ¢" = ¢}.
Todistus. Harjoitustehtéva 53. U

Esimerkki 6.3. (a) Ryhmien K ja Cy x Cy kertaluku on 4 ja niiden jokaisen neut-
raalialkiosta poikkeavan alkion kertaluku on 2.

(b) Ryhméan Cy = Z/4Z kertaluku on 4 ja sen alkioiden [1] ja [3] kertaluku on 4.
Seuraavat perusominaisuudet on helppo tarkastaa.

Propositio 6.4. (1) Permutaatioryhmdin S, kertaluku on n!.

(2) Jos n > 3, niin S, ei ole kommutatiivinen.

Todistus. (1) Harjoitustehtava.
(2) Tarkastellaan ensin tapaus n = 3. Olkoon ¢ € S5, 0(1) =2, 0(2) =1, 0(3) = 3
ja olkoon 7 € S3, 7(1) =1, 7(2) = 3, 7(3) = 2. Talléin 7o o(1) = 7(2) = 3 ja
cgor(l)=0(l) =2, joten oot #ToO0.

Edella maaritellyt permutaatiot on helppo laajentaa n alkion permutaatioiksi
médrittelemélld kaikille n > 4 permutaatiot olpi03y = 0, T|(123 = 7, ja o(k) =
k = 7(k). Naille pitee 6 o T # T o ¢ kuten tapauksessa n = 3. O

Permutaatioilla operointia voi havainnollistaa monilla eri tavoilla. Proposition 6.4
todistuksessa kiyttamamme tapa antaa permutaatio luettelemalla kaikkien alkioi-
den kuvautuminen ei ole kovin kitevad. Esimerkiksi seuraavat kaaviot havainnollis-
tavat Proposition 6.4 todistuksessa esiintyvien permutaatioiden o ja 7 yhdistettyja
kuvauksia 7 oo ja oo T:

P B
R
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Yksinkertaistamista varten otamme joillekin permutaatioille kdyttoon tiiviimmaéan
merkinnan:

Maaritelma 6.5. Olkoon {ay,aq,...,a,} C {1,2,...,n} m alkion osajoukko,
m > 2. Sykli (ajay - --a,,) on permutaatio, joka kuvaa alkion a; alkioksi a;y; kai-
killa i € {1,2,...,m — 1}, alkion a,, alkioksi a; ja on identtinen kuvaus osajoukon
{ai,as,...,a,} komplementissa. Syklin (ajas - - - a,,) pituus on m. Jos syklin pituus
on m, se on m-sykli. Jos syklin pituus on 2, niin sitd kutsutaan vaihdoks: eli trans-
positioksi. Sanomme 2-syklid (7 ¢ + 1) alkeisvaihdoksi eli alkeistranspositioksi.

Syklien yhdistettyd kuvausta merkitdéan ilman o-merkkia: Jos o = (ajas - - - a,,) ja
T = (blbg te bk), niin

gOoT = ((IlCLQ cee am)(blbz cee bk)

Syklien yhdistettyd kuvausta sanotaan niiden tuloksz.

Syklit (ajas - - - ay,) ja (biby - - - by) ovat erilliset, jos

{al,aQ,...,am}ﬂ{bl,bQ,...,bk}:(Z).

Propositiossa 6.4 osoitimme, ettd ryhméa S, ei ole kommutatiivinen, kun n > 3.
Vaikka ryhmé G ei olisikaan kommutatiivinen, niin joillekin alkioille g, h € G pétee
gh = hg. Talloin sanotaan, ettd g ja h kommutoivat.

Lemma 6.6. Erilliset syklit kommutoivat.

Todistus. Jos o ja o' ovat erillisiéd, ne ovat kahden toisiaan leikkaamattoman osajou-
kon permutaatioita, joten viite pétee selvésti. (]

Jos f: X — X on kuvaus ja x € X, niin pisteen = rata (kuvauksella f) on

O0(z) = | J{/"@)}.

neN

Lemma 6.7. Jokaisen m-syklin kertaluku on m.

Todistus. Olkoon o = (ajas - - - a,,). Pisteen a; rata

O(ay) = {ay,0(a1) = az, 0*(ay) = as,...,0™ ay) = am,0(am) = ay,...}
={ay,0(a1) = az,0*(ay) = as,...,0™ a1) = an}
koostuu m pisteesta ja sama pétee kaikille muillekin pisteille as, . . ., a,,. Viite seuraa
tasta. U

Esimerkki 6.8. (1) Kaikki Proposition 6.4 todistuksessa esintyvit kuvaukset ovat
sykleji: o = (12), 7 = (23), c o7 = (23)(12) = (132) ja T o0 = (23)(12) = (123).
Loput permutaatioryhmén Sz alkiot ovat vaihto (13) ja identtinen kuvaus.

(2) Kaikki syklin identtisestd kuvauksesta poikkeavat potenssit eivét vélttAméitta
ole sykleja. Esimerkiksi (1234)(1234) = (13)(24).

Esimerkki 6.9. Jos P, on sddnnollinen n-kulmio tasossa, sen symmetriaryhméa on
diedriryhmd D, jonka virittévit kierto kulman 27 /n verran keskipisteen ympéri, ja
heijastus valitun symmetria-akselin suhteen. Tarkastelemme kahta erikoistapausta,
tasasivuista kolmiota ja nelicté.

Olkoon Pj tasasivuinen kolmio, jonka kérjet ovat A, B ja C. Kolmiolla P3; on
kuusi symmetriaa: identtinen kuvaus id, kierto r vastapaivadn kulman 27 /3 verran,
r?, joka on kierto kulman 47 /3 verran samaan suuntaan ja peilaukset kunkin kiirjen
kautta kulkevien kulmanpuolittajasuorien suhteen.

Jos kolmio P; ajatellaan kolmiulotteisessa avaruudessa R? kaksipuolisena levyni,
joka sisiltyy tasoon R? x {0}, niin kuvaukset id, r ja r? kuvaavat kolmion yldpuolen
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ylapuoleksi ja muut kuvaavat yldpuolen alapuoleksi. Jos s on peilaus kiirjen A kautta
kulkevan ja vastakkaista sivua vastaan kohtisuoran suoran suhteen, on melko helppo
nahda, ettd muut peilaukset ovat rs ja sr.

Ryhma D3 on isomorfinen permutaatioryhméan S3 kanssa: Kun rajoitetaan sym-
metriakuvaukset kolmion P kérkiin, r on 3-sykli (ABC), r? on 3-sykli (ABC)? =
(ACB), s on vaihto (BC), rs on vaihto (AB) ja sr on vaihto (AC).

C r(B

5(C) }\ rs(A)
s(4)

s(B) rs(C)

r

Saannollisen n-kulmion symmetriaryhmé D,, on vastaavalla tavalla isomorfinen
ryhmén S, jonkin aliryhmén kanssa. Koska ryhmén D,, kertaluku on 2n, tdma ali-
ryhmé on permutaatioryhmén Sy aito aliryhmaé. Esimerkiksi nelion symmetriaryhmé
Dy on isomorfinen ryhmén ((1234), (14)(23)) < S, kanssa.
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Nelion Py = {z € R?: |z1| < 1, 23| < 1} symmetriat ovat lineaarikuvauksia ja ne
voidaan esittdd reaalisten 2 x 2-matriisien avulla:

o= (D) 2)-eo

Jokaisella diedriryhmélld on vastaavanlainen esitys ryhméan GLy(R) aliryhména.

Yleistamme Esimerkissé 6.9 tehdyn havainnon ja osoitamme, ettd kaikki ryhmét
voi halutessa ajatella permutaatioryhmien aliryhminé, adrettémét ryhmat tietenkin
adarettomien joukkojen permutaatioryhmien.

Propositio 6.10. Ryhmd G on isomorfinen ryhmdan S(G) jonkin aliryhmdn kanssa.

Todistus. Olkoon g € G. Kuvaus ¢,: G — G on surjektio koska (,(g~'z) = z kaikilla
z € (G ja supistussddnnon nojalla se on injektio. Siis voidaan maéaritellda kuvaus
p: G — S(G), p(g) = {,. Kuvaus p on homomorfismi silld kaikille x € G pétee

plgh)(x) = Lon(x) = (gh)x = g(hx) = Ly 0 ta(x) = p(g) © p(h)(x).
Supistussddnnosta seuraa myos, ettd ® on injektio, joten ®: G — ¢(G) < S(G) on
isomorfismi. 0J

Propositio 6.11. Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on n. Permutaatio-
ryhmalld S, on aliryhmd, joka on isomorfinen ryhmdin G kanssa.

Todistus. Ryhmét S, ja S(G) ovat isomorfisia, joten voimme késitelld ryhméé S(G)
ja vaite seuraa Propositiosta 6.10 0

Tarkastelemme seuraavaksi darellisten permutaatioryhmien rakennetta.
Propositio 6.12. Jokainen sykli on vaihtojen tulo.
Todistus. Induktiolla on helppo osoittaa, etté
(aras - am) = (a1am)(@1am-1) - . . (a1a2).
Todistuksen idea siséltyy seuraavaan kaavioon:

1 2 3



Yksityiskohdat harjoitustehtavissa 59. U
Propositio 6.13. Jokainen vaihto on alkeisvaihtojen pariton tulo.

Todistus. Koska harjoitustehtévissé 58 osoitetaan, ettd (km) = (1k)(1m)(1k) kaikil-
la k,m € {1,2,...,n}, k # m, riittdd osoittaa, ettd (1k) on alkeisvaihtojen pariton
tulo kaikilla & € {2,3,...,n}. Vaihto (12) on alkeellinen. Oletetaan, ettd (1 k£ — 1)
on alkeisvaihtojen tulo. Koska (1k) = (1 k—1)(k—1k)(1 k — 1), véite seuraa. [

Propositio 6.14. Jokainen identtisestd kuvauksesta poikkeava permutaatio voidaan
esittad erillisten syklien tulona.

Todistus. Jos permutaatio 7 kiinnittaa pisteet aj,aq,...,ax € {1,2,...,n}, riittdd
todistaa viite permutaation T rajoittumalle joukkoon {1,2,... ., n}\ {as, as, ..., ax}.
Riittaa siis tarkastella permutaatioita, jotka eivit kiinnitd yhtdan pistetta.

Selvisti véite patee, kun n = 2. Oletetaan, etté se pitee kaikilla S, kun £ < n—1.
Olkoon 7 € S,. Jos 7 on sykli ei ole mitddan todistettavaa, joten voimme olettaa,
ettd 7 ei ole sykli. Pisteen 1 rata on

O(1) = {1,7(1),7%(1),...,7(1),...}.

Koska {1,...,n} on &érellinen joukko taytyy olla 77(1) = 77(1) joillain luonnollisilla
luvuilla ¢ < r. Valitaan luvut ¢ ja r siten, ettd ¢ on minimaalinen. Koska 7 on
bijektio, taytyy olla ¢ = 0, 77(1) = 1. Téstd ndhdéén, ettd

Tloqy = (17(1) (1) -7 H(1)).

Induktio-oletuksesta seuraa, ettd permutaation 7 rajoittuma pienempéin joukkoon
{1,2,...,n}\ O(1) on syklien tulo, joten véite on todistettu. O

Propositioista 6.12, 6.13 ja 6.14 saadaan
Lause 6.15. (Alkeis)vaihdot virittdvit permutaatioryhmdn. O
Jokaiseen permutaatioon liittyva tarked invariantti on permutaation merkki:

Maaritelma 6.16. Permutaatio o € S,, on parillinen, jos se on tulo parillisesta
méaarasta vaihtoja ja pariton, jos se on tulo parittomasta maarasta vaihtoja. Permu-
taation o merkk: on

—1, jos o on pariton
e(o) = : o
1, jos o on parillinen.

Seuraavassa tuloksessa osoitetaan muunmuassa, ettd permutaation merkki on hy-
vin maaritelty kuvaus. Apuna kiytetddn antisymmetrisid kuvauksia: Olkoon X epé-
tyhja joukko ja olkoon (V) +) additiivinen ryhmé. Kuvaus f: X™ — V on antisym-
metrinen, jos kaikille alkeistranspositioille 7 € .S,, patee

f(xT(1)7 1’7—(2), cee 7xT(n)) = —f<.§lf)

Propositio 6.17. Olkoon f: X™ — V antisymmetrinen kuvaus. Talldin

f(a:a(l), .TU(Q), e ,:L’O(n)) = (—1)rf<l’),

jos o on r alkeistransposition tulo.

Todistus. Viite patee selvésti, kun r = 1. Oletetaan, ettd se péatee, kun o on r — 1
alkeispermutaation tulo. Olkoon ¢ = 7 o w permutaatio, joka on r alkeistransposi-
tion tulo siten, ettd w on r — 1 alkeistransposition tulo ja 7 on alkeistranspositio.
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Nyt soveltamalla antisymmetrisyyden méaritelméé alkeistranspositiolla 7 ja pisteel-
18 (T5(1), To(2)s - - -+ To(n)) Saadaan
J(Zo)s To@)s - Tom)) = f(Trw), Trw @) - - - Trwmn)))
= —f(:L‘w(l), :L‘w(g), e ,l‘w(n)) = (—l)rf(:L‘) . D
Proposition 6.13 avulla saadaan valittomasti

Seuraus 6.18. Jos f on antisymmetrinen, niin kaikille transpositioille T € S, pdtee

f<x7(1)7x7(2)7---7'rT(n)) = —f<.§lf) O
Propositio 6.19. Permutaation merkki on hyvin mddritelty.

Todistus. Kuvaus f: Z" — Z,

1<i<j<n

on antisymmetrinen (Harjoitustehtava 61). Liséksi, kun muuttujan = komponentit
ovat eri kokonaislukuja, f(z) # 0. Jos permutaatio o voidaan esittdd r ja s per-
mutaation tulona, saadaan Proposition 6.17 nojalla (—1)" = (—1)%, joten r = s
mod 2. 0

Lause 6.20. Permutaation merkki e: S, — {—1,1} on ainoa homomorfismi per-
mutaatioryhmdsta S, multiplikatiiviseen ryhmddn {—1,1}, joka saa transpositioilla
arvon —1.

Todistus. Harjoitustehtévassd 62 osoitetaan, ettd e on homomorfismi. Proposition
6.17 nojalla (1) = —1 kaikille vaihdoille, joten merkki on halutunlainen homomor-
fismi. Toisaalta alkeisvaihdot virittavit koko permutaatioryhmén, joten, jos homo-
morfismin arvot tunnetaan kaikille alkeisvaihdoille, sen arvot kiinnittyvét kaikille
permutaatioille. Siis € on ainoa homomorfismi, jolla on haluttu ominaisuus. U

Permutaatioiden merkkihomomorfismin e: S, — {—1,1} ydin on alternoiva ryh-
mda A,, joka koostuu parillisista permutaatioista.

Esimerkki 6.21. (a) A3 = ((123)) < S5, A3 = Cs.
(b) Ay = ((123), (124), (134), (234), (12)(34), (13)(24), (14)(23)) < Sh.
(c) Permutaatiot esiintyvit lineaarialgebrassa determinanttien yhteydessi: Nelio-
matriisin A = (a;;)}; determinantti on

det A = Z G(U)ag(l)laU(Q)Q s -ao(n)n .

gESy
Jos nelidmatriisien vektoriavaruus M,, samastetaan avaruudeksi (R")™ esittamalld
matriisi A € M,, sarakkeidensa tai riviensa avulla muodossa
wq

Wn

37



Harjoitustehtavia.
Tehtdva 52. Osoita, ettd permutaatioryhmén S, kertaluku on n!.
Tehtava 53. Olkoon G ryhma ja olkoon e ryhmén G neutraalialkio. Osoita, ettéa
ordg = min{k > 1: ¢" = ¢}.
Tehtava 54. Madritd matriisien A, B, C' € SLy(Z) kertaluvut, kun
=(01) 20 ) me=( )
Tehtava 55. Kirjoita permutaatio (123)(24) sykliné.

Tehtava 56. Kirjoita kaavioita

vastaavat permutaatiot erillisten syklien tuloina.

Tehtava 57. Kirjoita permutaatio (1234)(235) erillisten syklien tulona.
Tehtiava 58. Osoita, ettd (km) = (1k)(1m)(1k).

Tehtava 59. Téaydenné Proposition 6.12 todistus induktiotodistukseksi.
Tehtdva 60. Osoita, ettd S3 = ((12), (23))

Tehtdva 61. Osoita, ettd kuvaus f: 2" — Z,

fa)y="T] (@—-a)

1<i<j<n

on antisymmetrinen.

Tehtéava 62. Osoita, ettd permutaation merkki e: S,, — {—1,1} on homomorfismi.

Olkoon seuraavissa tehtavissa
B_ 10 0 1 0 1 -1 -1 -1 -1 1 0
o 0 1/°’\1 0/)’\—-1 -1/’ 0 1/’ 1 0/)’\—-1 -1 ’

Tehtava 63. Osoita, ettd joukko B varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhmén
GL2(Q) aliryhmé&. Onko B ryhmén SLg(Z) aliryhma?

Tehtiva 64. Onko ryhmé B kommutatiivinen? Onko se syklinen? Luettele kaikki
ryhmén B aliryhmat.

Tehtavi 65. Osoita, ettd ryhmé B on isomorfinen permutaatioryhmén S3 kanssa.

65Vihje: Homomorfismi ¢: S3 — B midriytyy arvoista ¢((12)) ja ¢((23)). Koska (12)(12) =
(23)(28) = i, tiytyy olla 6((12))? = (23)7 = ().
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7. NORMAALI ALIRYHMA JA TEKIJARYHMA

Tarkastelemme luvun aluksi ryhmén ja sen aliryhmien suhdetta. Olkoon G ryhma
ja olkoon H < @G aito aliryhméd. Alkion g € G wvasen siwuluokka (aliryhmén H
suhteen) on

gH ={gh:he H}
ja sen otkea sivuluokka (aliryhmén H suhteen) on
Hg={hg:he H}.
Propositio 7.1. Olkoon G ryhmd, ja olkoon H sen aito aliryhmd. Télloin
(1) gH = H, jos ja vain jos g € H.
(2) Hg = H, jos ja vain jos g € H.
(3) Vasemmat sivuluokat muodostavat ryhmdn G osituksen.
(4) Oikeat sivuluokat muodostavat ryhmdn G osituksen.

(5) Joukot H, gH ja Hg ovat yhtd mahtavia.

Todistus. (1) ja (2) Harjoitustehtavi 66.

(3) Vasempien sivuluokkien yhdiste on koko G silld € xH kaikille z € G. Osoi-
tetaan, ettd vasemmat sivuluokat leikkaavat vain, jos ne ovat sama sivuluokka. Jos
xH NyH # 0, on h,)/ € H, joille zh = yh'. Mutta tilléin, jos ¢ € zH, niin
g = xh" = yW'h™'h" € yH. Vastaava piittely antaa inkluusion toiseen suuntaan.
Kohdan (4) todistus on samanlainen.

(5) Vasemman sivuluokan mééritelmén nojalla kuvaus ¢,: H — «H, {,h = xh, on
surjektio. Supistussadnnosta (Propositio 4.4) seuraa, etté £, on injektio. Vastaavasti
kuvaus r,: H — Hx, r,h = hx, antaa bijektion joukkojen H ja Hux valille. O

Propositioiden 7.1 ja 3.5 mukaan vasemmat sivuluokat maaraavit ekvivalenssi-
relaation, jonka ekvivalenssiluokat ovat vasemmat sivuluokat ja vastaavasti oikeat
sivuluokat maaraavat ekvivalenssirelaation, jonka ekvivalenssiluokat ovat oikeat si-
vuluokat. Vasempien sivuluokkien kokoelmalle kdytetdén merkintdd G/H ja oikei-
den sivuluokkien kokoelmalle kiytetdan merkintdd H\G. Jalkimmaéista merkintaa ei
pida sekottaa joukkojen erotukseen.

Propositio 7.2. Olkoon G ryhmd ja olkoon H < G. Joukot G/H ja H\G ovat yhtd
mahtavia.

Todistus. Harjoitustehtéava 67 0
Yleisessé tapauksessa alkion x vasen ja oikea sivuluokka eroavat toisistaan.
Esimerkki 7.3. Olkoon H = ((12)) < S5. Aliryhmén H vasemmat sivuluokat ovat
H = (12)H = {id, (12)},
(123)H = (13)H = {(123),(13)} ja
(132)H = (23)H = {(132),(23)}

Sen oikeat sivuluokat ovat



Osoittautuu siis, ettd vasen sivuluokka (123)H esiinny lainkaan oikeiden sivuluok-
kien kokoelmassa. Siis vasemmat ja oikeat sivuluokat maaraévat kaksi erilaista ryh-
méan G ositusta ja niitd vastaavat ekvivalenssirelaatiot ovat siis kaksi eri relaatiota.

Usein, jos ryhmd G ei ole kommutatiivinen, silld on aliryhmié, joiden vasem-
mat ja oikeat sivuluokat eroavat toisistaan. Harjoitustehtavissa 69-71 tarkastellaan
esimerkkid ryhmésté, joka ei ole kommutatiivinen vaikka sen kaikkien aliryhmien
vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja joukkoja. Kommutatiivisten ryhmien
tilanne on yksinkertaisempi:

Lemma 7.4. Olkoon G kommutatiivinen ryhmd. Tdlloin jokaiselle x € G ja jokai-
selle H < G pitee tH = Hzx. O

Esimerkki 7.5. Kongruenssi modulo ¢ on aliryhmén ¢Z maaraama ekvivalenssire-
laatio. Koska (Z, +) on kommutatiivinen, aliryhmén ¢Z vasemmat ja oikeat sivuluo-
kat ovat samoja ja kongruenssin modulo ¢ ekvivalenssiluokat eli kongruenssiluokat
ovat joukot

n]={n+kq:k€Z}=n+qZ=4kq+n:keZ}=qZ+n,
koska laskutoimitukselle kiytetdan additiivista merkintda. Kongruenssiluokkien jou-
kolle Esimerkissad 3.9 kiyttoon otettu merkintd Z/gZ on ylla kdyttoonotetun ylei-
semman merkintdtavan mukainen. Kongruenssiluokkien laskutoimitukset voidaan
siis kirjoittaa myos néin
(n+qZ)+ (m+qZ) = (n+m) + qZ
ja
(n+qZ)(m + qZ) = nm + qZ.

Ryhman ja sen aliryhmén suhdetta kuvaava indeksi voidaan méaaritelld kumman
tahansa aliryhméaan H liittyvan ekvivalenssirelaation avulla Proposition 7.2 nojalla:

Maaritelma 7.6. Aliryhmén H < G indeksi on
G H] = #(G/H) = #(H\G).
Esimerkki 7.7. (a) Aliryhmén Cy x {e} indeksi ryhméssia Cy x Cy on
[Cy x Cy: Cy x {e}] = 2.
(b) [R*: R x {0}] = oo, silld sivuluokat ovat R x {a}, a € R

Lause 7.8 (Lagrangen lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja olkoon H < G. Tdlloin

#G

G:H|=—.

G H] =
Todistus. Proposition 7.1 nojalla kaikki sivuluokat ovat yhtd mahtavia ja sivuluokat
osittavat ryhméan G. O

Propositio 7.9. Olkoon G ddrellinen ryhmd. Tdilloin g7*¢ = e jokaiselle g € G.
Todistus. Olkoon H = (g). Talléin #H = ord g. Koska Lagrangen lauseen mukaan
#G = k#H jollain k € N, pétee potenssisddntojen ja Lemman 6.2 nojalla

g#G — gkordg — (gordg)k — ek — e. 0

Koska ryhmén kertaluku ja aliryhmén indeksi ovat luonnollisia lukuja, Lagrangen
lause antaa dérellisen ryhmén G aliryhmien mahdolliset indeksit ja kertaluvut.
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Esimerkki 7.10. Ryhmén S;3 kertaluku on 6, joten sen aliryhmien mahdolliset
kertaluvut (ja indeksit) ovat 1, 2, 3 ja 6. Kolmen alkion permutaatioiden ryhmén
aliryhméarakenne on yksinkertainen ja sitd voi havainnollistaa aliryhmdakaaviolla:

™

((123))

((12)) ((13)) ((23))

\\\\\\\\\;iiiizlil

Aliryhmékaaviossa tarkasteltavan ryhmén aliryhmét asetellaan paéllekéisille tasoille
kertaluvun mukaan siten, etta kertaluvultaan suuremmat ryhmét ovat ylemmilla ta-
soilla. Aliryhmé H yhdistetdén janalla ylemmalld tasolla olevan aliryhmén K kans-
sa, jos H < K eiki ole aliryhméé L, jolle piatee H < L < K. Ylldolevassa kaaviossa
I = {id}.

Esimerkissa 7.10 permutaatioryhmalld S3 on jokaista Lagrangen lauseen sallimaa
kokoa olevia aliryhmiéd. Aina ei kuitenkaan ole néin, Esimerkissd 7.27 osoitetaan,
ettd ryhmaélla Ay ei ole kuuden alkion aliryhméé vaikka #A44 = 12 =2 x 6.

Maaritelma 7.11. Ryhmén G aliryhm&d H on normaali, jos gH = Hg kaikille
g € G. Jos H on ryhmén G normaali aliryhmé, merkitddn H < G, aitoa normaalia
aliryhméa merkitadin H < G.

Koska ryhmén G normaalin aliryvhmén H vasemmat ja oikeat sivuluokat maaraa-
vt saman osituksen ryhmélle GG, ne maédraavit saman ekvivalenssirelaation. ovat sa-
mat. Tama on oleellisen tarkedé tarkasteltaessa ryhmén G laskutoimituksen yhteen-
sopivuutta sivuluokkien méardamén ekvivalenssirelaation kanssa Lauseessa 7.20.

Esimerkki 7.12. (a) Ryhma4 itse ja neutraalialkion muodostama aliryhmé ovat
normaaleja.

(b) Lemman 7.4 mukaan nZ < Z ja R x {0} < R? mutta Esimerkin 7.3 aliryhmé
((12)) < S; el ole normaali.

Joissain tilanteissa normaalius on helppo tarkastaa:
Lemma 7.13. Jos aliryhmdn H < G indeksi on kaksi, se on normaali.
Todistus. Vasemmat sivuluokat ovat H ja G\ H, samoin oikeat sivuluokat. U
Lemma 7.14. Olkoon K 1 G ja K < H < G. Tdlloin K < H. ]
Esimerkki 7.15. A, < .S, silld #S, = n!l = 2#A,, joten [S,, : A,,] kaikilla n > 3.
Erityisesti C3 = ((123)) = A3 < Ss.

Usein on kiteva kayttaéd seuraavaa normaalin aliryhmén karakterisointia:

Propositio 7.16. Ryhmin G aliryhmd H on normaali, jos ja vain jos ghg™' € H
kaikilla h € H ja kaikilla g € G

Todistus. Jos H on normaali, niin gH = H g kaikille g € G. Siis jokaiselle g € G ja
h € H pitee gh = h'g jollain ' € H, joten ghg~' = h' € H.

Jos taas kaikille g € G ja h € H pitee ghg™' € H, niin jokaiselle g € G ja h € H
on h' € H, jolle ghg=t = . Siis gh = h'g € Hg, joten gH C Hg kaikille g € G.
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Samoin saadaan hg~' € g 'H, joten g7'H C Hg ! kaikille ¢ € . Koska jokainen
ryhmén G alkio on jonkin alkion kddnteisalkio, véite on todistettu. O

Sovellamme Propositiota 7.16, kun osoitamme, ettd normaalit aliryhmét sopivat
hyvin yhteen homomorfismien kanssa.

Propositio 7.17. Olkoon ¢: G — G' ryhmdhomomorfismi.
(1) Olkoon H < G. Talloin ¢(H) < Im ¢.
(2) Olkoon H' Q G'. Tilloin ¢~ (H') < G.
Todistus. (1) Proposition 5.6 nojalla ¢(H) < ¢(G). Olkoot o’ € ¢(H) ja ¢' € ¢(G).
Télloin on a € H ja g € G, joille ' = ¢(a) ja ¢’ = ¢(g). Nyt
gd(g) ™" = dlg9)e(a)d(g)™" = dlgag™) € o(H),
koska gag~' € H. Viite seuraa Proposition 7.16 nojalla.
(2) Harjoitustehtéava 74. O

Propositiosta 7.17 saadaan téarkedna erikoistapauksena

Seuraus 7.18. Ryhmdhomomorfismin ydin on normaali aliryhmd. 0

Esimerkki 7.19. (a)A, = kere < .5,,.
(b) SL,(R) = kerdet <« GL,(R).

Lause 7.20. Olkoon G ryhmd ja olkoon H < G aliryhmda. Tédlloin vasempien tai
otkeiden sivuluokkien mddarddamd ekvivalenssirelaatio on yhteensopiva ryhmdn G las-
kutoimituksen kanssa, jos ja vain jos H on ryhmdan G normaali aliryhmd.

Todistus. (1) Oletetaan, ettda H on normaali. Olkoot 2’ € zH ja y € yH. Talloin
on hy, ho,hy € H, joille 2’ = xhy, v = yho ja hyy = yhs, joten

2y = xhiyhe = xyhshy € xyH.

Siis 2'y'H ja xyH Proposition 7.1 nojalla ja laskutoimitus on yhteensopiva sivuluok-
kien maaraaman ekvivalenssirelaation kanssa.

(2) Jos laskutoimitus on yhteensopiva vasempien sivuluokkien méarddmaén relaa-
tion kanssa, niin GG/H varustettuna tekijalaskutoimituksella on ryhméa: Tekijdlas-
kutoimituksen assosiatiivisuus osoitettiin Propositiossa 3.8. Koska luonnollinen ho-
momorfismi on surjektiivinen, se kuvaa ryhmén G neutraalialkion tekijalaskutoimi-
tuksen neutraalialkioksi Proposition 1.14 nojalla, patee gHH = gH' = HgH ja
(9H)(g"'H) = H kaikilla g € G.

Luonnollinen homomorfismi on siis ryhmdhomomorfismi G — G/H ja sen ydin
on H. Proposition 7.17 nojalla H on normaali. U

Seuraus 7.21. Jos H < G, niin tekijajoukko G/H varustettuna tekijilaskutoimi-
tuksella on ryhmd. Tekijaryhmdn G/H neutraalialkio on H. U

Ryhméi G/H kutsutaan normaalin aliryhmén H méédrdamaéksi ryhmén G teki-
jaryhmdaksi. Esimerkiksi ryhmé Z/qZ, jota tarkasteltiin esimerkin 4.2 kohdassa (a),
on kongruenssia @ = b mod ¢ vastaava kokonaislukujen ryhmén tekijaryhma. Ad-
ditiivisen ryhmén alkion z sivuluokalle kiytetdan merkintdad x + H ja tekijaryhmén
laskutoimitus on siis

(x+H)+(y+H)=(x+y)+ H.
Sykliset ryhmét kayttaytyvit hyvin tekijaryhmienkin suhteen

Propositio 7.22. Jokainen syklisen ryhmdn tekijaryhmda on syklinen.
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Todistus. Harjoitustehtéva 76. U

Todistamme seuraavaksi tdrkeimmén tekijaryhmia koskevan tuloksen. Todistus
on Lauseen 5.18(1) todistuksen yleistys.

Lause 7.23 (Ryhmien (ensimméinen) isomorfismilause). Olkoon ¢: G — G’ ryh-
mdahomomorfismi. Tdlloin

Im ¢ = G/ ker ¢.
Todistus. Jos x ker ¢ = y ker ¢, niin jollain h € ker ¢ patee y = xh, joten
¢(y) = ¢(zh) = ¢(x)d(h) = ¢(x).

Téhén havaintoon perustuen médritelldan kuvaus ¢ : G/ ker ¢ — Im ¢,

(zker ¢) = o(x),

joka on homomorfismi: Olkoot x,y € G. Télléin

U(zker @)y (yker ¢) = ¢(x)p(y) = ¢(zy) = Y(zyker ) = h(x ker ¢ y ker ¢).

Maééritelmén mukaan Im+ C Im ¢ ja jokaiselle x € G pétee (zker ¢) = ¢(z),
joten ¢(x) € Im1 ja 1 on siis surjektio. Injektiivisyyden toteamiseksi osoitamme,
ettd kuvauksen 1 ydin koostuu ainoastaan tekijaryhmén G/ ker ¢ neutraalialkiosta
ker ¢. Jos (zker ¢) = €/, niin ¢(x) = €, joten x € ker ¢, mistd Proposition 7.1(1)
nojalla seuraa z ker ¢ = ker ¢. OJ

Seuraus 7.24. Jos ¢: G — G’ on surjektiivinen ryhmdahomomorfismi ja N = ker ¢,
niin |G : N] = #G. O

Lause 7.25. Olkoon ¢: G — G’ surjektiivinen ryhmdahomomorfismi, ja olkoon H' <
G'. Tilloin G/~ (H') = G'/H'.
Todistus. Proposition 7.17(2) mukaan H = ¢ '(H') < G. Olkoon 7: G' — G'/H'

luonnollinen homomorfismi. T&ll6in ) = wo¢: G — G'/H' on surjektiivinen homo-
morfismi, jonka ydin on H. Lauseen 7.23 mukaan G/H = G'/H'. O

Esimerkki 7.26. (a) [Z? : (2Z)?] = 4 silld luonnollinen homomorfismi
72> (ky, ko) v (k1 + 272, k2 + 27) € (Z)27.)*

on surjektio, jonka ydin on (2Z)2.
(b) GL,(R)/SL,(R) = R* koska det GL,,(R) — R* on surjektiivinen homomorfismi.

Ryhmien isomorfismilause antaa vastaavuuden surjektiivisten homomorfismien ja
normaalien aliryhmien vilille: Jos N < G, niin luonnollinen homomorfismi on sur-
jektiivinen homomorfismi G — G /N. Toisaalta jokaisen ryhmédhomomorfismin ydin
on madrittelyryhménsd normaali aliryhmé. Tama vastaavuus ei kuitenkaan ole bi-
jektiivinen silla esimerkiksi homomorfismeilla exp: C — C* ja k o exp, missd k on
kompleksikonjugointi, on sama ydin kerexp = {k2mi : k € Z}.

Esimerkki 7.27. Osoitamme esimerkin avulla, ettd Lagrangen lauseen 7.8 kdan-
teinen véite ei pade: Alternoivan ryhmén A, kertaluku on #A4, = 41/2 = 12.
Jos H < A, on aliryhmé, jonka kertaluku on 6, niin Lagrangen lauseen nojalla
[Ay : H] = 2. Lemman 7.13 nojalla H <1 Ay, joten ensimméisen isomorfismilauseen
nojalla A,/H = C,. Siis kaikille g € G pitee g*H = gHgH = H, joten Proposition
7.1(1) nojalla ¢ € H kaikille g € G.

Kaikki 3-syklit ovat parillisia permutaatioita, joten ne kuuluvat ryhméén A4. Jos
g € Ay on 3-sykli, niin g = ¢g* = (¢%)? € H. Kuitenkin ryhméssi A4 on 8 3-syklii,
joiden siis pitdisi sisdltyd kuuden alkion ryhméén. Siis ryhmalla Ay ei ole kuuden
alkion aliryhméé vaikka # A4 =12 =6 x 2.
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Ryhmén A, aliryhmérakenne on seuraavan kaavion mukainen:

™.

CQXCQ

((123))  ((124))  ((134)) ((234)) \\
((12)(34))  ((13)(24)) _ ((14)(23))

e

Mitké tahansa kaksi ryhmén Ay kertaluvun 2 alkioista (12)(34), (13)(24) ja (14)(23)
virittavat kaaviossa esiintyva Kleinin neliryhméan Cs x Cl.

Esimerkin 6.9 tarkastelun yleistys kolmeen ulottuvuuteen osoitaa, ettd ryhmé Ay
on isomorfinen sddnnollisen tetraedrin symmetriaryhmén kanssa.

Esimerkki 7.28. (a) Harjoitustehtévissia 33 osoitettiin, ettd ryhmén G automor-
fismit muodostavat ryhmén Aut(G). Olkoon a € G. Kuvaus ¢,: G — G, ¢.(g9) =
aga~' on ryhmin G automorfismi: Se on homomorfismi:
¢a(9)da(9’) = (aga™")(ag'a™") = (ag)(a~"a)(g'a™") = (ag)e(g'a™)
= (ag)(g'a™") = algg)a™" = d(g9).
Se on myos bijektio, koska silld on kidinteiskuvaus ¢, 1: G — G: ¢;'(g) = a 'ga.

Kuvaus ¢, on ryhmén G sisdinen automorfisma.
Ryhmén G sisdiset automorfismit muodostavat sisdaisten automorfismien ryhmdn

Inn(G) = {¢, : a € G} < Aut(G).

Harjoitustehtavissa 77 osoitetaan, ettd sisdisten automorfismien ryhméa on automor-
fismiryhmén normaali aliryhmé. Tekijaryhmé

Out(G) = Aut(G)/ Inn(G)

on ryhmén G wulkoisten automorfismien ryhmd.

(b) Automorfismi ¢, on identtinen kuvaus tdsmélleen silloin, kun aga™! = g kaikilla
g € G. Téman ehdon toteuttavat alkiot muodostavat ryhméan G keskuksen

Z(G)={2€ G : zg = gz kaikilla g € G}.

Harjoitustehtévissa 78 osoitetaan, ettd Z(G) on ryhmén G normaali aliryhma.

(c) Kuvaus p: G — Aut(G), p(a) = ¢4, on homomorfismi. TAmé tarkastetaan kuten
Proposition 6.10 todistuksessa: Jos a,b € G, niin kaikille z € G pétee

plab)(z) = dup(x) = (ab)z(ab) ™" = a(beb™)a™" = ¢a(¢s(x)) = p(a) o p(b)(@).

Sisdisten automorfismien mééritelmén nojalla Im(p) = p(G) = Inn(G). Lisdksi p(g)
on identtinen automorfismi tdsmélleen silloin, kun g € Z(G), joten ryhmien isomor-
fismilauseen nojalla pétee

Inn(G) = G/Z(G).

44



0 -1
1 0

= (D) (4 )

Harjoitustehtivissi 32 osoitettiin, ettd kuvaukset B — B~! ja C' — C eivit ole
ryhmén SLy(Z) automorfismeja. Kuitenkin niiden yhdistetty kuvaus on automorfis-
mi!

(d) Matriisi A = < ) madrdd ryhmén SLy(Z) sisdisen automorfismi ¢4,

Harjoitustehtavia.

Tehtava 66. Olkoon G ryhmé, ja olkoon H sen aito aliryhmé. Osoita, ettd gH = H,
jos ja vain jos g € H

Tehtava 67. Olkoon G ryhmé, ja olkoon H < (. Osoita, ettd tekijédjoukkojen
villinen kuvaus b : G/H — H\G, b(aH) = Ha™' on bijektio.

Tehtava 68. Taydenné diedriryhmén D, aliryhmékaavio
/ D4 \
H,y H, Hj
Jl J3 J4 J, 5

I

Kaaviossa esiintyvien aliryhmien indeksit ovat [Dy : J;] =4 ja [D, : H;] = 2 kaikilla
1<i<5jal<j<3.

Olkoot
1 0
A= (O _Z.) € SLy(C)
ja
0 1
B = <_1 0) € SLy(C).
Olkoon H = (A, B) < SLy(C) matriisien A ja B virittdmé aliryhmaé.
Tehtava 69. Osoita, ettd ryhmé H ei ole kommutatiivinen ja ettd #H = 8.

Tehtava 70. Osoita, ettd ryhmélld H on aliryhmien H ja {I} lisiksi nelja aliryh-
maé, jotka ovat kaikki normaaleja.

Tehtava 71. Piirrd ryhméan H aliryhmakaavio.

88Vihje: Kaikki ryhmit Hj, 1 < j < 3 eiviit ole isomorfisia.
69Vihje: Tarkasta ensin, ettd BA = —AB ja kiiyté tété tietoa ja Propositiota 5.11
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Tehtava 72. Olkoon G &arellinen ryhmaé. Olkoot K < H < (. Osoita Lagrangen
lauseen avulla, ettd indekseille pétee:

G: K|]=|G: H|[H : K].
Tehtava 73. Olkoon G ryhmé. Olkoot K < H < G siten, ettd [G : H] < oo ja
[H : K] < co. Osoita, ettd indekseille pétee:

G: K|]=|G: H|[H : K].
Tehtava 74. Olkoon ¢: G — G ryhmédhomomorfismi. Olkoon H' < G'. Osoita,

etta

¢~ (H) DG

Tehtava 75. Olkoon 'A neliomatriisin A transpoosi, ja olkoon I, identtinen n x n-
matriisi. Olkoon

On)={Ae€GL,(R): A'A=1,}.
Osoita, ettd O(n) < GL,(R). Onko O(n) < GL,,(R)?

Tehtava 76. Olkoon C syklinen ryhma. Osoita, etté kaikki ryhméan C' tekijaryhmét
ovat syklisié.

Tehtava 77. Olkoon G ryhma. Osoita, ettd ryhmén G sisdiset automorfismit muo-
dostavat ryhmén Aut(G) normaalin aliryhmén.

Tehtava 78. Osoita, ettd ryhmén G keskus Z(G) on kommutatiivinen normaali
aliryhma.

Tehtava 79. Madritda ryhmien S3, D3 ja Cy x Cy keskukset.

Tehtava 80. Madritd ryhmien S3, D3 ja Cy x Cy sisdiset automorfismiryhmét.

"3Vihje: Oletetaan, etti G = | |, a;H ja H = LIj—, b; K .Osoita, ettd G = [ [Z, |[7_, a:b; K.
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8. RENKAAT

Tarkastelemme seuraavaksi rakenteita, joissa on maéaritelty kaksi assosiatiivista
laskutoimitusta, joista toinen on kommutatiivinen. Vaadimme naillé laskutoimituk-
silla varustetulta joukolta joitakin samoja ominaisuuksia joita kokonaisluvuilla on,
mutta kertolasku ei valttaméatta ole kommutatiivinen.

Maaritelméa 8.1. Olkoon R # () joukko, jolla on méaritelty kaksi assosiatiivista
laskutoimitusta, kommutatiivinen laskutoimitus yhteenlasku + ja toinen laskutoi-
mitus, jota merkitsemme kertolaskulla. Kolmikko (R, +, ) on (ykkosellinen) rengas,
jos

(1) (R,+) on kommutatiivinen ryhma,

(2) kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen ja

(3) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 15 € R.
Laskutoimituksen + neutraalialkiolle kiytetdén merkintdd 0 = Oz. Ryhméa (R, +)
on renkaan R additiivinen ryhmda. Rengas on kommutatiivinen, jos kertolasku on
kommutatiivinen.

Kertolaskun distributiivisuus yhteenlaskun suhteen renkaassa R tarkoittaa, etta
kaikille a, b, ¢ € R pétee a(b+ ¢) = ab+ ac ja (b+ ¢)a = ba + ca.

Esimerkki 8.2. (a) (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) ja (C,+,+) ovat kommutatiivisia
renkaita.

(b) Olkoon ¢ € N. Kongruenssiluokkien muodostama joukko Z/qZ varustettuna ko-
konaislukujen yhteen- ja kertolaskujen tekijalaskutoimituksilla on kommutatiivinen
rengas. (Harjoitustehtéavé 81)

(c) Olkoon X # {), ja olkoon R rengas. Olkoon % (X, R) joukko, joka koostuu
kaikista kuvauksista joukolta X renkaaseen R. Maaritellaan téssé joukossa yhteen-
ja kertolasku pisteittdin: Olkoot f, g € .7 (X, R). Asetamme

(f +9)(@) = f(x) +g(z) ja (fg)(x) = f(x)g(x)
kaikilla x € X. Joukko .Z (X, R) varustettuna niilld laskutoimituksilla on rengas, jo-
ta kutsutaan funktiorenkaaksi. Laskutoimitusten assosiatiivisuus, yhteenlaskun kom-
mutatiivisuus ja kertolaskun distributiivisuus yhteenlaskun suhteen seuraa siita, et-
té funktioiden arvot ovat renkaassa R ja funktioiden laskutoimitukset on maéritelty
pisteittain. Kertolaskun neutraalialkio on vakiofunktio 1: X — R, joka maéaritellaan
asettamalla 1(z) =1 € R kaikilla 2 € X.

Téssé esimerkissé merkitsemme kuten on tapana renkaan .% (X, R) yhteen- ja
kertolaskuja samoilla merkinnoéilla + ja - kuin renkaan R laskutoimituksia. Samoin
yvhteen- ja kertolaskun neutraalialkioille on tapana kdyttad merkint6ja 0 ja 1 useim-
missa renkaissa.

Rengas .7 (X, R) on kommutatiivinen, jos R on kommutatiivinen. Esimerkiksi siis
Z (R, R) on kommutatiivinen rengas.

Propositio 8.3. Olkoon R rengas. Tdlloin
(1) Og - & = Og kaikilla x € R,
(2) z(—y) = (—x)y = —(xy) kaikilla x,y € R,
(3) z(y — 2) =2y —xz ja (y — 2)x = yx — zx kaikilla x,y, 2z € R,

Todistus. (1) Distributiivisuuden nojalla
Opr+x=(0r+1g)z=1gr =12
kaikilla x € R. Supistussdanndsta seuraa, ettd Orz = Op.
Loput todistetaan harjoitustehtavissa 83. 0
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Edella osoitettujen laskusddntojen avulla on helppo osoittaa seuraavat perusomi-
naisuudet

Propositio 8.4. Olkoon R rengas. Jos #R > 2, niin

(1) 041 ja
(2) yhteenlaskun neutraalialkiolla 0 ei ole kédnteisalkiota kertolaskun suhteen.

Todistus. (1) Jos 1 = 0, niin kaikille x € R pétee Proposition 8.3 nojalla
r=1x=0x=0.
Toinen viite todistetaan harjoitustehtéavana 85. 0

Renkaan yhteen- ja kertolaskuiksi kutsuttujen laskutoimitusten ei tarvitse olla
tavanomaisia lukujen yhteen- ja kertolaskuja tai naista lukujen 1 ja 3 konstruktioilla
muodostettuja laskutoimituksia vaan ne voivat olla mitd tahansa laskutoimituksia,
joilla on vaaditut ominaisuudet.

Esimerkki 8.5. (a) Olkoon (A, +) kommutatiivinen ryhmé. Olkoon

Hom(A, A) = {¢: A — A: ¢ on homomorfismi}.

Varustamme joukkoon Hom(A, A) kahdella laskutoimituksella: Homomorfismien yh-
teenlasku maéritellaan asettamalla

(¢ + &)(a) = d(a) + ¢ (a),
ja kertolaskuna kiytetdan homomorfismien yhdistamista. Yhteenlasku on laskutoi-
mitus: Jos ¢, ¢’ € Hom(A, A), niin
(@ + @) a+b) =dla+b)+ ¢'(a+b) = d(a) + $(b) + ¢'(a) + ¢'(b)
= (¢ +¢)(a) + (¢ + ¢)(0),

joten ¢ + ¢’ € Hom(A, A). Laskutoimituksella varustettu joukko (Hom(A, A),+)
on kommutatiivinen ryhmaé. Laskutoimituksen assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus
osoitetaan harjoitustehtavissd 84. Homomorfismien yhteenlaskun neutralialkio on

nollahomomorfismi 0, 0(a) = 0 kaikille a € A, ja homomorfismin ¢ kéénteis-
alkio yhteenlaskun suhteen on homomorfismi —¢, joka maééritellddn asettamalla
(—¢)(a) = —¢(a) kaikilla a € A

Identtinen homomorfismi on homomorfismien kertolaskun neutraalialkio, joten
tarkastettavaksi jaa kertolaskun distributiivisuus yhteenlaskun suhteen: Jos ¢, v, ( €

Hom(A, A),niin
(¥ + Q)o(a) = Po(a) + (pla) = (Vo + (d)(a),

ja
o(¢ + ()(a) = o(¥(a) + ((a) = ¢¥(a) + ¢¢(a) = (o + ¢C)(a).

Koska homomorfismien yhdistdminen on renkaan Hom(A, A) kertolasku, homomor-
fismien yhdistetty kuvaus on ylla merkitty ilman yhdistetyn kuvauksen merkkié o.

(b) Olkoon R rengas, #R > 2. Kaikkien R-kertoimisten n x n-matriisien jouk-
ko M,,(R) varustettuna matriisien yhteen- ja kertolaskulla on rengas. Kaikki muut
ominaisuudet paitsi distributiivisuus osoitettiin tapauksessa n = 2 ja R = R Esimer-
kissé 1.13(b) ja harjoitustehtévissd 4. Kun n > 2, niin M,,(R) ei ole kommutatiivinen
rengas, koska matriisien kertolasku ei ole kommutatiivinen.
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Maaritelma 8.6. Jos R on rengas ja alkiolla w € R on kddnteisalkio kertolaskun
suhteen, niin u on renkaan R yksikkd. Renkaan R yksikdiden ryhmd (tai multiplika-
titvinen ryhmd) on

R* ={u € R : u on yksikko}

varustettuna renkaan R kertolaskun indusoimalla laskutoimituksella.
Propositio 8.7. Renkaan yksikdiden joukko varustettuna kertolaskulla on ryhmd.

Todistus. Renkaan R kertolasku on assosiatiivinen laskutoimitus, jonka neutraalial-
kio on 1. Yksikoiden joukko on vakaa kertolaskun suhteen: Jos u ja v ovat yksikoita,
niin uv on yksikko koska

(wo)(v u™) =1 = (v 'u ) (w).

Kertolasku on siis assosiatiivinen laskutoimitus yksikoiden joukossa. Laskutoimituk-
sella on neutraalialkio koska 1 on yksikko. Maaritelméan mukaan jokaisella yksikolla
u on kiinteisalkio ! renkaassa R. Myos u~! on yksikkd koska (u™')™' =u. O

Jos renkaassa on ainakin kaksi alkiota, niin 0 # 1 ja 0 ei ole yksikkd.

Maaritelma 8.8. Olkoon R rengas, jossa on ainakin kaksi alkiota. Jos kaikki ren-
kaan R nollasta poikkeavat alkiot ovat yksikéitd, niin R on jakorengas. Kommuta-
tiivinen jakorengas on kunta. Jakorengas, joka ei ole kunta on vino kunta.

Maaritelma 8.9. Olkoon R rengas, #R > 2.
(1) Jos a,b,c € R siten, ettd ab = ¢, niin a ja b ovat alkion ¢ tekijgitd.
(2) Josa,b € R, a,b# 0, jaab=0,niin a ja b ovat nollan jakajia.
(3) Jos renkaassa R ei ole nollan jakajia, ja R on kommutatiivinen, niin R on
kokonaisalue.
Jos d,m € R ja d on alkion m tekijd sanotaan joskus, ettd d jakaa alkion m ja
merkitaan d | m.

Esimerkki 8.10. (a) Z on kokonaisalue mutta se ei ole jakorengas eiké siis kunta.
Renkaan 7Z ainoat yksikot ovat +1.

(b) Q, R ja C ovat kuntia.

(c) Matriisirengas M,,(R) ei ole kokonaisalue, kun n > 2, koska monella matriisilla
ei ole kiddnteismatriisia. Esimerkiksi M, (R)* = GL,(R).

(d) Hamiltonin kvaterniot on joukko

a{ (5 %) o)

varustettuna matriisien yhteenlaskulla ja matriisien kertolaskulla. Suoraviivainen
lasku osoittaa, ettd H vakaa yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen ja etté se on rengas
renkaasta My (C) indusoiduilla laskutoimituksilla. Liséksi

a b
det (_b a) = |a* + [b]?,
joten jokainen A € H \ {0} on kéé&ntyva matriisi. Lisdksi

1 a —b a b 7
P oo J\-b ) T

joten kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat yksikoitéd. Jakorengas H ei ole kommu-
tatiivinen silla esimerkiksi

(2 G- Co) - (506 2)
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Siis Hamiltonin kvaterniot on vino kunta.
Injektiivinen kuvaus ¢: C — H, ¢(z) = diag(z, z) on homomorfismi yhteenlaskun
ja kertolaskun suhteen, joten voimme samastaa sen kuvajoukon

$(C) = { (g g) € MQ(C)}.

kompleksilukujen kunnan kanssa. Kvaternioita késitellessa onkin tapana kayttaa esi-
merkiksi merkintoja

10 . i 0 . 0 1 0 1
()= ) () = ()
Talloin

(7) i2:j2:k2:—1
ja
(8) ij=k=—ji, ki=j=-ik, jk=1i=—kj.

Matriisit 1, i, j ja k virittavat avaruuden H neliulotteisena reaalisena vektoriavaruu-
tena, joten Hamiltonin kvaterniot voidaan esittéa reaalisina lineaarikombinaatioina

r = 2o+ x11 + 12j + 23Kk,

Zo, X1, Te, 3 € R, joilla voi laskea kuten kompleksiluvuilla huomioiden laskusaannot
(7) ja (8).

Esimerkki 8.11. Jos A, B € M,,(R), ja niiden ainoat nollasta poikkeavat kertoimet
ovat A1 ja By, niin AB = 0. Siis matriisit A ja B ovat nollan jakajia.

Propositio 8.12. Jakorenkaassa ei ole nollan jakajia. Erityisesti kunta on koko-
naisalue.

Todistus. Olkoon K jakorengas. Olkoot a,b € K, a,b # 0. Télloin a ja b ovat
vksikoitd, joten niilld on kddnteisalkiot kertolaskun suhteen. Oletetaan, ettd ab = 0.
Silloin b = a~'0 = 0, miki on ristiriita. O

Lause 8.13. Adrellinen kokonaisalue on kunta.

Todistus. Olkoon E &érellinen kokonaisalue. Olkoon a € F, a # 0. Kuvaus /, :
E — E, l,(r) = ax on injektio: Jos {,(x) = {,(y), niin a(z — y) = 0. Koska
kokonaisalueessa F ei ole nollan jakajia, z = y. Kuvaus ¢, on surjektio, koska E on
ddrellinen. Siis on @ € E, jolle aa = 1. Koska F on kommutatiivinen, a = a='. O

Maaritelma 8.14. Olkoot R ja R’ renkaita. Kuvaus ¢ : R — R’ on rengashomo-
morfismi, jos

e ¢ on homomorfismi yhteenlaskulle ja kertolaskulle ja

e §(1)=1.
Bijektiivinen rengashomomorfismi on rengasisomorfismi. Jos renkaat R ja R’ ovat
kuntia, sanotaan rengashomomorfismia ¢: R — R’ kuntahomomorfismiksi.

Propositiossa 1.14 osoitettiin, ettd surjektiivinen homomorfismi kuvaa neutraalial-
kion neutraalialkioksi, mutta ilman surjektiivisuutta niin ei vilttdméatta ole. Ryh-
méahomomorfismille ei tarvita vastaavaa vaatimusta Proposition 4.12 nojalla. Erityi-
sesti siis rengashomomorfismi kuvaa nollan nollaksi.
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Esimerkki 8.15. (a) Luonnollinen kuvaus renkaasta (Z, +, -) renkaaseen (Z/qZ, +, -)
on surjektiivinen rengashomomorfismi.

(b)Kuvaus h: Z(R,R) = R, h(f) = f(3) on rengashomomorfismi:
Wl +9) = +9)(1/2) = f(1/2) + 9(1/2) = h(f) + h(g),

h(fg) = (f9)(1/2) = f(1/2)9(1/2) = h(f)h(g)

ja
h(1) =1(1/2) = 1.

Propositio 8.16. (1) Jos f: R — S jag: S — T ovat rengashomomorfismeja, niin
go f on rengashomomorfismi.
(2) Rengashomomorfismi f: R — S on rengasisomorfismi, jos ja vain jos on ren-
gashomomorfismi f: S — R, jolle fo f =idg ja fo f =idg.
Todistus. Harjoitustehtéavat 86 ja 87. U

Kokonaislukujen renkaan 7Z kaikki alkiot ovat alkion 1 monikertoja. Tasta seuraa
erityisominaisuus renkaassa Z maéritellyille rengashomomorfismeille:

Propositio 8.17. Olkoon R rengas. On tasmdlleen yksi rengashomomorfismi ¢: 7 —
R.

Todistus. Koska 1 virittaéd additiivisen ryhmén (Z, +), Proposition 5.13 nojalla ha-
lutunlaisia homomorfismeja on korkeintaan yksi. Véite seuraa havainnosta, etta ku-
vaus ¢: Z — R, ¢(n) =nlg = 1g + 1g + - - - + 1g, on rengashomomorfismi:

d(m+n)=(m+n)lg =mlg+nlg = ¢(m)+ ¢(n)
ja
¢(mn) = mnlg = mlgnlyg = ¢p(m)p(n). O

Monilla renkailla on yhteen- ja kertolaskun suhteen vakaita osajoukkoja, jotka
ovat renkaita.

Maaritelma 8.18. Olkoon R rengas ja olkoon S C R vakaa yhteenlaskun ja kerto-
laskun suhteen. Jos S varustettuna indusoiduilla laskutoimituksilla on rengas ja jos
lg = 1g, niin S on renkaan R alirengas. Jos R ja S ovat kuntia, niin .S on kunnan
R alikunta.

Maéritelmén mukaan alirenkaan inkluusiokuvaus i : S — R, i(s) = s on rengas-
homomorfismi.

Esimerkki 8.19. (a) Z on renkaan Q alirengas.

(b) Joukko
Sz{(% 8) :aeR} C My(R)

on rengas renkaasta My(R) indusoiduilla laskutoimituksilla. Sen kertolaskun neut-

raalialkio on (é 8) , joten S ei ole renkaan My(RR) alirengas. Rengas S on rengasi-

a . .
somorfinen renkaan R kanssa: Kuvaus a ( ) on rengasisomorfismi.

00
Alirenkaalle on samanlainen testi kuin aliryhmaélle (Propositio 5.11).

Propositio 8.20. Olkoon R rengas, ja olkoon S C R, S # 0. Talloin S on renkaan
R alirengas, jos ja vain jos
(1) Kaikillex,y € Sx+y € Sjazy €S, ja
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(2) —1€8.

Todistus. Harjoitustehtéva 90. U
Esimerkki 8.21. (a) Samaan tapaan kuin permutaatioryhmille méériteltiin ali-
ryhmid rajoittumalla kuvauksiin, joilla on tiettyjd ominaisuuksia, voimme mé&ari-
tella funktiorenkaiden % (X, R) alirenkaita. Kurssilla Analyysi 2 osoitetaan, etté
indusoiduilla laskutoimituksilla varustetut joukot

C(R)={f: R— R: f on jatkuva}, ja

C*R)={f: R — R: f on k kertaa jatkuvasti derivoituva}, k € N.

ovat funktiorenkaan .7 (R, R) alirenkaita

(b) Vektoriavaruuden R™ lincaarikuvaukset muodostavat renkaan Hom(R™, R"™) ali-
renkaan
End(R") = {L : R" — R" : L on lineaarikuvaus}.
Lineaarikuvaukset ovat ryhmén (R", +) homomorfismeja itselleen, joten niiden sum-
ma on myos homomorfismi. Liséksi aina, kun L, L/ € End(R"), z € R" ja a € R,
myos
(L + L')(az) = L(az) + L'(ax) = aL(z) + al'(x) = a(L(z) + L'(x))
=a(L+ L')(x),

joten lineaarikuvauksen toinenkin ehto toteutuu. Lineaarialgebran kurssilla on osoi-
tettu, ettd lineaarikuvausten yhdistetty kuvaus on lineaarikuvaus. Siis molemmat
laskutoimitukset toteuttavat Proposition 8.20 ehdon (1). Liséiksi identtinen kuvaus

id: R® — R” on lineaarikuvaus, kuten myos —id, joten Proposition 8.20 mukaan
End(R™) on renkaan Hom(R™, R") alirengas.

(c) Esimerkissé 4.13 késitelty kuvaus Mat: End(R") — M, (R), joka liittda line-
aarikuvaukseen L sen matriisin kiinnitetyssd kannassa, on rengasisomorfismi. Jos
L, L' € End(R"), niin (L + L')(v) = Lv + L'v, joten

Mat(L + L") = Mat(L) + Mat(L'),

eli Mat on ryhméahomomorfismi additiivisten ryhmien vélilla. Liséksi kaikille lineaa-
rikuvauksille L, ' € End(R") pétee

Mat(L'L) = Mat(L") Mat(L)
ja identtisen kuvauksen matriisi on /,,.

Alirenkaat ja rengashomomorfismit ovat yhteensopivia samaan tapaan kuin ali-
ryhmét ja ryhmahomomorfismit:
Propositio 8.22. Olkoon ¢: R — R’ rengashomomorfismi.
(1) Jos S on renkaan R alirengas, niin ¢(S) on renkaan R' alirengas.
(2) Jos S’ on renkaan R alirengas, niin ¢~*(S") on renkaan R alirengas.
Todistus. (1) Proposition 5.6 mukaan (¢(S),+) on ryhmé, joten Propositiota 8.20

sovellettaessa riittaa tarkastella kertolaskua ja kertolaskun neutraalialkion kuvautu-

mista. Olkoot ¢(a), ¢(b) € ¢(.S). Talloin
¢(a)p(b) = ¢(ab) € ¢(S5).
Koska —1p € S, pétee
¢(—1r) = —¢(1r) = —1p € ¢(5).

Siis Proposition 8.20 oletukset ovat voimassa.
(2) Harjoitustehtéva 91. O
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Harjoitustehtavia.

Tehtava 81. Osoita, ettd Z/qZ varustettuna kokonaislukujen yhteen- ja kertolas-
kujen tekijalaskutoimituksilla on kommutatiivinen rengas.

Tehtéava 82. Olkoon X joukko. Maéritelldén joukkojen A, B € & (X) symmetrinen
erotus asettamalla

AAB=(A\B)U(B\A).
Osoita, etté (92 (X), A, ﬂ) on rengas. Onko se kommutatiivinen?

Tehtava 83. Olkoon R rengas. Osoita, ettd

(1) 2(—y) = (—2)y = —(zy) kaikilla z,y € R,

(2) z(y — 2) =2y —xz ja (y — 2)z = yxr — zz kaikilla x,y,2 € R,
Tehtéva 84. Olkoon (A, +) kommutatiivinen ryhmaé. Osoita, ettd joukon Hom(A, A)
laskutoimitus +, joka méaaritellddn asettamalla

(¢ + ¢")(a) = é(a) + ¢'(a),

on assosiatiivinen ja kommutatiivinen.

Tehtéava 85. Olkoon R # {0} rengas. Osoita, ettd yhteenlaskun neutraalialkiolla 0
ei ole kadnteisalkiota kertolaskun suhteen.

Tehtava 86. Olkoot f: R — S ja g: S — T rengashomomorfismeja. Osoita, etté
g o f on rengashomomorfismi.

Tehtava 87. Osoita, ettd rengashomomorfismi f: R — S on rengasisomorfismi, jos
ja vain jos on rengashomomorfismi f: S — R, jolle fo f =idg ja fo f =ids.
Tehtavi 88. Miiritelldsin joukossa Z2 yhteenlasku komponenteittain ja kertolasku
asettamalla

(a,b,c)(x,y, z) = (ax, bz + cy, cz)
kaikilla (a,b,c), (z,y,2) € Z3. Onko Z3 varustettuna néilld laskutoimituksilla ren-
gas? Onko se kommutatiivinen?

Tehtévid 89. Ovatko funktiorenkaat .7 ([0, 1], R) ja Z ([0, 2], R) isomorfisia?

Tehtiava 90. Olkoon R rengas, ja olkoon S C R, S # (). Osoita, ettd S on renkaan
R alirengas, jos ja vain jos

e r+yeSjaxy €S kaikilla z,y € 9, ja

e —1€5.

Tehtava 91. Olkoon ¢: R — R’ rengashomomorfismi. Olkoon S’ renkaan R’ ali-
rengas. Osoita, ettd ¢~ 1(S") on renkaan R alirengas.

Tehtava 92. Olkoon K kunta, ja olkoon K’ C K vakaa osajoukko, joka on kunta
indusoiduilla laskutoimituksilla. Osoita, ettd kunnan K’ yhteenlaskun ja kertolaskun
neutraalialkiot ovat samat kuin kunnan K.

Tehtava 93. Osoita, ettd kunnan K osajoukko K’ on alikunta, jos ja vain jos
o #K'>2
e a — b e K kaikilla a,b € K', ja
e ab~! € K’ kaikilla a,b € K', b # 0.

82Vihje: Harjoitustehtévi 27.
88Vihje: (1,0,1)
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Tehtava 94. Olkoon

{3 2) o)

Osoita, ettd K varustettuna matriisien yhteen- ja kertolaskulla on kunta. Osoita,
ettd kunta K on isomorfinen kompleksilukujen kunnan kanssa.

Tehtiva 95. Olkoot Gaussin kokonaisluvut

Zlil| ={a+ibe C:a,beZ},
ja Gaussin rationaaliluvut

Qi) ={a+ibe C:a,beQ}.
Osoita, etta Z[i] on rengas ja ettd Q(¢) on kunta.
Tehtdva 96. Mairitd Gaussin kokonaislukujen yksikdiden ryhmaé.
Tehtava 97. Osoita, etté

ZIV2) ={a+b/2 €R:a,be 7},

on reaalilukujen renkaan alirengas.

Tehtivi 98. Osoita, etti Z[v/2]* on direton.

96Vihje: Kayta kompleksilukujen normin ominaisuuksia.
98Vihje: Etsi sopiva yksikkd ja kiiytd Propositiota 8.7
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9. KOKONAISLUKUJEN JAOLLISUUS

Tarkastelemme téssd luvussa jaollisuutta kokonaislukujen renkaassa Z ja todis-
tamme tuloksia, joita kiytetddn kongruenssiluokkien renkaan Z/qZ ominaisuuksien
tarkastelussa. Luvussa 10 tarkastelemme polynomien jaollisuutta. Seuraavat jaolli-
suuden perusominaisuudet on helppo tarkastaa yleisessa tapauksessa.

Propositio 9.1. Olkoon K kokonaisalue. Talldin

(1) a | a kaikille a € K.

(2) Jos a|b jab|a, niin a=ub jollain u € K*.

(8) Josa|bjab|c, niinalc.

(4) Josa|bjaal|c, niinalb+c.

Todistus. Harjoitustehtéva 100. U

Alkiot, joilla on vain vdhéan tekijoitd ovat tarkedssd osassa jaollisuutta tarkastel-
taessa.

Maaritelma 9.2. Luonnollinen luku p # 1 on alkuluku, jos kaikilla m,n € N; joille
mn = p patee m =1 tain = 1.

Esimerkki 9.3. Luvut 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,... ovat alkulukuja.
Kokonaislukuja késiteltdessd merkintad p kiytetadn yleensé vain alkuluvuille.

Propositio 9.4. Jokainen nollasta poikkeava kokonaisluku q € Z \ {0} wvoidaan
esittid alkulukujen tulona muodossa

q= (_1)m(Q) Hpap(Q)7
p

missd m(q) € {0,1} ja ay(q) € N kaikille alkuluvuille p ja a,(q) # 0 vai ddrelliselle
joukolle alkulukuja p.

Todistus. Riittad tarkastella positiivisia lukuja. Selvésti véite pétee pienille luvuille
1,2,3,... ja kaikille alkuluvuille. Oletetaan, ettd N € N on pienin luku, jota ei
voi esittdd vaitetyssd muodossa. Koska N ei erityisesti ole alkuluku, on m,n €
N\ {1, p}, joille N = mn. Mutta nyt 2 < m,n < N, joten luvuilla m ja n on haluttu
esitys. Kertomalla ndmé esitykset keskendin saadaan luku N esitettyd halutussa
muodossa. 0J

Maaritelma 9.5. Jos luku d € Z jakaa kokonaisluvut a ja b, niin d on lukujen a
ja b yhteinen tekiji. Jos m,n € Z \ {0} d € Z on lukujen m ja n yhteinen tekiji,
jonka jokainen lukujen m ja n yhteinen tekijé jakaa, niin d on lukujen m ja n suurin
yhteinen tekijd, merkitaan d = syt(m,n).

Jos syt(m,n) = 1, sanotaan, ettd luvut m ja n ovat suhteellisia alkulukuga, ja etta
m ja n ovat keskenddn jaottomia.

Jos d = syt(m,n), niin myoés —d = syt(m,n), joten syt(m,n) on merkintd, ei
funktio. Proposition 9.1 nojalla kahden kokonaisluvun suurin yhteinen tekija on
maéadritelty merkkia vaille, jos voidaan osoittaa, ettd kaikilla kokonaislukupareilla on
suurin yhteinen tekija. Téma seuraa alla todistettavasta Propositiosta 9.6.
Propositio 9.6. Olkoot m,n € Z \ {0}. Jos (m,n) = (d), niin d = syt(m,n).

Todistus. Olkoon e # 0 lukujen m ja n yhteinen tekiji. Koska d € (m,n), on luvut
r, s € Z siten, etta
rm + sn = d.

Siispd Proposition 9.1(4) nojalla e | d. O
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Seuraus 9.7. Nollasta poikkeavilla kokonaisuvuilla on suurin yhteinen tekijd, joka
on merkkid vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Proposition 5.16 mukaan kaikki kokonaislukujen additiivisen ryhmén ali-
ryhmét ovat syklisid, joten on d € N siten, ettd (d) = (m,n). Viite seuraa siis
Propositiosta 9.6 ja siité, ettd Z* = {—1,1}. O
Seuraus 9.8. (1) Z/qZ = {(a + qZ), jos ja vain jos 1 = syt(a,q).

(2) a+ qZ € Z/qZ on yksikko, jos ja vain jos 1 = syt(a,q).

Todistus. (1) Harjoitustehtava 101.

(2) Kongruenssin mééritelmén nojalla ab =1 mod ¢, jos ja vain jos on ¢ € Z, jolle
ab = 1 + cq. Taméa taas on Proposition 9.6 ja Seurauksen 9.7 nojalla yhtéapitavad
sen kanssa, ettd 1 = syt(a, q). O

Edellisten tulosten nojalla siis kokonaislukujen m,n € Z suurin yhteinen tekija d
voidaan esittdd sopivien kokonaislukujen r, s € Z avulla muodossa
(9) d=1rm + sn.

Yhtéloa (9) kutsutaan Bezout’n yhtdloksi.

Suurin yhteinen tekija voidaan madritella vastaavasti myos useammalle kokonais-
luvulle: Aliryhmén (aq,ao, ..., a,) virittdja on lukujen aq,as,...,a, € Z suurin
yhteinen tekija.

Esimerkki 9.9. (a) syt(12,30) = 6: Luvun 12 positiiviset tekijat ovat 1,2, 3,4,6 ja
luvun positiiviset tekijat ovat 30 1,2, 3,5,6,10, 15, 30.

(b) syt(6,10,15) = 1.

(c) syt(n,n+1) = 1 kaikilla n € N: Olkoon d € N lukujen n ja (n+1) jakaja. Koska
d jakaa luvun n+ (—1)(n+ 1) = —1, niin on oltava d = 1. Luvuilla n ja n+ 1 ei siis
ole muita positiivisia yhteisia tekijoita kuin 1.

Propositio 9.10. Alkulukuja on ddrettémdan monta.

Todistus. Harjoitustehtava 104 U

Seuraavat jaollisuustulokset patevit keskendén jaottomille luvuille.

Propositio 9.11. Olkoot a,b € 7Z keskenddn jaottomia ja c € Z. Talloin
(1) Josa|cjabl|c, niinab| c.
(2) Jos a | be, niin a | c.
Todistus. (1) Koska syt(a,b) = 1, niin za+yb = 1 jollain z,y € Z. Oletuksen nojalla
on k,l € Z siten, ettd ka = ¢ = [b. Nyt on
¢ = c(za + yb) = cxa + cyb = (Ib)zra + (ka)yb = ab(lz + ky)
jalz + ky € Z, joten ab | c.

(2) Kuten kohdassa (1) saadaan ¢ = cza + cyb jollain x,y € Z. Koska a | be ja a | a,
niin a jakaa summan cra + ybc = c. O

Proposition 9.11 viitteet eivit pade ilman oletusta keskindisestd jaottomuudesta.
Tamé on helppo todeta esimerkiksi kohdan (1) tapauksessa huomaamalla, ettd 2
jakaa luvun 2 mutta 2 -2 = 4 ei jaa lukua 2.

Lemma 9.12 (Eukleideen lemma). Olkoot p alkuluku ja a,b € Z. Jos p | (ab), niin
plataip]|b. Yieisemmin, josp | (ar---ay), missi a; € Z kaikillai = 1,...,n, niin
p | a; jollain i.
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Todistus. Jos p t a, niin syt(a,p) = 1. Proposition 9.11(2) perusteella p | b. Yleinen
tapaus todistetaan induktiolla. O

Nyt voimme taydentad Proposition 9.4 tuloksen kokonaislukujen aritmetiikan kes-
keiseksi tulokseksi.

Lause 9.13 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen nollasta poikkeava kokonaisluku
q € Z\ {0} voidaan voidaan esittid alkulukujen ddrellisend tulona muodossa

q=(-1)"@ Hpap(q)’
P

missd m(q) € {0,1} ja ay(q) € N kaikille alkuluvuille p. Tamd esitys on tekijoiden
Jarjestystd vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Propositiossa 9.4 osoitettiin, ettd ¢ voidaan esittaé viitteen mukaisen tulo-
na. Osoitetaan yksikasitteisyys. Riittaa késitelld positiivisia lukuja. Oletetaan, etta

(10) q=Dp1 Dk =" s
missa p; ja gjovat alkulukuja kaikilla 1 <i <k jal <j <s.

Koska p; | n, niin Lemman 9.12 perusteella se jakaa luvun g; jollain j =1,...,s.
Numeroimalla tekijat ¢i, ..., ¢s tarvittaessa uudelleen voidaan olettaa, ettd p; | qi.

Koska p; ja ¢ ovat alkulukuja, niin on p; = ¢;. Supistamalla tekija p; saadaan
yhtélostéa (10)

P2 Pk =4Gq2" " (s-
Kuten edelld pééttelemme, ettd ps = go. Toistamalla prosessia, joka loppuu min(k, s)
askeleen jalkeen, saamme p; = ¢qq,p2 = @o, . . ., P = qx, €rityisesti, k = s. O
Maaritelma 9.14. Aritmetiikan peruslauseen antamaa luvun n € N, n > 2, esitysté
n=pi' Pt
missd p; < --- < p, ovat alkulukuja ja ey, ...ep € N, sanotaan luvun n alkutekijde-
sitykseksi. Luvut p; ovat luvun n alku(luku)tekijoitd.

Sovellamme jaollisuustuloksia renkaiden 7Z/qZ teoriaan:

Lause 9.15. Seuraavat vditteet ovat yhtdpitivid:
(1) Z/qZ on kokonaisalue.

(2) Z/qZ on kunta.
(3) q on alkuluku.

Todistus. Kohtien (1) ja (2) yhtépitdvyys seuraa Lauseesta 8.13. Osoitetaan, etta
kohdat (1) ja (3) ovat yhtapitavia: Olkoot x,y € Z\ qZ. Jos (z + qZ)(y + qZ) = qZ,
niin ¢ | zy. Jos ¢ on alkuluku, niin Eukleideen lemman nojalla ¢ | = tai ¢ | y, jolloin
(x +qZ) =0 tai (y +qZ) = 0. Jos g = ab, a,b ¢ {£1}, ei ole alkuluku, niin ¢ ei jaa
tekijoita a ja b, joten a + gZ ja b+ g7 ovat nollan jakajia. O

Lauseen 9.15 todistusta tarkastelemalla saadaan kaikkia kongruenssiluokkien muo-
dostamia renkaita koskeva tulos

Propositio 9.16. Alkio a + qZ € 7/qZ, a ¢ qZ, on nollan jakaja, jos ja vain jos
syt(a,q) > 1.

Todistus. Harjoitustehtéva 103. U

Seuraus 9.17. Renkaan Z/qZ nollasta poikkeava alkio on joko nollan jakaja tai
yksikko.
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Esimerkki 9.18. Renkaan 7Z /87 yksikéiden ryhmé on isomorfinen Kleinin neliryh-
mén (Z/27Z) x (Z/27) kanssa: Yksikot toteuttavat 1 = 12 = 32 =52 = 7 mod 8 ja
3-5 =7 mod 8. Kuvaus 1 — (0,0),3+— (0,1),5+ (1,0), 7 — (1,1) on isomorfismi.

Rengasteoriassa kiytetddan usein hieman alkuluvun maaritelmaa kuin tassa luvus-
sa kaytetty Madritelma 9.2: Sanotaan, ettd renkaan R alkio p, joka ei ole yksikko,
on renkaan R alkuluku, jos kaikille a,b € R pétee p | a tai p | b, jos p | ab, toisin
sanoen, jos Eukleideen lemman véite péatee alkiolle p. Alkiota p € R, jonka kaikki
tekijat ovat yksikoitd tai muotoa up, missd u on renkaan R yksikko, sanotaan ren-
kaan R jaottomiksi alkioiksi. Kokonaislukujen renkaassa jaottomat alkiot ja (ren-
gasteorian méaaritelmén mukaiset) alkuluvut ovat samoja. N&illd méaéritelmilla lu-
vut +2, 43, 4£5, 7, +11, 413, £17, £19, £23, 29, ... ovat alkulukuja ja jaottomia
lukuja. Aritmetiikan peruslause (Lause 9.14) pétee talldkin mééritelméllda kunhan
alkutekijaesityksessa rajoitutaan positiivisiin alkulukuihin.

Alkulukuesityksen yksikasitteisyys ei ole itsestddn selvé asia: Olkoon

P={..,—6,—4,-2,0,2,4,6,...} = {n € Z : n on parillinen}.

Joukko P on yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen vakaa joukko mutta se ei ole ren-
gas koska kertolaskulla ei ole neutraalialkiota. Yhteen- ja kertolaskulla varustetussa
joukossa [P voidaan maéritellaan késitteet tekija, jaollisuus ja alkuluku samaan ta-
paan kuin kokonaislukujen joukossa, esim. luku m € P jakaa luvun n € P, jos on
k € P siten, ettd n = km. Joukon P alkulukuja ovat esimerkiksi 2, 6, 10, 14, 18, 26 ja
30. Nyt
180 =6-30 =10- 18,

missa kaikki tekijat ovat joukon P alkulukuja.

Kahden kokonaisluvun suurimman yhteisen tekijan etsiminen listaamalla ensin
molempien lukujen kaikki tekijat ja etsimalld suurin yhteinen tekijé ndiden joukos-

ta on isoilla luvuilla ty6lds menetelmé. Seuraavaan lemmaan perustuva Fukleideen
algoritmi antaa tehokkaamman keinon suurimman yhteisen tekijan 16ytéamiseksi.

Lemma 9.19. Jos a,b,q,r € Z ja a = gb+ r, niin syt(a, b) = syt(b,r).

Todistus. Proposition 9.1 nojalla jokainen lukujen b ja r yhteinen tekija jakaa sum-

man ¢gb + r = a. Vastaavasti jokainen lukujen a ja b yhteinen tekija jakaa lu-
vun a — qb = r. Pareilla a,b ja b,r on siis samat yhteiset tekijat. Siten on myos
syt(a,b) = syt(b, 7). O

Eukleideen algoritmi: Olkoot a,b € Z \ {0}. Merkitdén d = syt(a, b). Koska
Syt(av b) = Syt(_av b) = Syt(av _b) = Syt(_av _b)a

niin voidaan olettaa, ettd a,b € N ja ettd a > b.
Jakamalla a luvulla b saadaan luvut ¢, r; € 7Z, joille

(11) a=qb+r ja0d<r <b.

Jos 1 = 0, niin b | a. T&ll6in d = b; lopetetaan.
Jos r1 > 0, jaetaan b luvulla r;. Jakoyhtdlo antaa luvut go, 7o € Z, joille

(12) b=qori +1ry jal <1y <ry.

Lemman 9.19 nojalla syt(a, b) = syt(b, 7). Siten, jos ro = 0, niin d = ry; lopetetaan.
Jos ro > 0, jaetaan r; luvulla ry. Jakoyhtdld antaa luvut g3, r3 € Z, joille

(13) ri=qsra+13 ja0<rsg<rs.
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Jatketaan kuten edelld. Koska jakoyhtdlon antamat jakojaannokset r; eivét ole ne-
gatiivisia ja ne muodostavat aidosti vahenevén jonon,

b>ry>ry>--- >0,
niin jollain n on oltava r, = 0 Viimeiset kaksi vaihetta ovat
(14) Tn—3 = Qn-1Tn—2 + Tn_1, 0<7rp_q <Tpoo,
(15) Tn—2 = qnln-1 1 Tn, rn = 0.

Propositio 9.20 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a,b ja jakojiinndékset r; kuten ylld.
Talloin r,_1, viimeinen posititvinen jakojidannos, on syt(a,b).

Todistus. Lemma 9.19 sovellettuna lausekkeisiin (11)—(14) kertoo, ettd
d = syt(a,b) = syt(b,r1) = syt(r1,72) = -+ = syt(rp—2, 1)
Yhtélon (15) perusteella r,, 1 | 7,_o, joten syt(r,_o,r,_1) = r,_1. Sitend = r,,_1. O

Esimerkki 9.21. Lasketaan syt(22,60) ja etsitddn sellaiset luvut z,y € Z, ettd
syt(a,b) = za + yb. Eukleideen algoritmilla saadaan

60 = 2-22 +[16] 16 = 60 — 2 - 22
22 =1-[16]+6 6=22—16
[16]=2-6 +[4] 4=16—-2-6
6=1-[4]+2 2=6-14
[4]=2-2.
Siten syt(22,60) = 2. “Peruuttamalla” algoritmissa saadaan
2=6—-4=6—-(16—-2-6)=3-6—16=3(22—16) — 16
—=3.22-4-16=13-22 — 4(60 — 2 - 22)
=11-22—-4.60.

Harjoitustehtavia.

Tehtéva 99. Olkoon K kokonaisalue ja olkoot a € K\ {0} ja u,v € K. Osoita, etté
u = v, jJos au = av.

Tehtava 100. Olkoon K kokonaisalue. Osoita, etté

(1) a | a kaikille a € Z

(2) Jos a | bjab|a,niin a = ub jollain u € K*.

(3) Josa|bjab]|e niinalc.

(4) Josa|bjaa|c niinal|b+c.

Tehtava 101. Osoita, ettd Z/qZ = (a + qZ), jos ja vain jos 1 = syt(a, q).
Tehtsva 102. Midrita (30,42, 70, 105) < (Z, +).

Tehtava 103. Olkoon g € N ja olkoon a € Z \ ¢Z. Osoita, ettd a + Z € Z/qZ on
nollan jakaja, jos ja vain jos syt(a,q) > 1.

Tehtava 104. Osoita, ettd alkulukuja on darettémén monta.
Tehtava 105. Madritd renkaiden Z/6Z ja Z/10Z ja Z/1017Z yksikot.
104Vihje: Olkoot p1,pa, ..., pn alkulukuja. Mitd voit paatelld luvusta pips - -« - pp + 17
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Tehtava 106. Maarita renkaan Z /977 yksikot ja nollan jakajat. Onko renkaan Z /97
yksikoiden ryhmé syklinen?

Tehtava 107. Maaritd Eukleideen algoritmilla lukujen 1059 ja 675 suurin yhteinen
tekija.
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10. POLYNOMIT

Téasséa luvussa tarkastelemme polynomien muodostamia renkaita ja polynomien
jaollisuutta késittelevid perustuloksia. Algebrassa on tapana pitédé erillddn polyno-
min ja polynomifunktion késitteet. Ennen néiden késitteiden méarittelyd teemme
kaksi sopimusta:

e Tissé luvussa X on muodollinen symboli, jota usein kutsutaan muuttujaksi.
e Symbolin —oo sovitaan tarkoittavan “4aretontéa negatiivista lukua”, jolle pa-

tee
o —oo < a kaikilla kokonaisluvuilla a,
o —00 4+ —00 = —00, ja
o —o0 + a = —oo kaikilla kokonaisluvuilla a.

Symbolille —oco ei ole mééaritelty muita operaatioita, kiytdmme sitd ainoastaan nol-
lapolynomin asteen merkkina.

Maaritelma 10.1. Olkoon R kommutatiivinen rengas, jossa on vahintddn kaksi
alkiota. Olkoon n € N, ja olkoot a,,a,_1,...,a1,a9 € R. Lauseke

P(X) =Y aX* =a, X"+ a, 1 X"+ + a1 X +ag
k=0
on yhden muuttujan R-kertoiminen polynomi. Jos a, # 0, niin polynomin P(X)
aste on deg(P(X)) = n. Nollapolynomin 0 aste on —oo. Kaikkien R-kertoimisten
polynomien joukkoa merkitddn R[X].
Olkoot P(X) = >, i X* ja Q(X) = > 1, i X* R-kertoimisia polynomeja,
n > m. Olkoot b,,11 = byio =+ = b, =0, jos n > m. Polynomien summa ja tulo

maaritelladn asettamalla
n

POX) + Q(X) = 3 (@, + ) X*

ja h
(16) PXOQMX) =D (X2 aibs) X",

Polynomien yhteen- ja kertolasku maéaritellaan siis kuten tavallista ja on helppo
niahdé, ettd ne ovat laskutoimituksia.

Propositio 10.2. Olkoon R kommutatiivinen rengas, jossa on vihintidn kaksi al-
kiota. Joukko R[X] varustettuna polynomien yhteen- ja vihennyslaskulla on kommu-
tatiivinen rengas. Kuvaus i: R — R[X], joka kuvaa renkaan R alkion a polynomiksi
a € R[X], on injektiivinen rengashomomorfismi.

Todistus. Selvésti polynomit 0 ja 1 ovat yhteenlaskun ja kertolaskun neutraalialkiot.
Muut ominaisuudet seuraavat suoraviivaisesti siitd, ettd R on rengas. U

Polynomirenkaat ovat tarkeitd kommutatiivisia renkaita, havainnollistamme nii-
den merkitystad hieman kurssin viimeisessa luvussa, kun sovellamme niité dérellisten
kuntien konstruktiossa. Rengas R voidaan ajatella Proposition 10.2 kuvauksen ¢
avulla polynomirenkaan R[X] alirenkaaksi.

Vahemmén havainnollinen Maéritelméan 10.1 kanssa ekvivalentti tapa maéritel-
14 polynomit on korvata polynomin lauseke Y ) ax X" kertoimien muodostamalla
jonolla (ag,aq,...,a,,0,0,...) ja mééritelld yhteenlasku kuten jonoille on tapana
ja kertolasku kaavan (16) mukaisesti. Tall6in jono (0,1,0,0,0,...) on symbolin X
vastine.
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Maaritelma 10.3. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Polynomin

P(X) = i ar X" € R[X]

madrdamé polynomifunktioon P: R — R, x — > aa® = P(x).

Propositio 10.4. Kuvaus, joka liittid R-kertoimiseen polynomiin P(X) polynomi-
funktion P: R — R, on rengashomomorfismi polynomirenkaasta R[X] funktioren-
kaaseen Z (X, X).

Todistus. Harjoitustehtéva 108. U

Esimerkki 10.5. Joillakin renkailla R kaksi polynomirenkaan R[X] eri polynomia
voi médritd saman polynomifunktion: Olkoot Q(X) = X? P(X) = X € (Z/27Z)[X].
Tallsin P(0) = 0 = 02 = Q(0), ja P(1) = 1 = 12 = Q(1), joten polynomit P(X)
ja Q(X) vastaavat samaa polynomifunktiota. Nollasta poikkeava polynomi Q(X) —
P(X) = X? — X, méidrid nollakuvauksen renkaalta Z /27 itselleen.

Esimerkki 10.6. Olkoot P(X),Q(X) € Z[X],
P(X)=2X242, Q(X)=1+2X.
Télloin
P(X)Q(X) =4X? +2X? +4X +2.

Nyt deg(P(X)) = 2, deg(Q(X)) =1 ja deg(P(X)Q(X)) = 3.

Jos polynomit P(X ), Q(X) € (Z/AZ)[X] mééritelladn samoilla lausekkeilla kuin
edelld ja polynomin kertoimena oleva kokonaisluku a, tulkitaan aina kongruenssi-
luokaksi ay, + 4Z € Z/AZ, niin

P(X)Q(X) =2X%+2.
Edelleen pétee deg(P (X)) = 2, deg(Q(X)) = 1 mutta nyt
deg(P(X)Q(X)) =2 <3=2+1.
Esimerkin 10.6 tulos yleistyy kaikille polynomirenkaille:
Lemma 10.7. Olkoon R kommutatiivinen rengas, R # {0}. Tdlloin
deg(P(X)Q(X)) < deg P(X) + deg Q(X)
kaikille P(X), Q(X) € R[X].

Todistus. Olkoot P(X) = Y7 a,X* ja Q(X) = Y[ b X" ja oletetaan, etté
a, # 0, by, # 0. Tulopolynomin P(X)Q(X) korkeimman asteen termi on a,,b,, X™ ™,
jos a,b,, # 0, muuten aste on alempi. O

Propositio 10.8. Jos Kon kokonaisalue, niin K[X] on kokonaisalue. Tdilloin
deg(P(X)Q(X)) = deg(P(X)) + deg(Q(X)).

Todistus. Lemman 10.7 merkinnéilla tulopolynomin korkeimman asteen termin ker-
roin on a,b,, # 0, silld K on kokonaisalue. O

Esimerkki 10.9. Polynomi 2X on nollan jakaja renkaassa (Z/47)[X]:
(2X)(2X) = 4X? = 0.
Nyt siis
—o00 = deg 0 = deg((2X)(2X)) < 2deg(2X) = 2.
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Polynomirengas ei ole koskaan kunta. Jos K on kokonaisalue, niin Proposition
10.8 mukaan ainoat polynomit, joilla on kdanteisalkio kertolaskun suhteen ovat va-
kiopolynomit u, missd u € K*. Sen sijaan, jos kerroinrengas ei ole kokonaisalue, niin
vakiopolynomeilla a, misséd a on nollan jakaja renkaassa K, ei ole kddnteisalkiota.
Nyt kuitenkin joillakin korkeamman asteen polynomeilla on kddnteisalkiot.

Esimerkki 10.10. Renkaassa (Z/4Z)[X] péitee
X +1)(2X +1) =4X? +4X +1=1.

Samalla lausekkeella annettujen polynomien jaollisuus riippuu tarkasteltavasta
polynomirenkaasta:
Esimerkki 10.11. (a) (X —1) | (X? —1) ja (X +1) | (X? — 1) kaikissa polynomi-
renkaissa R[X]:

X-DX+)=X’+(1-1)X-1=X>—1.

(b) (X +1) | (X? + 1) renkaassa (Z/27)[X], silli 1 = —1 renkaassa Z/27Z.
(c) (X + 1)t (X?+1) renkaassa C[X]: Jos (X + 1) | (X?*+ 1), niin on A, B € C,
joille (X + 1)(AX + B) = X? + 1. Télléin toisen ja nollannen asteen kertoimia

tarkastelemalla havaitaan, ettd pitdd olla A = 1 = B, mutta ensimmaéisen asteen
termit eivat tasmaa.

Olemme kiyttaneet kurssilla muutamia kertoja kokonaislukujen jakoyhtaloa: Ol-
koot a,b € Z ja b # 0. Talloin on yksikésitteiset ¢, j € Z, joille

a=qgb+j ja 0<j<]|b].
Todistamme seuraavaksi vastaavan tuloksen polynomeille:

Lause 10.12 (Jakoyhtdld). Olkoon R kommutatiivinen rengas, jossa on véihin-
taan kaksi alkiota. Olkoot A(X), B(X) € R[X] siten, ettd B(X) # 0 ja polyno-
min B(X) korkeimman asteen termin kerroin on yksikko. Talloin on yksikdsitteiset
Q(X), J(X) € R[X], joille
A(X) = Q(X)B(X) + J(X)
ja deg J(X) < deg B(X).
Todistus. Jos B(X) jakaa polynomin A(X), ei ole mitdén todistettavaa. Muuten
olkoon
S={AX)—-DX)B(X): D(X) € R[X|}.
Selvisti S # ). Koska B(X) t A(X), niin 0 ¢ S, joten
t = min{deg P(X): P(X) € S} > 0.
Olkoon Q(X) € R[X] polynomi, jolle pétee deg(A(X) —Q(X)B(X)) = t. Olkoon
J(X)=AX) - Q(X)B(X) =a; X"+ - + a.

Osoitamme, etté t < d = deg B(X). Olkoon b; polynomin B[X]| korkeimman asteen
kerroin. Jos olisi £ > d, niin

J(X) = a:b; ' XTIB(X) = A(X) — (Q(X) + asb; ' X" B(X) € S
ja deg (J(X) — a;b;' X*"?B(X)) < ¢, mutta témé on mahdotonta, koska polynomin
J(X) aste on minimaalinen.
Jos Q(X) ja J(X) ovat polynomeja, joilla on samat ominaisuudet kuin polyno-

meilla Q(X) ja J(X), niin



Jos Q(X) # Q(X), niin vasemman puolen aste on viihintéin d, kuitenkin

deg(J(X) — J(X)) <t <d.
Siis Q(X) = Q(X) ja J(X) = J(X). O
Seuraus 10.13 (Jakoyhtilo). Olkoon K kunta. Olkoot A(X), B(X) € K[X] siten,
etti B(X) # 0. Tdlloin on yksikdsitteiset Q(X), J(X) € R[X], joille

AX) = Q(X)B(X) + J(X)
ja deg J(X) < deg B(X). O
Esimerkki 10.14. Jakoyhtdlo voidaan toteuttaa algoritmisesti jakokulman avulla

kuten kokonaisluvuillekin. Tallin esimerkiksi polynomeille A(X) = 2X3+X?— X —1
ja B(X) = X? — 2 renkaassa Z[X] jakokulma antaa

2X  +1
X?2-2] 2X° +X7 -X -1
F2X3 +4X
X? 13X -1
X? +2

3X +1
Toisin sanoen
2XP+ X2 - X —1=(2X +1)(X* - 2) +3X +1,

joten Q(X) =2X +1ja J(X) =3X + 1. Renkaassa (Z/3Z)[X] polynomeille A(X)
ja B(X)

(17)  2X3 4+ X2 - X —1=02X+1)(X?-2)+1 =0 2X + )(X*+ 1)+ 1.

Toisaalta, jos B(X) = 2X +1, niin jakoyht&lo ei toimi renkaassa Z[X]: jakokulmassa
paadytadn ongelmalliseen tilanteeseen

2XP 4+ X2 - X —1=X?2X +1) - X -1,

josta ei voi jatkaa. Sen sijaan renkaassa (Z/3Z)[X] voidaan jatkaa, koska Z/3Z on
kunta. Nyt
X —1=2X42=02X+1)+1

ja paddytdadn yhtaloon (17). Renkaassa Q[X] jakoa voi myos jatkaa, ja saadaan
1 1
2X3+X2—X—1:(X2—§)(2X+1)—§.

Polynomien jaollisuutta tutkittaessa on usein hyoédyllistd tarkastella polynomien
juuria (tai niitd vastaavien polynomifunktioiden nollakohtia).

Maéritelma 10.15. Olkoon R kommutatiivinen rengas, ja olkoon P(X) € R[X].
Alkio ¢ € R on polynomin P(X) juuri, jos P(c) = 0.

Jakoyhtdlo antaa seuraavan perustuloksen:

Propositio 10.16. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Olkoon P(X) € R[X], ja
c € R. Tdlloin P(c) =0, jos ja vain jos (X —c¢) | P(X).

Todistus. Oletetaa, ettd P(c) = 0. Jakoyhtéalon mukaan on R-kertoimiset polynomit
Q(X)jaJ(X),joilledeg J(X) < 1ja A(X) = Q(X)(X —c)+J(X). Koska deg J < 1,
J(X) on vakiopolynomi, joten on b € R, jolle J(a) = b kaikilla a € R. Erityisesti

0="P(c) =Qc)(c—c)+J(c) =0,
joten b = 0.
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Toisaalta, jos P(X) = (X — ¢)Q(X) jollain polynomilla Q(X) € R[X], niin
P(c) = (c—c¢)Q(c) = 0. O
Propositio 10.17. Olkoon K kokonaisalue. Olkoon P(X) € K[X] polynomi, ja
olkoot cy,¢a, ... ,cp € K polynomin P(X) k eri juurta. Talloin on Q(X) € K[X],

jolle
P(X) = (X = e)(X — c2) -+ (X — )Q(X),

Todistus. Harjoitustehtéava 111. O

Lause 10.18. Olkoon K kokonaisalue, ja olkoon n > 1. Jos P(X) € K[X] ja
deg P(X) = n, niin polynomilla P(X) on korkeintaan n juurta.

Todistus. Propositioiden 10.17 ja 10.8 mukaan, jos polynomilla P(X) on k juurta,
niin deg(P(X)) > k. O

Erityisesti siis Propositio 2.9 antaa kaikki toisen asteen kompleksikertoimisen po-
lynomiyhtalon ratkaisut.

Seuraus 10.19. Olkoot ag,a; € C. Yhtalon
24 az+ayg=0

ratkaisut ovat

al_'_ ai ? . ai ai ?
21 = —— — —a a 29 =——— — — Qg .
1 5 5 o J 2 5 5 0

Propositio 10.20. Olkoon K dadreton kokonaisalue. Talldin jokaista kokonaisalueen
K polynomifunktiota vastaa yksikasitteinen polynomi renkaassa K[X].

Todistus. Olkoot P(X),Q(X) € K[X] siten, ettd P(c) = Q(c) kaikilla ¢ € K.
Té&ll6in polynomilla P(X) — Q(X) on adrettémén monta juurta. Ainoa téllainen
polynomi on 0. U

Seuraus 10.21. Olkoon K jokin kokonaisalueista Z, Q, R tai C. Kuvaus, joka
listtid jokaiseen polynomiin P(X) € K[X] vastaavan polynomifunktion P: K — K,
on ingjektio.

Maaritelma 10.22. Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella vakiosta poik-
keavalla polynomilla P(X) € K[X] on juuri.

Seuraus 10.23. Jos K algebrallisesti suljettu kunta, niin jokainen vakiosta poik-
keava polynomi P(X) € K[X] on ensimmdisen asteen polynomien tulo. O

Polynomin P(X) € R[X] sanotaan olevan jaoton jos ei ole polynomeja S(X) €
R[X]jaT(X) € R[X],joille P(X) = S(X)T(X) jadeg S(X),deg T(X) < deg P(X).
Seurauksen 10.23 mukaan, jos K on algebrallisesti suljettu kunta, niin mikaan va-
hintdéan toisen asteen polynomi ei ole jaoton. Toisaalta kaikki ensimmaéisen asteen
polynomit ovat jaottomia Proposition 10.8 nojalla.

Jos (X — ¢)* jakaa polynomin P(X) renkaassa R[X], niin ¢ on polynomin P(X)
k-kertainen juuri. Yleensé, kun lasketaan polynomin juuria, k-kertaiset juuret huo-
mioidaan laskussa k kertaa. Esimerkiksi 0 on polynomin X? kaksinkertainen juuri,
ja kertaluku huomioiden polynomilla X? on siis kaksi juurta.

Seuraus 10.24. Jos K algebrallisesti suljettu kunta, niin jokaisella nollasta poik-
keavalla polynomilla P(X) € K[X] on juurten kertaluku huomioiden deg P(X) juur-
ta. 0

Lukualueiden ja kompleksianalyysin kursseilla todistetaan seuraava térkeé tulos:
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Lause 10.25 (Algebran peruslause). Kompleksilukujen kunta on algebrallisesti sul-
jettu. [l

Seuraus 10.26. Jokainen vakiosta poikkeava polynomi P(X) € C[X] on ensim-
mdaisen asteen polynomien tulo. Nollasta poikkeavalla polynomilla P(X) € C[X] on
Juurten kertaluku huomioiden deg P(X) juurta. O

Esimerkki 10.27. (a) Usein polynomeilla on vihemmén juuria kuin niiden asteesta
tuleva maksimimééri. Esimerkiksi polynomilla X3 + X € R[X] on tésmélleen yksi
juuri ja polynomilla X2 + 1 € R[X] ei ole juuria lainkaan.

(b) Polynomi X2+ 1 on jaoton renkaissa Z[X] ja R[X] mutta kompleksikertoimisten
polynomien renkaassa C[X] pitee X? +1 = (X +i)(X —1).

(c) Polynomi X2 + X + 1 on jaoton Z/2Z-kertoimisten polynomien renkaassa koska
silld ei ole yhtdén juurta kahden alkion kunnassa Z/27Z. Sen sijaan mikddn muu

toisen asteen polynomit ei ole jaoton tissi renkaassa: X2 on selvil tapaus, samoin
X2+ X = X(X +1). Lisiksi X2+ 1= (X +1)2

Harjoitustehtavia.

Tehtiava 108. Osoita, ettd kuvaus, joka liittaéd polynomiin P(X) € R[X] vastaavan
polynomifunktion P € Z (X, X), on rengashomomorfismi.

Tehtava 109. Osoita, ettd FI(X) =1 — 2X on yksikko renkaassa (Z/16Z)[X].
Tehtéva 110. Olkoon p alkuluku. Montako juurta polynomilla X?—X € (Z/pZ)[X]
on?
Tehtdva 111. Olkoon K kokonaisalue. Olkoon P(X) € K[X] polynomi, ja olkoot
C1,C2,...,c; € K polynomin P(X) juuria. Osoita, ettd on Q(X) € K[X], jolle
PX) = (X —c)(X =) (X = ) Q(X).
Tehtava 112. Olkoot P(X),Q(X) € (Z/87Z)[X],
P(X)=3+2X +4X* +2X°3
ja
Q(X) =4+4X +4X* +4X° +4X".
(1) Kerro Q(X) polynomilla P(X).
(2) Jaa Q(X) polynomilla P(X).
Tehtdva 113. Olkoon K kunta. Osoita, ettd toisen tai kolmannen asteen polynomi

P(X) € K[X] on jaoton, jos ja vain jos silld ei ole juurta kokonaisalueessa K. Anna
esimerkki, joka osoittaa, ettd viite ei pade neljannen asteen polynomeille.

Tehtdvd 114. (a) Onko polynomi X? — 2 € (Z/5Z)[X] jaoton?
(b) Onko polynomi X? + 1 € (Z/5Z)[X] jaoton?
Tehtava 115. Jaa polynomi
P(X)=X?+2X?+3X +2
polynomilla
QX)) =2X?+3X+1
(1) polynomirenkaassa Q[X] ja
(2) polynomirenkaassa (Z/7Z)[X].

109Vihje: Kerroinrengas Z/16Z ei ole kokonaisalue.
HOyihje: Kiyté ryhmiteoriaal
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11. IDEAALIT JA TEKIJARENKAAT

Rengashomomorfismi ¢: R — R’ on erityisesti ryhmdhomomorfismi ¢: (R, +) —
(R, 4) additiivisten ryhmien valilli. Rengashomomorfismin ydin mééaritelldén téa-
mén ryhmahomomorfismin ¢ ytimen avulla:

Maaritelma 11.1. Rengashomomorfismin ¢: R — R’ ydin on
keri) =~ 1(0) = {z € R:¢(x) = 0}.

Proposition 5.6 nojalla ryhmédhomomorfismin ¢: G — G’ ydin on ryhmén G nor-
maali aliryhmé, joten rengashomomorfismin ¢ ydin on additiivisen ryhmén (R, +)
normaali aliryhmé. Kertolaskun suhteen homomorfisuus antaa ytimelle lisda raken-
netta, jota tarkastelemme seuraavaksi.

Maéritelma 11.2. Olkoon R rengas ja olkoon . C R siten, ettd (£, +) on ryhmén
(R,+) aliryhma.
(1) # on vasen ideaali, jos za € & kaikilla x € Rjaa € S,

1)
(2) & on oikea ideaali, jos ay € & kaikillay € R jaa € .Z.
(3) # on kaksipuolinen ideaali, jos zay € ¥ kaikilla x,y € R jaa € .

Jos R on kommutatiivinen rengas, niin Mééritelmén 11.2 kohdissa (1)—(3) m&a-
ritellyt késitteet ovat kaikki samoja. Talloin kiytetddn yleensd yksinkertaisempaa
terminologiaa ja sanotaan, ettd .# on ideaali.

Lemma 11.3. (1) . on vasen ideaali, jos ja vain jos xa+x'a" € 7 kaikilla z, 2" € R
jaa,a € 7.

(2) F on oikea ideaali, jos ja vain jos ay + a'y’ € & kaikilla y,y' € R ja a,d’ € 7.
(8) F on kaksipuolinen ideaali, jos ja vain jos se on vasen ideaali ja oikea ideaali.
Todistus. Harjoitustehtéava 116. 0

Esimerkki 11.4. (a) R ja {0} ovat renkaan R kaksipuolisia ideaaleja.
(b) ¢Z on renkaan Z ideaali jokaisella ¢ € Z.
(c) Olkoot Q # 0, ) # A C Q, ja R rengas. Olkoon

NA) ={fe F(LR): f(a) =0 kaikilla a € A}.
Télloin N(A) on funktiorenkaan .% (2, R) kaksipuolinen ideaali. Jos nimittéin ¢;, g2 €
F(Q,R) jahy,hy € N(A) jaa € A, niin
(91h1)(a) = gi(a)n(a) = g1(a) - 0 =0,
joten gh € N(A). Vastaavasti ndhdddn, ettd gohy € N(A), joten
(g1h1 + g2ho)(a) = 0.

Siis g1h1 + gohe € N(A), joten N(A) on vasen ideaali. Samalla tavalla tarkastetaan,
ettd N(A) on oikea ideaali, joten se on kaksipuolinen ideaali.

Sama konstruktio antaa kaksipuolisia ideaaleja monille renkaan .7 (€2, R) aliren-
kaille, esimerkiksi

{f e C*(R): f(0) =0}

on renkaan C*°(R) ideaali.

Propositio 11.5. Olkoon ¢: R — S rengashomomorfismi. Tdlloin

(1) Jos & C R on vasen (vastaavasti oikea tai kaksipuolinen) ideaali, niin ¢p(.#) on
renkaan ¢(S) vasen (vastaavasti oikea tai kaksipuolinen) ideaali.

(2) Jos & C S on vasen (oikea tai kaksipuolinen) ideaali, niin ¢~*(.%) on renkaan
R vasen (oikea tai kaksipuolinen) ideaali.
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Todistus. (1) Harjoitustehtava 117.

(2) Tarkastelemme vain tapausta, jossa .# on vasen ideaali, oikean ideaalin tapaus
todistetaan samalla tavalla ja kaksipuolista ideaalia koskeva viite seuraa yhdista-
mélld ndméi kaksi tulosta. Proposition 5.6 nojalla (¢~1(.#),+) < (R,+). Olkoot
a € ¢7Y(F) jar € R Tallsin ¢(ra) = ¢(r)¢(a) € Z, koska ¢(a) € & ja & on
vasen ideaali. Siis ra € ¢~1(.7). O

Seuraus 11.6. Rengashomomorfismin ydin on mddrittelyrenkaansa kaksipuolinen
vdeaals.

Todistus. Viite seuraa Propositiosta 11.5(2) koska {0} on kaksipuolinen ideaali. [

Esimerkki 11.7. Luonnollinen kuvaus Z — Z/qZ on surjektiivinen rengashomo-
morfismi, joten renkaan 7/qZ ideaalit ovat tdsmélleen renkaan Z ideaalien kuvat
luonnollisessa homomorfismissa. Erityisesti jokainen renkaan Z/qZ aliryhmé on jon-
kin ideaalin additiivinen ryhma.

Propositio 11.8. Jos renkaan R vasen, oikea tai kaksipuolinen ideaali & on ali-
rengas, niin & = R.

Todistus. Tarkastelemme ainoastaan vasempia ideaaleja. Oikeat ideaalit tarkastel-
laan samalla tavalla. Jos .# on renkaan R vasen ideaali ja 1 = 1 € ., niin kaikilla
x € R pétee v = x1 € &, joten & = R. O

Propositio 11.9. Olkoon R jakorengas, ja olkoon .# sen vasen, oikea tai kaksipuo-
linen ideaali. Silloin % = R tai & = {0}. Erityisesti, jos R on kunta, niin sen
ainoat ideaalit ovat {0} ja R.

Todistus. Jos a € R*, niin silli on kifinteisalkio a=!. Jos .# on vasen ideaali, jolle
a € ., niin 1 = a 'a € .#. Viite seuraa Propositiosta 11.8. O

Kaksipuolinen ideaali vastaa Proposition 11.5 mukaan rengasteoriassa ryhméteo-
rian normaalia aliryhméé. Renkaan additiivinen ryhméa on kommutatiivinen, joten
ideaali ajateltuna kommutatiivisena additiivisena ryhméané on siis renkaan addi-
tiivisen ryhmén normaali aliryhmé. Kayttamalla samaa ekvivalenssirelaatiota kuin
luvussa 4 muodostamme renkaan R ideaalia .# vastaavan tekijajoukon R/.7. Seu-
raavan tuloksen mukaan tdmé tekijajoukko voidaan varustaa kahdella laskutoimi-
tuksella.

Propositio 11.10. Olkoon R rengas ja olkoon I C R kaksipuolinen ideaali. Ren-
kaan R yhteenlasku ja kertolasku ovat yhteensopivia ideaalin I mddaridmdan ekviva-
lenssirelaation kanssa

Todistus. Yhteenlaskun yhteensopivuus seuraa tekijaryhmien vastaavasta tulokses-
ta. Tarkastelemme siis vain kertolaskua: Olkoot a,a’, b, € R, a ~ a’ ja b~ b'. Nyt
a—a €7 jab—10 € .7, joten
ab—a't =ab—ab +ab —d'V =alb—0)+ (a—ad ) € .7,
koska .# on kaksipuolinen ideaali. O
Proposition 11.10 mukaan renkaan R molemmat laskutoimitukset maarittelevét

tekijalaskutoimituksen tekijajoukossa R/.7. Ideaalia .# vastaaville sivuluokille kéy-
tetddn additiivista merkintdd x + I, jolloin laskutoimitukset ovat siis

(x+D)+y+1)=(x+y)+1
ja
(x+Dy+1)=ay+1
kaikille x,y € R.
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Propositio 11.11. Olkoon R rengas, ja olkoon & sen kaksipuolinen ideaali. Tdlldin
tekijajoukko R/.% on rengas.

Todistus. Harjoitustehtéava 126. 0]

Esimerkki 11.12. Luvun ¢ > 2 monikerrat muodostavat renkaan 7Z ideaalin ¢Z.
Tété ideaalia vastaa tuttu tekijarengas Z/qZ.

Propositiot 3.7 ja 3.8 antavat seurauksena
Propositio 11.13. (1) Tekijarengas on kommutatiivinen, jos alkuperdinen rengas
on kommutatiivinen.
(2) Luonnollinen kuvaus R — R/.% on rengashomomorfismi. O

Lause 11.14 (Renkaiden isomorfismilause). Olkoon 1: R — S rengashomomorfis-
mi. Tdlldin tekijirengas R/ ker on isomorfinen renkaan ¥(R) kanssa.

Todistus. Lause todistetaan kuten ryhmien isomorfismilause (Lause 7.23). Harjoi-
tustehtéava 127. U

Esimerkki 11.15. (a) R/R = {0}, joten tekijarengas R/.# voi olla kommutatiivi-
nen vaikka R ei olisikaan. Toinen dédriesimerkki tekijarenkaasta on R/{0} = R.
(b) Olkoon R rengas, Q2 # () ja ¢ € Q. Kuvaus E.: #(Q, R) = R, E.(f) = f(c) on
surjektiivinen rengashomomorfismi, jonka ydin on

N(a) ={f € Z(Q,R): f(c) = 0}.
Renkaiden isomorfismilauseen nojalla .% (€2, R)/N(a) on rengasisomorfinen renkaan
R kanssa.

(c) Reaaliluvut konstruoidaan kurssilla Lukualueet rationaalilukujen Cauchyn jono-
jen renkaan nollaan suppenevien jonojen ideaalia vastaavana tekijarenkaana.

Propositio 11.16. Olkoot L ja M renkaan R vasempia (vastaavasti oikeita tai
kaksipuolisia) ideaaleja. Talloin niiden summa

L+M:{$1+$22$1€L,$2€M}

ja tulo
LM = {z1y1 + 2oy2 + -+ + Tpyn : T € L,y € M,n € N},
ovat renkaan R vasempia (vastaavasti oikeita tai kaksipuolisia) ideaaleja.

Todistus. Harjoitustehtéava 119. 0

Propositio 11.17. Olkoot .#;, i € I, renkaan R vasempia (vastaavasti oikeita tai
kaksipuolisia) ideaaleja. Talloin
N~

i€l
on renkaan R vasen (vastaavasti oikea tai kaksipuolinen) ideaali.

Todistus. Harjoitustehtéva 124. O

Maéritelméa 11.18. Jos S C R, S # 0, niin joukon S virittamd vasen (vastaavasti
oikea tai kaksipuolinen) ideaali on joukon S siséltévien (vastaavasti oikeiden tai
kaksipuolisten) ideaalien leikkaus.

Lemma 11.19. Olkoon R rengas. Adrellisen joukon A = {z1,29,...,2,} C R
virittdmd vasen ideaali on

n
RA = {Zri:pi:rl,m,...,rn GR},
i=1
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niiden virittama oikea ideaali on

AR = {me:rl,m,...,'r’n ER}
i=1

ja nitden virittamda kaksipuolinen ideaali on

n

RAR = {Zsixm D 81,771,897, ..oy Sy, Tn € R}.

i=1
Todistus. Harjoitustehtéva 118. U

Erityisesti yhden alkion x virittdmé vasen ideaali on Rx = {rz : r € R} ja sen
virittdma oikea ideaali on xR. Jos rengas K on kommutatiivinen, niin 2K = Kz
ja téitd ideaalia merkitdén usein (x) ja sanotaan pddideaaliksi. Vastaavasti alkioi-

den xq, xo, ..., x,, virittiméia ideaalia kommutatiivisessa renkaassa merkitdan usein
(1,22, ...,x,). Kokonaisalue, jonka kaikki ideaalit ovat padideaaleja on pddideaa-
lialue.

Lause 11.20. Olkoon K kunta. Tdlloin polynomirengas K[X]| on péidideaalialue.

Todistus. Olkoon .# nollasta poikkeava ideaali renkaassa K[X] ja olkoon Fy(X) €
# \ {0} polynomi, jolla on minimaalinen aste: deg Py(X) < deg P(X) kaikille
P(X) € # \ {0}. Olkoon A(X) € .#. Jakoyhtdlon (Seuraus 10.13) mukaan on
Q(X), J(X) € K[X], joille pétee

A(X) = Q(X) Po(X) + J(X)
ja deg J(X) < deg Py(X). Erityisesti
J(X) = A(X) — QUX)Py(X) € 7.

Koska deg Py(X) on minimaalinen nollasta poikkeaville ideaalin .# polynomeille,

patee J(X) =0, joten A(X) € (Py(X)). O

Esimerkki 11.21. Olkoon ¢: R[X] — C kuvaus, joka méaéritelldén asettamalla
»(Q(X)) = Qi) kaikille R-kertoimisille polynomeille Q(X'). T&lléin ¢ on surjektiivi-
nen rengashomomorfismi, jonka ydin on jaottoman polynomin X2+ 1 virittimé pai-
ideaali (X?+1). Renkaiden isomorfismilauseen mukaan tekijirengas R[X]/(X? +1)
on rengasisomorfinen kompleksilukujen kunnan C kanssa.

Maéritelméa 11.22. Olkoon K kunta. Jos polynomi D(X) € K[X] on polynomien
P(X),Q(X) € K[X] yhteinen tekiji, joka on jaollinen jokaisella polynomien P(X) ja
Q(X) yhteiselld tekijélld, niin D(X) on polynomien P(X) ja Q(X) suurin yhteinen
tekija. Talloin kiytetddan merkintad D(X) = syt(P(X), Q(X)).
Lause 11.23. Olkoon K kunta. Polynomeilla P(X),Q(X) € K[X] on suurin yhtei-
nen tekiji. Jos D(X) = syt(P(X),Q(X)), niin on polynomit R(X),S(X) € K[X],
joille pdtee
(18) D(X)=R(X)P(X)+ S(X)Q(X).
Todistus. Harjoitustehtéva 129. U
Yhtdlo (18) on polynomien Bezout’n yhtdlo. Jos v € K, u # 0, ja D(X) =
syt(P(X), Q(X), niin uD(X) = syt(P(X), Q(X)): Polynomi uD(X) on polynomin
D(X) tekija koska u on yksikkd. Siis uD(X') on polynomien P(X) ja Q(X) yhteinen
tekija. Toisaalta D(X) | uD(X), joten jokainen polynomien P(X) ja Q(X) yhteinen
tekija jakaa polynomin uD(X). Jos polynomien P(X) ja Q(X) suurin yhteinen tekija
on nollannen asteen polynomi, pétee siis erityisesti 1 = syt(P(X), Q(X)).
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Lause 11.24. Olkoon K kunta ja olkoon P(X) € K[X] polynomi, jonka aste on d.
(1) Jos kunnassa K on q alkiota, niin renkaassa K[X]/(P(X)) on q¢ alkiota.
(2) Jos P[X] on jaoton, niin K[X]/(P(X)) on kunta.

Todistus. Kaytdmme todistuksessa merkintad % = (P(X)).

(1) Kuntakertoimisten polynomien jakoyhtdlén (Seuraus 10.13) nojalla jokaisella
ekvivalenssiluokalla Q(X) + (P(X)) € K[X]/.# on edustaja Q(X), jolle pitee
deg Q(X) < deg P(X) = d:

yksikasitteiselle T'(X) € K[X].
Tallaisia polynomeja on ¢¢ kappaletta ja mitkddn kaksi eiviit ole ekvivalentteja.

(2) Olkoon Q(X) # 0 kuten kohdassa (1). T&llsin P(X) ei ole polynomin Q(X)
tekiji koska deg Q(X) < deg P(X). Toisaalta, jos Q(X) | P(X), niin Q(X) on vakio
ja siis yksikkd koska oletimme, ettd P(X) on jaoton. Siis 1 = syt(P(X), Q(X)) ja
polynomien Bezout’n yht&lon mukaan on R(X), S(X) € K[X], joille patee

1 = R(X)P(X) + S(X)Q(X),
joten S(X)Q(X) € 1+ .#. Siis
(S(X)+2)(Q(X)+.7) =1+ .7,
joten polynomin Q(X) luokka tekijirenkaassa K[X]/.# on yksikkd. O

Esimerkki 11.25. Polynomi P(X) = X%+ X +1 on jaoton toisen asteen polynomi
polynomirenkaassa (Z/2Z)[X]. Lauseen 11.24 nojalla (Z/27Z)[X|/(P[X]) on neljan
alkion kunta.

Ennen Esimerkkia 11.25 olemme tavanneet direllisistd kunnista ainoastaan kun-
nat Z/pZ, missé p on alkuluku, erityisesti siis ndiden kuntien alkioiden lukumé&éra
on alkuluku. Esimerkin 11.25 tulos yleistyy kaikille alkulukupotensseille p?. Emme
kuitenkaan todista seuraavaa tulosta talla kurssilla.

Lause 11.26. Jokaiselle luonnolliselle luvulle ¢ > 1 ja alkuluvulle p on ddrellinen
kunta, jossa on p? alkiota. Toisaalta jokaisessa ddrellisessd kunnassa on p? alkiota
joillain tallaisilla p ja q. O

Harjoitustehtavia.

Tehtava 116. Olkoon R rengas, ja olkoon .# C R. Osoita, ettd
(1) # on vasen ideaali, jos ja vain jos xa + z'a’ € . kaikilla z,2' € R ja a,d’ € .Z.

(2) .# on kaksipuolinen ideaali, jos ja vain jos se on vasen ideaali ja oikea ideaali.

Tehtdva 117. Olkoon ¢ : R — S rengashomomorfismi. Olkoon .# renkaan R vasen
ideaali. Osoita, ettd (.#) on renkaan 1(R) vasen ideaali.

Tehtava 118. Olkoon R rengas. Olkoot ay,as,...a, € R. Osoita, etta
{r1a1 + 2900 + - - - + Tpa, : v, 29,..., 2, € R}
on renkaan R vasen ideaali.
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Tehtava 119. Olkoot L ja M renkaan R vasempia ideaaleja. Olkoot

LM = {x1y1 + xoys + -+ + 2y : x; € Lyy; € M,n € N},
ja

L+M={zx+y:x€L,ye M},
Osoita, ettd LM ja L + M ovat renkaan R vasempia ideaaleja.
Tehtdva 120. Olkoon R rengas. Alkion r € R wvasen annihilaattori on
{a € R:ar =0}.

Osoita, ettd vasen annihilaattori on vasen ideaali.

Tehtava 121. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Osoita, ettd renkaassa R pétee

binomikaava .
n
a -+ b)Y = an—kbk
=3 ()

kaikille a,b € R.

Tehtava 122. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Alkio x € R on nilpotentti, jos
™ = 0 jollain n € N. Osoita, ettd renkaan R nilpotentit alkiot muodostavat ideaalin.

Tehtdva 123. Sievennd lauseke (a + b)? kunnassa Z/pZ.

Tehtava 124. Olkoot ., ¢ € I on renkaan R vasempia ideaaleja. Osoita, etté
Nics % on renkaan R vasen ideaali.

Tehtava 125. Olkoot L ja M renkaan R vasempia ideaaleja. Osoita, ettd LM C
LN M, jos R on kommutatiivinen

Tehtiva 126. Olkoon R rengas, ja olkoon .# sen kaksipuolinen ideaali. Osoita, etta
R/.7 on rengas.

Tehtava 127. Todista renkaiden isomorfismilause.

Tehtava 128. Olkoot K ja K’ kuntia. Olkoon ¢: K — K’ kuntahomomorfismi.
Osoita, ettéd ¢ on injektio.

Tehtidva 129. Olkoon K kunta. Osoita, ettd polynomeilla P(X), Q(X) € K[X]
on suurin yhteinen tekiji. Jos D(X) = syt(P(X), Q(X)), osoita, ettd on polynomit
R(X),S(X) € K[X], joille pétee

D(X)=R(X)P(X)+ S(X)Q(X).
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