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Sisalto

Lukijalle

Néamé ovat muistiinpanoni metristen avaruuksien (Osa I) ja topologian (Osa II) kursseille
syyslukukaudella 2017.

Metristen avaruuksien kurssi on nimensd mukaisesti johdatus metristen avaruuksien
teoriaan. Peruskésitteiden (metriikka, jatkuvuus jne.) jilkeen tutustumme téydellisiin,
kompakteihin ja yhtenaisiin metrisiin avaruuksiin.

Topologian kurssilla tarkastelemme samoja kysymyksid kuin Osassa I mutta nyt tar-
kasteltavassa avaruudessa ei valttdmatta ole maaritelty etédisyysfunktiota. Sen sijaan tar-
kasteltavissa avaruuksissa on avoimien joukkojen kokoelma, jota kutsutaan topologiaksi.
Topologian kurssilla todistetaan joitakin edistyneempid metristen avaruuksien tuloksia
kuten Bairen lause ja Arzelan ja Ascolin lause. Topologian kurssin huipentumana tar-
kastelemme yleisten tuloavaruuksien topologiaa ja todistamme Tihonovin lauseen, jonka
mukaan kompaktien avaruuksien tulo on kompakti.

Hyvid lahteité itseopiskeluun ovat esimerkiksi [Vai2], [Pit] [SV], [Vail].

Kansikuva: Topologin sinikdyra on yhtenédinen mutta ei polkuyhtenéinen.

Merkintoja

N ={0,1,2,...} luonnolliset luvut.

#(A) € NU {oo} joukon A alkioiden lukumééra.

A—B={ae€ A:a¢ B} joukkojen A ja B erotus.

AU B on joukkojen A ja B erillinen yhdiste. Merkinta tarkoittaa joukkoa AU B lisé-
tiedolla, etta AN B = 0.

F(X,Y)={f: X — Y} kaikkien kuvausten f: X — Y joukko.

raj(X,R) rajoitettujen funktioiden f: X — R avaruus.

UacaUa = {u:Ja € A, jolle u € U,}.

Naca Ua = {u:u € U, kaikilla o € A}.

A & B joukko A on joukon B aito osajoukko: A C B ja A # B.

i 5mn:

{1 josm=n

0 muuten

Uusien késitteiden maaritelmat on laatikoitu ndin. Niitad ei ole numeroitu.
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Luku 1

Metriset avaruudet

1.1 Maaritelma ja esimerkkeja

Metriikka eli etdisyysfunktio on tapa mitata joukon X pisteiden etdisyyksid, sen méa-
ritelméaan on valittu ominaisuuksia, jotka euklidisen normin méaaraamalléd avaruuden R”
euklidisella etédisyydelld (metriikalla)

dg(z,y) = |lv —yll = | (i — ;)
i=1

on.

Olkoon X # Q[ Kuvaus d: X x X — [0, 00[ on etdisyysfunktio eli metriikka joukossa X,
jos silld on seuraavat ominaisuudet

(1) d(x,y) =0, jos ja vain jos z = y (positiivisuus),
(2) d(z,y) = d(y, x) kaikille z,y € X (symmetrisyys), ja
(3) d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y) kaikille z,y, z € X (kolmioepayhtald)

Pari (X, d) on metrinen avaruus.

*Vaiséla sallii tdssd myos tyhjdn joukon ja mikapé siina.

Esimerkki 1.1. Euklidinen metrinen avaruus
E" = (R", dg) .

Metriikan dg positiivisuus ja symmetrisyys ovat selvida maédrittelevan lausekkeen perus-
teella. Kolmioepayhtalo lienee todistettu aiemmilla kursseilla ja seuraa myohemmin osoi-
tettavasta Propositiosta [1.7]
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Metriset avaruudet

Esimerkki 1.2 (Diskreetti metriikka). Olkoon X epétyhji joukko. Diskreetti metriik-
ka 0 joukossa X madritelladn asettamalla

5(a,b) 1, josa#b
a,b) =
0, josa=hb.

Pari (X, d) on diskreetti metrinen avaruus. Metriikan ominaisuudet (1) ja (2) ovat selvia.
Tarkastellaan kolmioepayhtaloéd tapauksessa, jossa x, y ja z ovat kaikki eri pisteité. Talloin

dzy)=1<2=14+1=6(z,2)+0(29).

On helppo tarkastaa, ettd jos joukossa {z,y,z} C X on korkeintaan kolme pistetta,
kolmioepéayhtalossa patee yhtasuuruus.

Esimerkki 1.3 (Ranskan rautatieavaruus). Lausekeﬂ

|z — vyl , kun z ja y ovat lineaarisesti riippuvia

d x,Y) =
swer (7, 9) {|rxu+uyu muuten

mairid metriikan joukossa R?. Avaruutta (R?, dsncr) kutsutaan Ranskan rautatieavaruu-
deksi. Téssa origo ajatellaan Pariisiksi ja kaikki radat ovat Pariisista maakuntiin johtavia
sateita. Jos kaupungit eivat ole samalla séteella, niiden valill& voi matkustaa junalla vain
Pariisin kautta.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus. On helppo tarkastaa, ettd jos A C X, ei ole tyhja
joukko, niin (A, d|ax4) on metrinen avaruus.

Nain madriteltya joukon A metriikkaa sanotaan metrisen avaruuden X indusoimaksi met-
riikaksi joukossa A.

Kéaytdmme indusoidulle metriikalle usein samaa merkintad kuin ymparoivin avaruuden
X metriikalle.

Esimerkki 1.4 (S™). FEuklidisen avaruuden yksikkopallo on
Sl ={z eE": ||z|| = 1}.

Koska S™~! on epityhja joukko, sille voidaan mééritelld diskreetti metriikka. Koska S~ !
on ymparéivian euklidisen avaruuden epéatyhjé osajoukko, silla on euklidisen avaruuden
indusoima metriikka, jossa kahden ympyran pisteen etdisyys on niitd yhdistdvan janteen
euklidinen pituus. Esimerkissa kisitellyn metriikan rajoittuma joukkoon S? on dis-
kreetti metriikka 2 9.

Neljas metriikka, joka on usein luonnollisin, on

kulmametriikka,
£(x,y) = arccos(z]y) ,

missé arccos: [—1,1] — [0, 7].

LSNCF, Société nationale des chemins de fer francais, on Ranskan valtion rautatieyhtio.
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1.2. Normiavaruus

Osoitetaan ympyran tapauksessa, ettd tamé todella on metriikka. Ainoa seikka, joka
vaatii tarkastuksen on kolmioepayhtéls. Olkoot A, B,C' € S'. Olkoot a = arccos(B|C),
b = arccos(A|C) ja ¢ = arccos(A|B). Olkoon u € S*, u L. C. Nyt A = Ccosb+ usinb ja
B = C'cosa £+ usina, joten

cosc = (A|B) = cosacosb £ sinasinb > cosacosb — sinasinb = cos(a + b).

Koska cos on viheneva funktio vélilla [0, 7], saadaan kolmioepayhtalo. Korkeammassa
ulottuvuudessa todistus on oleellisesti sama mutta talloin pisteet A, B ja C' eivat valtta-
matta ole samalla ympyrélla, joten vektori u pitdéd korvata kahdella vektorin C' € E™ or-
togonaalikomplementin alkiolla. Kaytdmme yleenséd kulmametriikkaa pallonpinnalla ja
otamme kéyttoon merkintasopimuksen

St = (5%, 4).

Esimerkki 1.5. Kahden metrisen avaruuden (X, dx) ja (Y, dy) tuloavaruudessa X x Y’
on erilaisia "luonnollisia” metriikoita: Jokaiselle p > 1 méaritelladn metriikka

dp<(371,y1)7 ($2,y2)> = \’/dx(xhﬁz)p + dy (y1,y2)? .
Lisédksi maksimimetriikka
dmax((xlv yl), ($2, 3/2)) = max (dx(xl, $2), dY(?/h 92))

on myos usein kayttokelpoinen. Harjoitustehtavissa [1.8] ja [1.9] tarkastellaan tapaukset d;
ja dpax- Muihin tapauksiin palataan ainakin funktionaalianalyysissa.

1.2 Normiavaruus

Olkoon V' R-vektoriavaruus. Funktio || - ||: V' — [0, co[ on normi, jos
(1) ||z]| = 0, jos ja vain jos = = 0.
(2) |[Ax|| = |A] ||=|| kaikille A € R ja z € V.

3) llz +yll <[zl + [lyl kaikille z,y € V..

Normi maérittelee metriikan luonnollisella tavalla:

Propositio 1.6. Olkoon (V.|| - ||) normiavaruus. Lauseke
d(z,y) = |lz -yl -
mddrittelee metritkan avaruudessa X . Metritkka d toteuttaa
dx + v,y +v) =d(z,y)

kaikille x,y,v € V.
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10 Metriset avaruudet

Todistus. Ensimmaéainen viite seuraa suoraan normin maaritelmésta. Toinen véiite saadaan

laskulla
dix+v,y+v)=lz+v—(y+v)| =lz—-yl|=dzy). O

Olkoon V' R-vektoriavaruus. Kuvaus (-]-): V' x V' — R on sisitulo, jos

(1) (v|v) > 0 kaikille v € V ja (v|v) = 0, jos ja vain jos v = 0,

(2) kuvaus v — (v,vp) on lineaarikuvaus kaikille vy € V,

3) (v|w) = (wv) kaikille v,w € V.
Pari (V, (:|-)) on sisdtuloavaruus.
Propositio 1.7. Olkoon (V,(- | -)) sisdtuloavaruus. Sisdtulo madrad normin asettamalla

]l =/ (l2) -
Todistus. Positiivisuus on selva. Lisdksi kaikille A € R patee
Azl? = (A | Az) = M(x | ) = [|l=[|*.

Kolmioepéyhtélo seuraa lineaarialgebrassa todistettavasta Cauchyn ja Schwarzin epayh-
talosta: Kaikille z,y € V pétteeﬂ

@ [ y)] < ll[lflyll -

Tamén epayhtalon avulla saamme

lz+yl?=(@+y|z+y) =|z]*+2]|y)+ |yl
< lz]1? + 2[|z][lyl + vl* = (=] + yl)?- O

Esimerkki 1.8. Euklidinen normi

x> = \/(az\x) = \/x%jtxg a2

on normi Proposition [I.7] nojalla.
Muita tarkeitd normeja avaruudessa R™ ovat

n
][, = Z |z |
k=1

ja
|zl = max |zl

2Jos z,y € V — {0} ja X\ € R, niin
0 < (x4 Mylz + Ay) = (z]z) + Azly) + A(ylz) + XN (yly) = (z|z) + 2X(z]y) + N (yly) -

Valitsemalla \ = —% saadaan 0 < (z|z) — Q(y‘lzg (zly) + (yiz)z (yly) = (z|z) — ((g;l‘yy); , misté siistimélla

saadaan haluttu epayhtélo. Jos (z]y) = £|/z||||ly]|, niin (Hrll F HyH | = T T Hy\l) =0, joten y ==+ ”ZH

13. joulukuuta 2017



1.3. Isometria
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ja yleisemmin

n

lllp = ¢ >_ lzal”

k=1

kun 1 < p < oo. Normin ominaisuudet (0) ja (1) ovat selvid mutta kolmioepayhtaloé
varten tarvitaan hieman tyota. Tapauksen 1 < p < oo todistus esitetaén funktionaaliana-
lyysin kurssilla.

Esimerkki 1.9. Olkoon X # () ja olkoon

raj(X,R) ={f: X - R:sup|f(z)| < oo}
reX

joukossa X maédriteltyjen rajoitettujen R-arvoisten funktioiden joukko. Avaruuden E! kol-
mioepdyhtalon nojalla raj( X, R) on kaikkien funktioiden vektoriavaruuden .# (X, R) vek-

torialiavaruus, joten se on vektoriavaruus. Harjoitustehtavéssa [1.12] osoitamme, etta funk-
tio || - oo raj(X,R) — [0, 00|,
[flloc = sup | f ()| (1.1)
zeX

on normi.

Erikoistapaus rajoitettujen funktioiden avaruudesta on rajoitettujen reaalilukujonojen
avaruus

> ={w e .Z(N,R) : sup |w(n)| < co}.
neN

Lauseke
[wlloo = sup |w(n)|
neN
on normi vektoriavaruudessa ¢°°.

Esimerkki 1.10. Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu véli. Analyysin kursseilla on
osoitettu, ettd kaikki jatkuvat funktiot f € C°(I,R) ovat rajoitettuja. Koska jatkuvien
funktioiden summat ja reaaliluvulla kerrotut jatkuvat funktiot ovat jatkuvia, C°(I,R)
on avaruuden raj(/,R) aliavaruus. Siksi jatkuvien funktioiden vektoriavaruus C°(I,R)
varustetaan usein normilla || - ||o. Palaamme tahéin esimerkkiin luvussa [5.3|

Propositio 1.11. Jono f, € C°(I,R) suppenee tasaisesti kohti funktiota f € C°(I,R),
jos ja vain jos || fx — flleo — 0, kun k — oo.

Todistus. Harjoitustehtava [1.13] O]

1.3 Isometria

Olkoot (X71,d;) ja (X2,d2) metrisid avaruuksia. Kuvaus F': (X3, d;) — (X2, ds) on iso-
metrinen upotus, jos kaikille x,y € X, pétee

do(F(2), F(y)) = di(2,y) .

Jos isometrinen upotus on bijektio, niin se on isometria. Jos on isometria F': (X1, d;) —
(Xs,dy), niin metriset avaruudet (X;,d;) ja (X, dy) ovat isometriset.

Lemma 1.12. Isometrinen upotus on injektio.
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Metriset avaruudet

Todistus. Kahden eri pisteen etéisyys ei ole 0. Jos ne kuvautuvat samaksi pisteeksi, niin
kuvapisteiden etéisyys on 0, joten kuvaus ei ole isometria. O

Lemma 1.13. Jos F: (X1,d;) — (Xo2,ds) ja G: (Xa,d2) — (X3,d3) ovat isometrisia
upotuksia, niin GoF' on isometrinen upotus. Isometrioiden yhdistetty kuvaus on isometria.
Isometrian kddnteiskuvaus on isometria.

Todistus. Harjoitustehtava [1.14 O]

Esimerkki 1.14. Olkoon b € R". Kuvaus ¢,: E* — E", t,(x) = = + b on isometria.
Olkoon k < n. Kuvaus u: E¥ — E", u(y) = b+ (y,0) on isometrinen upotus.

Esimerkki 1.15. Muistamme lineaarialgebrasta, ettd n x n-matriisi A on ortogonaali-
nen, jos sen sarakkeet muodostavat avaruuden R™ ortonormaalin kannan. Ortogonaalinen
n X n-matriisi A toteuttaa yhtalon

(Az [ Ay) = (z [ y)
kaikilla z, y € R™. Se méérié isometrian o — A x metrisissi avaruuksissa E" ja S*~!. Jos

nimittain x,y € E", niin kayttdmalla lineaarisuutta, normin méaaritelméé ja matriisin A
ortogonaalisuutta saadaan

dg(Az, Ay)® = [|Az — Ay|]® = |A(z — ) |I” = (A(z —y) | A(z —y))
=(@—yle—y) =llz—yl*=dy)?.

Koska metriikka ei saa negatiivisia arvoja, viite seuraa tista. Jos taas x,y € S*~!, niin
L(Az, Ay) = arccos(Ax | Ay) = arccos(z | y) = L(z,y) .
Esimerkki 1.16. Olkoon exp: E! — S! kuvaus
exp(s) = (cos s,sin s) .
Selvisti exp on surjektio. Lisaksi kaikille s,t € E!, joille |s — t| < 7 pétee

£ (exp(s),exp(t)) = arccos ((cos s,sin s) | (cost,sin t))
= arccos(cos scost + sin ssint)

= arccos cos(s — t) = arccos(|s — t|) = |s — t].

Siis kuvauksen exp rajoittuma jokaiselle vélille, jonka pituus on korkeintaan 7, on iso-
metria. Jos taas ™ < |s — t| < 27, niin arccos cos(|s — t|) = 27 — |s — ¢/, joten pidemmilla
véleilld kuvaus ei ole isometria. Kuvauksia, jotka ovat isometrioita jokaisen pisteen lahel-
le rajoitettuna, sanotaan lokaaleiksi isometrioiksi. Palaamme tédsmalliseen maaritelmaéan
luvussa 21
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1.3. Isometria

Harjoitustehtavia
1.1. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Osoita, etta kaikille z,y, 2 € X pétee
1.2. Osoita, ettd lauseke

|z — vyl , kun x ja y ovat lineaarisesti riippuvia ja

d JY) =
swer (2:9) ﬁw+mn muuten

madrai metriikan joukossa R2.

1.3. Osoita, ettéd lauseke

0 , kun z =y ja

d(z,y) = {

[zl + 1yl muuten

mairis metriikan joukossa R?.

1.4. Olkoon E epatyhja aérellinen joukko. Joukon E potenssijoukko on sen osajoukkojen
muodostama joukko

P(FE)={ACEFE}.
Joukkojen symmetrinen erotus maéaritellaén asettamalla
AAB=(A-B)U(B—-A).

Osoita, etté
d(A, B) = #(A A B)
on metriikka potenssijoukossaﬁ Osoita, ettd #(A — B) ei ole metriikka potenssijoukossa.

1.5. Olkoon n € N — {0} ja olkoon

K, ={f:{1,2,...,n} > {0,1}}
Osoita, etté
d(f,9) =#{k €{1,2,...,n}: f(k) # g(k)}.
on metriikka joukossa K, []

1.6. Olkoon d metriikka avaruudella X, ja olkoon a €]0, 1]. Osoita, ettéd lauseke

d*(z,y) = d(z,y)*

on myo6s metriikka. E|

1.7.  Anna esimerkki metrisesta avaruudesta (X, d) ja luvusta o > 1, jolle tehtévian
tapaan méaritelty funktio d* ei ole metriikka.

3Piirrd kolmen joukon leikkauksia kuvaava Venn-diagrammi. Osoita, ettid (A A C) A (C' A B).
4Tama liittyy itse asiassa tehtiviin laheisesti.
SKannattaa ensin todistaa, etti kaikille positiivisille reaaliluvuille a, b pitee a® + b® > (a + b)*.
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Metriset avaruudet

1.8. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia. Osoita, etté lauseke
di((v1,11), (T2, 92)) = dx (21, 22) + dy (y1,92)
on metriikka joukossa X x Y.
1.9. Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisida avaruuksia. Osoita, etté lauseke
dmax ((21, 1), (2, 92)) = max (dx(il, a), dy (Y1, yz))
on metriikka joukossa X x Y.

1.10. Osoita, ettéd lauseke
[zfly = [l ]l + [Jz2|

on normi avaruudessa R2.
1.11. Osoita, ettéd lauseke

[2]|co = max{[[z|], [[z2]}
on normi avaruudessa R2.

1.12. Olkoon X # (. Osoita, etta lauseke
[flloo = sup | f ()|
zeX

on normi avaruudessa raj(X, R).

1.13. Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu vili. Osoita, ettd jono fr € C°(I,R) suppenee
tasaisesti kohti funktiota f € C°(I,R), jos ja vain jos ||fx — fllec — 0, kun k& — oo.ﬂ

1.14. Olkoot (Xi,d;), (X2,ds) ja (X3,ds) metrisid avaruuksia ja olkoot F': (X3, d;) —
(Xg,dy) ja G (Xa,dy) — (X3, d3) isometrisia upotuksia. Osoita, ettd Go F' on isometrinen
upotus. Osoita, ettd F'~! ja G o F' ovat isometrioita, jos F' ja G ovat isometrioita.

1.15. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, jossa on tasmélleen kolme pistetta. Osoita, etta
on isometrinen upotus j: X — E2.

1.16. Esimerkisséa tarkasteltu metriikka dgncp voidaan maééaritella samalla lausek-
keella mihin tahansa avaruuteen R", kun n > 1. Osoita, etta avaruudet (R", dsncr) ovat
isometrisia, kun n > 2. |Z|

Olkoon d; normin || - [[; madraama metriikka vektoriavaruudessa R™.

1.17. Olkoon
Y ={0,(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ R®.

Osoita, etti ei ole isometristd upotusta j: (Y,d;) — E™ millddn n. f

1.18. Madnita etaisyydet du (0, (3,1)) ja doo((1,0), (3,1)) kaikille t € R. Keksi muuta-
mia isometrisia upotuksia j: ([0,1],dg) — (R? d), joille pétee j(0) = 0 ja j(1) = (1,0).

6Palauta mieleen kurssin JMA4/Sarjat ja approksimointi/Analyysi 3 asioita.

"Tissi tehtivissd voit kiyttds ilman perusteluja tietoa, etté joukkojen S* ja S™ wvililld on bijektio,
kun k,n > 1.

8Cauchyn ja Schwarzin epéyhtild auttaa.
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Luku 2

Pallot, avoimet joukot ja suljetut
joukot.

2.1 Pallot

Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Olkoon zy € X ja olkoon r > 0. Joukko
B(zo,7) = Ba(xg,7) ={x € X : d(z,20) <71}

on r-sateinen avoin pallo ja
B(zg,7) = Ba(xg,7) = {x € X : d(z, 1) <71}

on r-siateinen suljettu pallo. Avoimia palloja B(zg,7), 7 > 0, sanotaan pisteen zq € X
palloympaéristoiksi.

Esimerkki 2.1. Tarkastellaan avaruuden R? yksikkopalloa eri metriikoissa:
By (0,1) ={x € R?: ||| < 1} = {z € R? : 27 + 25 < 1} = Byeer(0,1).
Diskreetin metriikan tilanne on mielenkiintoinen: avoimille palloille patee
B5(0,1) = {0} = Bs(0,r)

kaikilla 0 < r <1 ja
Bg(o, 7”) = R2

kaikilla r > 1. Vastaavasti suljetuille palloille patee
E&(Oa 1) =R* = B§<07 7“)

kaikilla > 1 ja
B;(0,r) = {0}
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Pallot, avoimet joukot ja suljetut joukot.

Kuva 2.1: Yksikkéympyroita eri normeilla, kun p > 1.

kaikilla » < 1.

Olkoon d, Esimerkissa késitellyn normin || - ||, mééraama normi, kun 1 < p < oo.
Talloin
By (0,1) = {z e R?: 21| < 1ja |zo| < 1} =]—1,1]°
ja

Bdw(O,l):{x€R2:|x1|—l—|x2| <1}
={rcR*:z+m<ljam —2y<lja —z+as<lja —a; —a9 <1},

Esimerkki 2.2. Olkoon 0 € C°([0, 1], R) vakiofunktio 0(x) = 0 kaikilla = € [0, 1]. Nyt
B(0,1) = {f € C°([0,1],R) : | f(z)| < 1 kaikilla z € [0,1]}.

Metrinen avaruus X on rajoitettu, jos on x € X ja r > 0, joille X C B(x,r). Olkoon

lisdksi Y metrinen avaruus ja olkoon f: X — Y. Kuvaus f on rajoitettu, jos F(X) on
avaruuden Y rajoitettu joukko.
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Esimerkki 2.3. (1) Kaikki diskreetit metriset avaruudet (X, d) ovat rajoitettuja koska
X = By(z, 1) kaikilla 2 € X.

(2) Pallon pinta S™ on rajoitettu, koska S* = B(z, v) kaikilla z € S™.

2.2 Avoimet ja suljetut joukot

Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon A C X. Piste a € A on joukon A sisipiste, jos
on r, > 0, jolle B(a,r,) C A. Metrisen avaruuden X osajoukko on avoin, jos sen kaikki
pisteet ovat sisapisteita ja suljettu, jos sen komplementti on avoin. Jos U C X on avoin
ja x € U, niin U on pisteen x ymparisto.

Esimerkki 2.4. (1) Metrinen avaruus X ja tyhja joukko () ovat avoimia ja suljettuja
joukkoja metrisessé avaruudessa X.

(2) Diskreetin metrisen avaruuden jokainen piste on avoin ja suljettu. Itse asiassa kaik-
ki diskreetin metrisen avaruuden osajoukot ovat avoimia: Jos E on diskreetin metrisen
avaruuden epatyhja osajoukko ja e € E, niin B(e,1) = {e} C FE, joten e on joukon E
sisapiste.

(3) Joukko J = [0,,[1 C E! ei ole avoin eiké suljettu: 0 ei ole joukon J sisipiste, koska
—% € B(0,r)N(E' — J) kaikilla 7 > 0. Samaan tapaan nahdéan, etta 1 ei ole joukon E' —
J sisipiste. (4) Varustetaan kohdan (3) joukko J avaruuden E! indusoimalla metriikalla.

Talloin J on kohdan (1) nojalla avoin ja suljettu joukko avaruudessa (J, dg).
Propositio 2.5. Olkoon X metrinen avaruus. Tdlloin

(1) avoin pallo B(xz,r) on avoin joukko kaikilla x € X ja kaikilla v > 0.

(2) suljettu pallo B(x,r) on suljettu joukko kaikilla x € X ja kaikilla r > 0.

Todistus. (1) Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon zy € X ja olkoon 79 > 0. Olkoon
x € B(xzg,r0). Asetetaan r, = 19 — d(xg,x). Jos y € B(z,r,), niin kolmioepayhtélon
nojalla

d(y,z0) < d(y,x) + d(z,x0) < 19 — d(z0,2) + d(2,20) =10,

joten y € B(xg, o).
Viite (2) tehdddn harjoituksissa. O

Propositio 2.6. Olkoon X metrinen avaruus. Olkoot A ja B indeksijoukkoja. Olkoot
Uy C X, o € A avoimia osajoukkoja ja olkoot Fg C X, B € B suljettuja osajoukkoja.
Tdlloin

(1) Unea Ua on avoin.
(2) Nper Fs on suljettu.
(3) jos A on ddgrellinen, niin Nyea Ua on avoin.

(4) jos B on ddrellinen, niin Ugep F on suljettu.
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Todistus. (1) Olkoon = € Uyeq Uy. Talloin o € U, jollain a € A. Koska U, on avoin, on
ry > 0 siten, ettd B(z,7;) C Uy C Ugea Ua- Siis Ugea Ua on avoin.
Viitteet (2)—(4) todistetaan harjoituksissa. O

Propositio 2.7. Metrisen avaruuden X osajoukko on avoin, jos ja vain jos se on tyhja
tai se voidaan esittid avoimien pallojen yhdisteend.

Todistus. Jos E C X on avoin, niin jokaisella e € F on palloympéristo B(e,r.) C E.

Saadaan siis
E=J{e} c U Ble,re) CE,
ecll ecE
joten ketjun keskell& olevan inkluusion on oltava yhtasuuruus. Siis

= U{B(@,TG)}.

ecE

Viitteen toinen suunta seuraa Propositiosta [2.6] [

2.3 Sisus, reuna ja sulkeuma

Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon A C X. Joukon A komplementin sisédpiste on jou-
kon A ulkopiste. Jos x € X ei ole joukon A ulkopiste eiké sisdpiste, niin se on joukon
A reunapiste. Joukon A

e sisépisteiden joukko int A on joukon A sisus.
e ulkopisteiden joukkoa merkitain ext A.

e reunapisteiden joukko on 0A.

Propositio 2.8. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon A C X. Joukon A sisus ja ulko-
pisteiden joukko ovat avoimia ja sen reuna on suljettu. Lisaksi pdtee

X =intAUOAUextA. (2.1)

Todistus. Méaéaritelmien nojalla int A ja ext A ovat erillisid ja reuna maééritellidn niiden
komplementtina, joten (2.1) pétee selvisti. Koska ext A on joukon A komplementin si-
sdpisteiden joukko, riittdd osoittaa, ettd int A on avoin mille tahansa joukolle A, silld
avointen joukkojen int A ja ext A komplementtina 0A on suljettu.

Olkoon a € int A. Talloin on r, > 0, jolle B(a,a,) C A. Osoitetaan, ettd itse asiassa
B(a,a,) C int A: Olkoon b € B(a, a,). Kuten Proposition [2.5] todistuksessa huomaamme,
ettd B(b,r, —d(b,a)) C Bl(a,a,) C A, joten b € int A. O

Lemma 2.9. Olkoon X metrinen avaruus. Piste x € X on joukon A C X reunapiste,
jos ja vain jos jokaisella r > 0 pitee B(x,7) N A # 0 ja B(z,r)N (X — A) # 0.

Todistus. Taméa on selvaa maaritelmista. OJ

Olkoon X metrinen avaruus. Osajoukon £ C X sulkeuma on pienin suljettu joukko, joka
sisaltad joukon K
E= (| F.
FOE

2
F' suljettu
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Propositio 2.10. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon E C X. Tdalloin
(1) E on avoin, jos ja vain jos E = int E.
(2) Joukko E on suljettu, jos ja vain jos E = E.
(3) E=FEUOE =int EUJE.
(1) (X — E) = OF.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Proposition kohtien (2) ja (3) nojalla saadaan muun muassa seuraava havainto:
Joukko on suljettu, jos ja vain jos se sisaltdéd reunansa.

Esimerkki 2.11. (1) Euklidisessa avaruudessa E™ avoimen pallon B(xq,r) ja suljetun
pallon B(xg, ) sisus on B(zg,r) ja molempien pallojen reuna on joukko

S(xg,r)={x € E": ||lx — x| =71}
Jos © € S(zo,r), niin
2o+ (1— g)(m — 20) € Blxo,7) N Bz, ¢)
ja .
ro+ (1+ 5)(.7: — x9) € (E" — B(xg,7)) N B(x,€).

Siis B(z,r) = B(x,r) avaruudessa R".

(2) Diskreetissa metrisessa avaruudessa (X, d) avoimet pallot ovat suljettuja. Siis
Bs(z,1) = Bs(x,1) = {z} # X = B;(0,1),
kun #X > 2.

Piste x € X on joukon A C X kasautumispiste, jos (B(z,r) — {x}) N A # 0 jokaisella
r > 0. Jos on r > 0 siten, ettd B(xz,r) N A = {z}, niin = on joukon A eristetty piste tai
erakkopiste. Joukko £ C X on diskreetti, jos kaikki pisteet x € E ovat erakkopisteité.

Lemmassa[2.9)tehty havainto reunapisteen ominaisuuksista ja kasautumispisteen maa-
ritelmé muistuttavat toisiaan melko paljon. Siksi ei olekaan yllattavaa, etta suljetut joukot
voidaan luonnehtia kasautumispisteiden avulla samaan tapaan kuin reunan avulla:

Propositio 2.12. Joukko E on suljettu, jos ja vain jos se sisdltad kaikki kasautumispis-
teensd.

Todistus. Olkoon E C X suljettu. Olkoon = € (X — E). Koska X — E on avoin, on r > 0,
jolle B(z,r) C X — E. Siispa z ei ole joukon F kasautumispiste.

Oletetaan sitten, ettd E sisdltad kaikki kasautumispisteensd. Olkoon x € X — FE.
Talloin x ei ole kasautumispiste, joten on r > 0, jolle (B(z,r) — {z}) N E = (). Siis
B(z,r) C X — E, joten X — E on avoin. Siis F on suljettu. O
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Esimerkki 2.13. Joukolle Q C E! pitee
intQ =10, extQ=10, 0Q =E', Q=E'.

Rationaalilukujen joukko on siis tihead tavallisella euklidisella etdisyydelld varustetussa
reaalilukujen joukossa. Jokainen x € E! on joukon Q kasautumispiste ja joukon E! — Q
kasautumispiste.

Esimerkki 2.14. Olkoon (X, d) diskreetti metrinen avaruus ja olkoon A C X. Téalléin
int A=A, ext A=X— A, 0A =10, A=A.
Erityisesti joukolle Q C (R, ) patee

int@:(@7 eXtQ:R_Q7 anwa @:@

Metrisen avaruuden X osajoukko E on tihed, jos E = X. Metrinen avaruus X on sepa-
roituva, jos silli on numeroituva tihea osajoukko.

Esimerkki 2.15. (1) R"® = Q", joten R" on separoituva.

(2) S' = exp(Q), joten S' on separoituva.

(3) Ylinumeroituva diskreetti metrinen avaruus ei ole separoituva.

Palaamme separoituvuuteen ainakin luvussa [6]

2.4 Lokaalit ominaisuudet

Jos jokin ehto tai ominaisuus patee metrisen avaruuden jokaisen pisteen jossain ymparis-
tOssd, sanotaan, ettd kyseinen ehto tai ominaisuus on lokaali. Tapasimme téallaisen kéasit-
teen Esimerkissa [1.16| mutta lykkdsimme tarkan méaaritelman esittamisen tahan lukuun.

Olkoot (X7, d;) ja (Xa,ds) metrisia avaruuksia. Kuvaus F': (Xi,d;) — (Xs,d3) on lokaa-
li(sti) isometrinen upotus, jos jokaisella x € X; on ympéristo U, siten, ettd rajoittuma
Fly,: U, — X5 on isometrinen upotus.

Esimerkissi osoitimme, ettd kuvaus exp: E' — S!' exp(t) = (cost,sint), on
lokaali isometrinen upotus.

Harjoitustehtavia

2.1. Kuvaile Ranskan rautatieavaruuden avoimet pallot B(x, 1), kun x # 0.

2.2. Osoita, ettd metrisen avaruuden suljettu pallo on suljettu joukko ja etta jokainen
yhden pisteen muodostama joukko on suljettu joukko.

2.3. Todista Proposition [2.6] kohta (3).
2.4. Todista Proposition [2.6| kohdat (2) ja (4).
2.5. Todista Proposition kohdat (1) ja (2).
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2.6. Todista Proposition kohdat (3) ja (4).
2.7. Osoita, ettd joukko on avoin ja suljettu, jos ja vain jos sen reuna on tyhja.

2.8. Osoita, ettd 00A C 0A. Anna esimerkki, jolle patee 00A # 0A.

Olkoon X # (). Funktio d: X x X — [0, 00[ on ultrametriikka, jos silld on metriikalta
vaadittavat ominaisuudet (1) ja (2) ja se toteuttaa ultrametrisen epéayhtilon

d(z,y) < max (d(x, 2),d(z,y))
kaikille z,y, z € X. Pari (X, d) on ultrametrinen avaruus.

Seuraavissa tehtavissé (X, d) on ultrametrinen avaruus

2.9. Osoita, etté ultrametrinen avaruus (X, d) on metrinen avaruus.

2.10. Olkoon (X, d) on ultrametrinen avaruus. Osoita, ettd kaikille y € B(x,r) pétee
B(y,r) = B(z,r) ja etta kaikille y € B(x,r) péatee B(y,r) = B(z,r)

2.11. Osoita, ettd kaikki ultrametrisen avaruuden X pallot ovat avoimia ja suljettujaﬂ

2.12. Olkoon
% = {a=apma-: a € {0,1} kaikilla i € N}

0/1-jonojen avaruus. Maaritellddn metriikka dy; asettamalla ds(a, a) = 0 kaikille a € ¥ ja

0 ,josa=d

ds(a,da’) = sup la; — al

ieN 2

muuten.

Jos a,a € ¥, a # d, asetetaan
m(a,a’) = min{k €N:ag # a;}.

Osoita, etté
dz(av CL/) = 2—m(a,a’) )
jos a # a'. Osoita, ettd (X, dy) on ultrametrinen avaruus.

2.13. Olkoon X kuten tehtéavéssa [2.12] Olkoon 0 = 00000 - - - € Y. Kuvaile avaruuden X
pallot B(0,7) ja B(0,r) kaikille r > 0.

1Siis pallon jokainen piste on sen keskipiste!
2Kaytd apuna Tehtédvin m tuloksia.
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Luku 3

Jatkuvat kuvaukset

3.1 Jatkuvuus

Olkoot (X1, d) ja (Xa, d2) metrisid avaruuksia. Kuvaus F': (X, d;) — (X3, ds) on jatkuva
pisteessé xy € Xi, jos jokaisella € > 0 on § > 0 siten, ettd dao(F (), F(z)) < € kaikilla
x € Xy, joille dy(zg, ) < §. Kuvaus on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa avaruden X
pisteessa.

Jatkuvuuden méaritelmé voidaan muotoilla pallojen avulla hieman geometrisemman
nakoisessa muodossa:

Kuvaus F': (Xi,d;) — (X, dy) on jatkuva pisteessa xy € X7, jos jokaisella € > 0 on § > 0
siten, etta

F(B(z0,0)) C B(f(wo),€).

Esimerkki 3.1. (1) Vakiokuvaus on aina jatkuva.

(2) Jos A C E" ja B C EF varustetaan euklidisen avaruuden indusoimilla metriikoilla,
niin kuvauksen f: A — B jatkuvuuden méaritelmé on sama kuin analyysin ja moniulot-
teisen differentiaalilaskennan kursseilla. Siis esimerkiksi kaikki (useammankin muuttujan)
polynomifunktiot, trigonometriset funktiot ja eksponenttifunktio ovat jatkuvia.

(3) Kaikki kordinaattiprojektiot py: E" — E!,
pr(x, 29, .oy Tp) = T
ovat jatkuvia: Olkoot x,y € E™ Talloin
lz =yl = | D_(@i = 9:)* = o — gl = Ipw(2) — pa(y)] -
i=1
Jos ||z — y|| <€, niin |pr(z) — pr(y)| < €, joten pg on jatkuva.

(4) Isometriset upotukset ovat jatkuvia kuvauksia.
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Jatkuvat kuvaukset

Olkoot (X1,dy) ja (Xa,dy) metrisia avaruuksia ja olkoon K > 0. Kuvaus F': (X3, d;) —
(X, dy) on K-Lipschitz-jatkuva tai K-Lipschitz-kuvaus, jos kaikille z,y € X pétee

dy(F (), F(y)) < K dy(2,y).

Jos F' on K-Lipschitz-jatkuva jollain K > 0, niin F' on Lipschitz-jatkuva kuvaus tai
Lipschitz-kuvaus.

Esimerkki 3.2. Euklidisen avaruuden koordinaattiprojektiot ovat 1-Lipschitz-kuvauksia.
Lemma 3.3. Lipschitz-jatkuvat kuvaukset ovat jatkuvia.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Lemma 3.4. Jos F': (Xy,d;) — (X2, d2) ja G: (Xa,dy) — (X3, d3) ovat jatkuvia kuvauk-

sia, niin G o F' on jatkuva kuvaus.
Todistus. Harjoitustehtéva. O
Lause 3.5. Olkoot X ja 'Y metrisia avaruuksia ja olkoon f: X —'Y kuvaus.

(1) Kuvaus f on jatkuva, jos ja vain jos f~H(U) on avoin jokaiselle avoimelle joukolle
vcy.

(2) Kuvaus f on jatkuva, jos ja vain jos f~1(F) on suljettu jokaiselle suljetulle joukolle
Fcy.

Todistus. Todistetaan véite (1). Toinen véite tehdadn harjoituksissa.

Olkoon f jatkuva. Olkoon z € f~!(U). Koska U on avoin, on 7 > 0 siten, et-
ta B(f(z),r) C U. Jatkuvuuden nojalla on § > 0, jolle f(B(z,d)) C B(f(z),r). Siis
B(x,0) C f~HB(f(x),r)) C f71(U).

Oletetaan sitten, ettd jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin. Olkoon z € X.
Olkoon € > 0. Oletuksen mukaan joukon B(f(x),e) alkukuva on avoin. Koska = €
SYB(f(z),€)), niin on § > 0, jolle B(z,d) € f~1(B(f(x),¢)). Siis f on jatkuva pis-
teessa . [l

Esimerkki 3.6. Lause |3.5| antaa katevan keinon osoittaa joitain euklidisen avaruuden
osajoukkoja avoimiksi tai suljetuiksi.

(1) Kaikki esimerkissé [1.8) mééritellyt normit || - ||,, 1 < p < oo ovat jatkuvia kuvauksia
ny = |- ||: E* — E' Siis normin || - ||, mddradman metriikan d, avoimet pallot

By, (0,7) =n," (}—oo, T’D

ovat euklidisen avaruuden E™ avoimia osajoukkoja.
(2) Olkoon S: E! — E?,

1
S(t) = tsin; ,kunt;é()’

0 ykunt =0
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ja olkoon S: E? — E', S(z) = 25 — S(z;). Analyysin ja differentiaalilaskennan tai vek-
torifunktioiden analyysin kursseilta muistamme, ettd S ja S ovat jatkuvia kuvauksia.
Koordinaattiprojektio pa(z) = x5 on myo6s jatkuva. Joukko

{x ER:ay > 0ja 0< 25 < S(xl)} — 5 (J=00,00) N p3 " (10, o0])

on siis avoin Lauseen [3.5] nojalla.

Esimerkki 3.7. Olkoon (X,¢) diskreetti metrinen avaruus ja olkoon (Y,d) metrinen
avaruus. Kaikki kuvaukset f: X — Y ovat jatkuvia. TAmé& seuraa Lauseesta [3.5] koska
kaikki diskreetin metrisen avaruuden osajoukot ovat avoimia.

Sen sijaan monista metrisistd avaruuksista on vain hyvin vahén jatkuvia kuvauksia
g: Y — (X,9) diskreettiin metriseen avaruuteen, koska jokaisen yhden pisteen joukon
{z} C X alkukuva on avoin joukko. Jos siis y € g~ *({z}), niin on r, > 0, siten, etta
g(z) = x kaikille z € B(y, r,). Erityisesti identtinen kuvaus id: E! — (R, §) ei ole jatkuva
kuvaus.

3.2 Jatkuvat kuvaukset normiavaruuteen

Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon V' normiavaruus. Téll6in joukon .Z (X, V) alkioita
voi laskea yhteen ja kertoa reaaliluvuillal} Jos f,g € Z(X,V) ja a,b € R, niin mééritel-
ldan kuvaukset af + bg € .Z (X, V) asettamalla

(af +bg)(zx) = af(x) + bg(z)

kaikille z € X. Jos V = R, niin tarkasteltavien funktioiden arvot ovat reaalilukuja. Talloin
voidaan madritelld funktio fg € .7 (X, V) asettamalla

(fg)(x) = f(x)g(x)
kaikille z € X. | Ndm& operaatiot sopivat hyvin yhteen jatkuvuuden késitteen kanssa:

Lemma 3.8. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon V normiavaruus. Jos f,g € C°(X, V)
ja a,b € R, niin af +bg € C°(X, V). Jos V =R niin fg € CO(X,V).

Todistus. Harjoitustehtédva. Todistus on tasmélleen sama kuin tapauksessa, jossa X C E!,
jota tarkastellaan ensimméisen vuoden analyysin kursseilla. O

Yleistdmme nyt Esimerkin [T1.10}

Esimerkki 3.9. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon

Coaf(X,R) = {f € C"(X,R) : || flloe < 00},

raj
missa
[flloc = sup | f(z)]
reX

2,;(X, R) on normiavaruuden raj(X, R)

(X,R), || -]) on normiavaruus.

on avaruuden raj(X, R) normi. Lemman 3.8 nojalla C

vektorialiavaruus ja (CJ,;

! Algebralisesti ajatellen joukko .% (X, V) varustettuna yhteenlaskulla ja reaailuvulla kertomisella on
vektoriavaruus.
2Joukko .Z (X, V) varustettuna yhteenlaskulla ja funktioiden kertolaskulla on ja rengas.
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Jatkuvat kuvaukset

Harjoitustehtavia

3.1. Osoita, ettd Lipschitz-jatkuvat kuvaukset ovat jatkuvia.

3.2. Olkoon (V.|| - ) normiavaruus. Osoita, ettd normi | - || on jatkuva funktiol]
3.3. Onko kuvaus id: E? — (R?, dsncr) jatkuva? Enté sen kéddnteiskuvaus?

3.4. Onko kuvaus id: (R?6) — (R?, dsncr) jatkuva?

3.5. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon f: X — Y kuvaus. Osoita, ettd f on
jatkuva, jos ja vain jos f~!(F) on suljettu jokaiselle suljetulle joukolle F' C Y.

3.6. Osoita, ettd jatkuvan funktion f: E' — E! kuvaaja
I(f) = {(x f(x) € B : x € Y

on suljettu joukko avaruudessa E2.

3.7. Olkoon ¥ kuten tehtavassa Kuvaus o: ¥ — X, joka maéritelladn asettamalla
O'(CL()CL1(LQCL3 cee ) = ajasas - - -

kaikille agajaqas - - - € 3, on vasen siirto. Osoita, ettd o on 2-Lipschitz-jatkuva.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon E C X, E # (). Pisteen 2 € X etdisyys joukosta
E on
d(x, E) = inf{d(z,e) : e € E}.

Etaisyys joukosta E maddrittelee funktion dg: X — E! asettamalla dp(z) = d(z, E)
kaikille z € X.

3.8. Osoita, ettd dg on 1-Lipschitz-jatkuva kuvaus.

3.9. Osoita, ettd d(x, E) = 0, jos ja vain jos x € E.

3.10. Osoita, ettd d(z, E) = d(x, F) kaikille z € X.

Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon z, € X. Maaritellaan jokaiselle a € X kuvaus
¢q: X — E! asettamalla
¢a(x) = d(x,20) — d(2,0) .
Médritelladn kuvaus K: X — CP,:(X, E") asettamalla
K(a) = ¢q
kaikille a € X.
3.11. Osoita, ettd ¢, on jatkuva kuvaus.

3.12. Osoita, etta kuvaus K on isometrinen upotus. E]

30soita, ettd kuvaus n: V — E!, n(v) = ||v||, on jatkuva.

4 Avaruudessa C(r)aj (X,E') kiiytetidin sup-normin midrdimii metriikkaa kuten Esimerkissi
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Luku 4

Ekvivalentit metriikat ja
homeomorfismit

4.1 Homeomorfismi

Olkoot (X71,dy) ja (Xs, ds) metrisid avaruuksia. Bijektio F': X; — X3 on homeomorfismi,
jos F on jatkuva ja F~! on jatkuva.

Esimerkki 4.1. (1) Isometria on homeomorfismi.

(2) Esimerkissé [3.7] tarkasteltu kuvaus id: (R, d) — E! on jatkuva mutta se ei ole homeo-
morfismi.

Lemma 4.2. Homeomorfismien yhdistetty kuvaus on homeomorfismi. Homeomorfismin
kddnteiskuvaus on homeomorfismi.

Todistus. Bijektioiden yhdistetty kuvaus on bijektio ja jatkuvien kuvausten yhdistetty
kuvaus on jatkuva Lemman [3.4] nojalla. Toinen viite sisdltyy homeomorfismin mééritel-
maan. O

Propositio 4.3. Homeomorfismi kuvaa avoimet joukot avoimiksi ja suljetut joukot sulje-
tuiksi.

Todistus. Seuraa Lauseesta [3.5], koska kaanteiskuvaus on jatkuva. ]
Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Kokoelma

7(X,d) ={U C X : U on avoin}
on metrisen avaruuden (X, d) topologia.

Metristen avaruuksien kurssia seuraavalla kurssilla, jonka nimi on topologia, topolo-
gia on peruskasite. Topologinen avaruus on pari, joka koostuu epatyhjasta joukosta ja
topologiasta, jolla on samoja ominaisuuksia kuin metrisen avaruuden avoimien joukkojen
kokoelmalla.
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Ekvivalentit metriikat ja homeomorfismit

Olkoon X # (). Joukon X metriikat d ja d ovat ckvivalentteja, jos metristen avaruuksien

(X,d) ja (X,d) topologiat ovat samat.

Propositio 4.4. Olkoon X # (). Joukon X metriikat d ja d ovat ekvivalentteja, jos ja

vain jos id: (X, d) — (X, d) on homeomorfismi.
Todistus. Seuraa suoraan Lauseesta ja maaritelmista. O]

Propositio 4.5. Olkoot dx ja dx ekvivalentteja metriikoita joukolla X # 0 ja olkoot dy ja
dy ekvivalentteja metriikoita joukolla Y # 0. Kuvaus f: (X,dx) — (Y,dy) on jatkuva,
jos ja vain jos kuvaus f: (X,dx) — (Y,dy) on jatkuva.

Todistus. Kutsutaan todistuksessa kuvausta f: (X,dyx) — (V,dy) kuvaukseksi f. . Met-
riikoiden ekvivalenssioletuksen nojalla identtiset kuvaukset idx: (X,dx) — (X,dx) ja
idy: (Y,dy) — (Y,dy) ovat homeomorfismeja. Tarkasteltavat kuvaukset muodostavat
kaavion

X 1,y

id Xl lidy

x 1y
Jos f on jatkuva, niin f = idyofo id;(1 on kolmen jatkuvan kuvauksen yhdistettyna
kuvauksena jatkuva. Jos taas f on jatkuva, niin f = idy' of o idx on kolmen jatkuvan

kuvauksen yhdistettyna kuvauksena jatkuva. O]

Olkoon X # (. Joukon X metriikat d ja d ovat bi-Lipschitz-ekvivalentteja, jos on M > 0,

jolle patee )

kaikilla x,y € X.

Propositio 4.6. Olkoon X # 0 ja olkoot d ja d metriikoita joukolla X . Jos d ja d ovat
bi-Lipschitz-ekvivalentteja, niin joukko A C X on avoin metrisessi avaruudessa (X,d),

jos ja vain jos se on avoin metrisessd avarvudessa (X, d).

Todistus. Oletetaan, etté

Ld(r,y) < d(r.y) < Md(z,)

jollain M > 0. Symmetrian vuoksi riittdd osoittaa, ettd metriikan d suhteen avoimet

joukot ovat avoimia metriikan d suhteen. B
Olkoon U C (X,d) avoin joukko. Osoitetaan, ettd U on avoin myos metriikan d suh-

teen. Olkoon x € U. Oletuksen nojalla on r > 0, jolle By(x,r) C U. Olkoon y € B3(w, 7).

Talléin d(x,y) < Md(x,y) < M §; = r, joten

Bg(x, L) C By(z,r) CU.

M
Siis « on joukon U sisépiste avaruudessa (X, d). O
Seuraus 4.7. Bi-Lipschitz-ekvivalentit metriikat ovat ekvivalentteja. [
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4.2 Ekvivalentit normit

Vektoriavaruuden V' normit || - || ja || - || ovat ekvivalentit, jos on ¢ > 0, jolle patee
]' /
ol < ol < el

kaikille v € V.

Lemma 4.8. Vektoriavaruuden V normit ovat ekvivalentit, jos ja vain jos ne mddradvdt
bi- Lipschitz-ekvivalentit metriikat.

Todistus. Tama on selvaa maéritelmista. O
Lause 4.9. Kaikk:i ddarellisulotteisen vektoriavaruuden normit ovat ekvivalentteja.

Todistus. Voimme olettaa, etta tarkasteltava vektoriavaruus on R". Osoitetaan, ettd nor-
mi |- || on ekvivalentti euklidisen normin || - || kanssa. Olkoon ey, e, . . . €, standardikanta.

Talloin kolmioepayhtalon, normin homogeenisuuden ja Cauchyn ja Schwarzin epayhtalon
nojalla

ol = | S mer] < S lad el = (o) | (el )
=1 =1
< @nm)], el e
< \/ﬁmaX{HeiH 1 S@'SHH}HIHz7 (4.1)

joten haluttu epayhtéld saadaan toiseen suuntaan.

Vastakkaisen suunnan todistamiseksi huomataan, etta epayhtalon (4.1)) nojalla normi
|| - || on Lipschitz-jatkuva, joten se saavuttaa miniminsd m > 0 euklidisen avaruuden E"
suljetulla ja rajoitetulldl] yksikkopallon pinnalla. Siis kaikille z € R™ pétee

josta seuraa haluttu epéyhtalo ||z|| < ml|z||s. O

T

[E41p

<m,

Palaamme Lauseen jalkimmaisen suunnan todistuksessa kaytettyyn differentiaa-
lilaskennan /vektorifunktioiden analyysin kursseilta tuttuun minimiargumenttiin yleisem-
méssd metristen avaruuksien yhteydessa Luvussa [6]

4.3 Tuloavaruudet

Kahden metrisen avaruuden (X,dx) ja (Y,dy) karteesisesta tulosta saadaan metrinen
avaruus esimerkiksi varustamalla tulojoukko X x Y jollain seuraavista metriikoista:

Lsiis kompaktilla
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Ekvivalentit metriikat ja homeomorfismit

di((z1,91), (¥2,92)) = dx (21, 72) + dy (y1,92)
da((z1,91), (22, 2)) = \/dX($1>332)2 + dy (y1,42)* = [[(dx (21, 22), dy (Y1, 2)) | 2
dmax((x17y1)7 (352, Y2)) = max (dX(xla ), dY(yh y2)) .

Lemma 4.10. Lausekkeet dy, dy ja dy.x madrittelevat metriikat tuloavaruudessa X XY .

Todistus. Se, ettd dy ja dma.x ovat metriikoita osoitettiin Harjoitustehtévissé ja [1.9]
Tarkastetaan viela, ettd myos do on metriikka. Kolmioepayhtélo on jalleen oleellisin asia:
Olkoot (x1,11), (z2,y2), (z3,y3) € X x Y. Talloin madritelmén, avaruuksien X ja Y kol-
mioepayhtéloiden, tason vektoritulkinnan ja euklidisen tason kolmioepayhtalon nojalla
saadaan

d((x1,11), (2, 92))° = dx (21, 22)* + dy (41, y2)°
< (dx (a1, 23) + dx(3,22))* + (dy (Y1, y3) + dy (Y3, y2))?
= [(dx (z1, x3), dy (y1, y3)) + (dx (w3, 72), dy (Y3, y2)) |52

< (I (w1, w5), dy (g, y3)) 2 + (i (s, 22), dy (s, 2)) 2)

= (da(r, ). (23,93)) + da((3,93). (22.)) -
Kolmioepayhtalod seuraa tasta. O]
Propositio 4.11. Metriikat dy, ds ja d3 ovat bi-Lipschitz-ekvivalentteja.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Seuraus 4.12. Metriset avaruudet (X, dy), (X, ds) ja (X, dpax) ovat homeomorfisia. Eri-
tyisesti identtinen kuvaus on homeomorfismi ndiden avaruuksien vdlilld. [

Jatkossa kaytamme tilanteen mukaan jotain metriikoista dp.y, di tai do tuloavaruuden
tarkastelussa.

Usein d; ja dp,.x ovat teknisesti hyvia valintoja. Jos tuloksessa ei mainita, mika metriikoista
on kéytossa, viite patee kaikille niille.

Propositio 4.13. Olkoot (X,dx), (Y,dy) ja (Z,dz) metrisid avaruuksia. TallGin

(1) kuwvaukset px: X xY — X, p(z,y) = x japy: X XY =Y, p(x,y) = y ovat
jatkuvia.

(2) Kuvaus F: Z — X XY on jatkuva, jos ja vain jos komponenttikuvaukset Fx = pxoF
ja Fy = py o F' ovat jatkuvia.

Todistus. (1) Varustetaan tuloavaruus X x Y maksimimetriikalla d;,.. Riittdé tarkastella
kuvausta px. Olkoon (g, ys) € X x Y. On helppo ndhdi, ettd py on 1-Lipschitz:

dX(]?x(l’,y),px(Io,yo)) = dx([E, (L’()) < max (dx([E, IU)? dY(y’yO)) = dmaX((‘ra y)? (x07 yO)) :

Siis px on jatkuva.
(2) Harjoitustehtéva. O
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Seuraus 4.14. Avointen joukkojen tulo on avoin. Suljettujen joukkojen tulo on suljettu.

Todistus. (1) Olkoot A C X ja B C Y avoimia joukkoja. Télloin
Ax B =px'(A) npy' (AB).

Koska projektiokuvaukset Px ja py ovat jatkuvia Proposition M(l) nojalla, joukot
px (A) ja py' (AB) ovat avoimia. Siis A x B on avoin.

(2) Harjoitustehtavé. O

Harjoitustehtavia

Olkoon h: X — Y homeomorfismi. Olkoon F C X.

4.1. Osoita, ettd h(F) = h(FE) ja h(int £) = int h(E).
4.2. Osoita, ettd h(OF) = Oh(E).

4.3. Todista Proposition kohta (2).
4.4. Osoita, ettd metriikka d: X x X — E! on jatkuva funktiof]

Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia.
4.5. Osoita, etté

Imax ((21,91), (22,92)) < da((21,91), (22,92))
< di((w1,91), (v2,92))
< 2dimax((21,91), (22, 92))
kaikille (z1,41), (v2,92) € X x Y [}
4.6. Olkoot C' C X ja D C Y suljettuja joukkoja. Onko C' x D suljettu?
4.7. Olkoot F C X ja G C Y osajoukkoja. Mééritd 0(F x G).

2Kannattaa kiyttds summametriikkaa, d .
3Keskimmiisen epiyhtélén todistuksessa huomaa, etté ||(a,b)||gz = ||(a,0)+(0,b)||g> ja tutki Lauseen

todistusta.
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Luku 5

Jonot, taydelliset metriset avaruudet

5.1 Suppenevat jonot ja Cauchyn jonot

Olkoon A # (). Kuvaus a: N — {0} — A on joukon A jono. E] Yleisesti jonon arvoja
merkitddn a, = a(n) ja jonolle kiytetddin merkintdd (a,)s>; = (an)nen—{o}-

Metrisen avaruuden (X, d) jono (z,)5°; suppenee kohti raja-arvoa z € X, jos kaikilla
e >0 on N € N siten, ettd z; € B(z,€) kaikilla £ > N. Jos jono (z,)5, suppenee kohti
pistettd = € X, kidytetddn merkintoja z,, — z, kun x — oo ja lim,,_,,, = .

Yhté hyvin jono voi olla kuvaus a: N — A, tilloin indeksointi aloitetaan nollasta.

o0

o° 1 suppenee kohti raja-arvoa x € X,

Lemma 5.1. Metrisen avaruuden (X,d) jono (x,)
jos ja vain jos d(xp,x) — 0, kun n — oo.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
Lemma 5.2. Jonon raja-arvo on yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoot a,b € X siten, ettd d(z,,a) — 0 ja d(x,,b) — 0, kun n — oo. Talléin
d(a,b) < d(a,z,)+ d(z,,b) — 0, kun n — oo, joten d(a,b) = 0. Siis a = b. O

Esimerkki 5.3. Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu véli. Harjoitustehtivissé m
osoitettiin, ettd jonon (fx)7; suppeneminen metrisessi avaruudessa C°(/,R) on sama
asia kuin se, ettd funktiojono (f)52, suppenee tasaisesti kohti funktiota f € C°(I,R).

Propositio 5.4. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon E C X, E # 0. Tdlloin E
koostuu kaikista joukon E alkioista muodostettujen avaruuden X suppenevien jonojen
raja-arvoista.

Todistus. Jokainen joukon FE piste on vakiojonon raja-arvo. On selvad, ettd mikéan joukon
E ulkopiste ei ole joukon E' jonon raja-arvo. Riittaa siis osoittaa, etta jokainen joukon F
reunapiste on jonkin joukon E jonon raja-arvo. Olkoon zy € OFE. Talloin B(x, %) NE #0
jokaisella k > 1. Valitaan jokaisella k € N — {0} alkio e, € B(zo, ) N E # (. Télloin

To = limy_,o0 €. O
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Metrisen avaruuden (X, d) jono (xy)52; on Cauchyn jono, jos jokaisella € > 0 on N € N
siten, ettd d(zp,, r,) < € kaikille m,n > N.

Lemma 5.5. (1) Suppenevat jonot ovat Cauchyn jonoja.
(2) Cauchyn jonot ovat rajoitettuja.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Joukon F halkaisija on

diam(F) = sup{d(a,b) : a,b € E}.

Lemma 5.6. Metrisen avaruuden (X,d) jono (zx)3>, on Cauchyn jono, jos ja vain jos
diam{zy : k > n} — 0, kun n — oo.

Todistus. Maaritelmén mukaan (xy)72, on Cauchyn jono, jos jokaisella ¢ > 0 on N € N
siten, ettd d(z,,,z,) < € kaikille m,n > N. Yhtapitavisti jokaisella ¢ > 0 on N € N
siten, ettd {d(z,,x,) : m,n > N} C [0,¢[, toisin sanoen diam{zy : £k > n} — 0, kun
n — 0. O

Lemma 5.7. Olkoot X ja'Y metrisii avaruuksia. Talloi]

(1) Jono (zk, yx)7>, suppenee kohti raja-arvoa (x,y) € X XY, jos ja vain jos jono (x)3,
suppenee kohti raja-arvoa x € X ja jono (yg)i, suppenee kohti raja-arvoa y € Y.

(2) Jono (g, yr)5>, on Cauchyn jono, jos ja vain jos jonot (xx)e, ja (yx)ie, ovat Cauc-
hyn jonoja.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Aiemmilta kursseilta tieddmme, etté reaalilukujen avaruuden E! tiaydellisyyden nojalla
kaikki Cauchyn jonot suppenevat euklidisessa avaruudessa E™. Vastaava tulos ei pade
kaikissa metrisissa avaruuksissa kuten seuraava alkeellinen esimerkki osoittaa:

Esimerkki 5.8. Jono ()72, on Cauchyn metrisessé avaruudessa

(X, d) = <{; ke N—{O}},dE).

Jono (%),‘j’:l ei kuitenkaan suppene. Téméa on helppo tarkastaa: Jos se suppenisi raja-

arvoon %, niin se suppenisi tahin raja-arvoon myods avaruudessa E!. Mutta avaruudessa
1 = . 1 . . e e . . ] e 1 . .
E® patee limg o ¢ = 0, joten raja-arvon yksikésitteisyyden nojalla mikéén +; ei ole raja-

arvo. Viite voidaan todistaa myos viittaamatta avaruuteen E!': Olkoon n% € X. Kun

k > ng, patee
11 k’—no 1
(Bt
E\no & kng né

joten = ei ole jonon raja-arvo.
ng

!'Muista Seurauksen jélkeen tehty sopimus tuloavaruuden metriikoista.
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5.2 Jonot ja jatkuvat kuvaukset

Lemma 5.9. Jatkuva kuvaus kuvaa suppenevat jonot suppeneviksi jonoiksi.

Todistus. Olkoot X ja'Y metrisid avaruuksia. Olkoon (zx)52, suppeneva jono avaruudessa
X ja olkoon z sen raja-arvo. Olkoon f: X — Y jatkuva.

Olkoon € > 0. Jatkuvuuden nojalla on 6 > 0 siten, ettd f(B(x,0)) C B(f(z),¢). Raja-
arvon madaritelmén nojalla on N € N siten, etta x; € B(x, ) kaikilla k& > N. Siis kaikilla

k > N patee f(zg) € f(B(x,6)) C B(f(x),¢), joten f(xr) — f(x), kun k — oo. O
Esimerkki 5.10. Olkoon z; = ; € [0,00] kaikilla & > N — {0}. Metrisen avaruu-

den ([0, 00],dg) jono (xx)52; on Cauchyn jono kuten Esimerkissé todettiin. Kuvaus
g: [0,00[ — [0,00[ on jatkuva. Jono (g(zg))i>, ei ole Cauchyn jono koska g(zy) = k
kaikilla k € N — {0}.

Cauchyn jonot sailyvit Cauchyn jonoina, jos niitd kuvataan hieman sdannollisemmilla
kuin jatkuvilla kuvauksilla.

Olkoot (X1,dy) ja (Xa,ds) metrisiéd avaruuksia. Kuvaus F': (X1,d;) — (X2,ds) on ta-
saisesti jatkuva, jos jokaisella € > 0 on § > 0 siten, ettd do(F(zo), F(x)) < € kaikilla
z,y € Xy, joille dy (z,y) < 6.

Lemma 5.11. Tuasaisesti jatkuva kuvaus on jatkuva.
Todistus. Tama on selvaa. O

Seuraava helppo esimerkki osoittaa, ettd kaikki jatkuvat kuvaukset eivét ole tasaisesti
jatkuvia. Toisaalta monet tapaamamme kuvaukset ovat tasaisesti jatkuvia.

Esimerkki 5.12. (1) Kuvaus g: E' — {0} — E', g(t) = 1 on jatkuva mutta ei tasaisesti
jatkuva.

(2) Harjoitustehtavissa osoitettiin, etta Lipschitz-kuvaukset ovat jatkuvia. Todistus
itse asiassa osoittaa, ettd ne ovat tasaisesti jatkuvia. Erityisesti isometriset upotukset ovat
tasaisesti jatkuvia.

(3) Kuvaus s: ([0,00[,dg) — E!, s(t) = v/t on tasaisesti jatkuva: Sen rajoittuma vilin
[0, 1] komplementtiin on 1-Lipschitz koska havainnosta

|z —yl = Ve — Vil Ve + /Yyl
saadaan

I et .

Analyysin kursseilla on osoitettu, ettéd suljetun ja rajoitetun vélin jatkuvat kuvaukset ovat
tasaisesti rajoitettuja. Valitsemalla kullekin € > 0 pienempi ndiden kahden vélin antamista
luvuista ¢ > 0 ndemme, ettd s on tasaisesti jatkuva.

Kuvaus s ei ole Lipschitz-jatkuva: Jos s olisi M-Lipschitz, niin

(V2 = 1)Vt = |s(2t) — s(t)| < M|2t —t| = Mt
kaikille ¢ € )0, 1]. Siis v/ > % kaikilla ¢ € |0, 5], mutta tidmé ei pidd paikkaansa.
Propositio 5.13. Tasaisesti jatkuva kuvaus kuvaa Cauchyn jonot Cauchyn jonoiksi.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
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5.3 Taydellinen metrinen avaruus

Metrinen avaruus X on taydellinen, jos sen kaikki Cauchyn jonot suppenevat.

Esimerkki 5.14. Analyysin kursseilta muistamme, ettd E! on tiydellinen. Harjoituk-
sissa osoitetaan Lemman [5.7 nojalla E™ on taydellinen.

Lemma 5.15. Olkoon A # (. Tdlldin avaruus raj(A,E') on tdiydellinen.

Todistus. Olkoon (fi)ken Cauchyn jono. Talléin jono (fx(a))keny on Cauchyn jono jokaisel-
laa € A. Koska E! on téydellinen, jono (fi(a))ren suppenee jokaisella a € A. Maéritelldén
f: A — E! asettamalla

f(a) = lim fy(a)

k—o00

jokaisella a € A. Jono (fx)ren on rajoitettu Lemman [5.5 nojalla. Siis || fi|| < M kaikilla
k € N, joten on zy € E! ja M > 0, joille pétee fy(a) € B(0, M) kaikilla a € A ja kaikilla
k € N. Siis f(a) € B(0, M) kaikilla a € A ja f € raj(A,E).

Olkoon € > 0. Télléin on N > 0 siten, ettd || fx — fillo < € jokaisella k,m > N. Siis
jokaisella a € A péatee |fr(a) — fm(a)| <€, kun k;m > N joten |fr(a) — f(a)] < ¢, kun
k > N. Siis

| fe = fll = sup [l fiula) = f(a)]l <€

kun £ > N. O

Lemma 5.16. Olkoon (X,dx) taydellinen metrinen avaruus. Joukko E C X on suljettu,
jos ja vain jos metrinen avaruus (E,dx) on taydellinen.

Todistus. Jos E on suljettu, niin kaikkien joukon £ alkioista muodostettujen suppenevien
jonojen (eg)ren raja-arvot ovat joukossa E Proposition nojalla. Metrisen avaruuden
(E,dx) jono on Cauchyn jono, jos ja vain jos se on avaruuden (X, dx) Cauchyn jono.
Suppenevat jonot ovat Cauchyn jonoja Lemman nojalla. Siis kaikki avaruuden (E, dx)
Cauchyn jonot suppenevat, joten se on taydellinen.

Oletetaan sitten, ettd (E, dx) on taydellinen. Joukon E alkioista muodostetut avaruu-
den (X, dx) suppenevat jonot ovat avaruuden (E, dx) Cauchyn jonoja. Siis ne suppenevat
avaruudessa (E, dx ). Mutta talloin niiden raja-arvot avaruuden (X, dx ) jonoina sisaltyvat
osajoukkoon F, joten E on suljettu Lemman nojalla. O

Propositio 5.17. Olkoon X metrinen avaruus. Normiavaruus C?aj (X, E') on tdiydellinen.

Todistus. Kuten Esimerkissa voidaan osoittaa, ettd CJ,;(X,E') on téydellisen nor-

miavaruuden raj(X,E') aliavaruus. Osoitetaan, ettéd CY,;(X,E') on suljettu. Talloin véite
seuraa Lemmasta [5.16]

Proposition nojalla riittaé osoittaa, etta kaikki avaruuden C?aj (X, E!) Cauchyn jo-
not suppenevat. Olkoon (f3)zeny Cauchyn jono. Se on Cauchyn jono avaruudessa raj( X, E!),
joten se suppenee tissd avaruudessa kohti rajafunktiota f. Osoitamme, ettd f on jatku-

vaE| Olkoon zy € X ja olkoon € > 0. Télléin on N € N siten, ettd [|f, — f[| < §, kun

2Todistus on sama kuin analyysin kursseilla tapauksessa, jossa X on suljettu ja rajoitettu vili ava-
ruudessa E'.
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k > N jad > 0 siten, ettd |fr(z) — fr(zo)| <
nojalla pétee

[f (@) = flo)| < [f(2) = fu(@)] + | fie(x) = fulxo)| + | fu(x0) — f(2o)] <,
kun d(z, z9) < e. O

5, kun d(z,79) < e. Kolmioepéyhtalon

Seuraus 5.18. Olkoon I C E! suljettu ja rajoitettu vili. Normiavaruus C°(I,E') on
taydellinen.

Todistus. Analyysin kursseilta muistamme, etta suljetun ja rajoitetun vélin jatkuvat funk-
tiot ovat rajoitettuja. Vaite seuraa siis Propositiosta [5.17] O]

Téydellisid normiavaruuksia kuten raj(A,E') ja CY(I,E') kutsutaan Banachin ava-
ruuksiksi. Banachin avaruuksia tarkastellaan ldhemmin funktionaalianalyysin kurssilla.

Olkoon X metrinen avaruus. Taydellinen metrinen avaruus X on avaruuden X taydel-
listymaé, jos on isometrinen upotus j: X — X siten, ettd j(X) on tiheéi.E|

“Myss isometrista upotusta j: X — X sanotaan avaruuden X taydellistyméksi.

Osoitamme, etté jokaisella metriselld avaruudella on téydellistyméa. Kaytdmme apuna
seuraavaa tarkead tulosta.

Lause 5.19 (Kuratowskin upotuslause). Jokaisella metriselld avaruudella X on iso-
metrinen upotus K: X — C2 (X, E!).

raj

Todistus. Harjoitustehtava [3.12} O

Lause 5.20. Jokaisella metriselld avaruudella on taydellistymd.

Todistus. Olkoon K: X — CJ,(X,E") Kuratowskin upotus. Joukko K (X) on suljettu,
joten varustettuna avaruuden C?aj(X ,E') metriikalla se on tdydellinen metrinen avaruus

Lemman nojalla. Maaritelmén nojalla K(X) on tihed avaruudessa K (X). O

Lause 5.21. Metrisen avaruuden taydellistymda on isometriaa vaille yksikdsittenen: Jos

1: X =Y jaj: X — Z ovat metrisen avaruden X taydellistymid. Tdlloin on isometria
h:Y — Z, jolle hoi=j.

Todistus. Ohitamme todistuksen tilld kurssilla. Tulosta ja sen todistusta| kasitelliin
funktionaalianalyysin kurssilla. ]

3 Madritellddn kuvaus g: i(X) — j(X) asettamalla g = joi~!. Olkoon (yi)ren Cauchyn jono joukossa
J(X). Talloin on limg 0oy = y € Y. Isometriana g on tasaisesti jatkuva, joten (g(yx))ren on Cauchyn
jono. Siis jono (g(yx))ren suppenee avaruudessa Z.

Madritelladn h(y) = limy_, oo g(yx). Maaritelméd on hyvin asetettu: Jos (¥, )ren on toinen joukon 4(X)
jono, joka suppenee raja-arvoon y, niin limg_, o g(yx) = limg_00 g(7;): Koska g on isometria, niin jono
(2k)ken, joka méadritellddn asettamalla zop = g(yk) ja z2x+1 = 9(¥,) on Cauchyn jono. Siis se suppenee,
joten parillisten ja parittomien indeksien osajonoilla on sama raja-arvo.

Osoitetaan, ettd h: i(X) — j(X) on isometria: Olkoot a,b € Y. Télloin a = lim ay, ja b = lim by, joillain
Cauchyn jonoilla (ax)ken ja (bg)ren. Kuvauksen g isometrisyyden nojalla

d(a,b) = lim d(ax, bx) = lim d(g(ax), g(bk)) = d(h(a), h(b)) .

Siis h on isometrinen upotus. Mutta selvésti jokaisen avaruuden Z Cauchyn jonon alkukuva on Cauchyn
jono, joten h on surjektio.
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Lause 5.22 (Cantorin leikkauslause). Olkoon X tdydellinen metrinen avaruus. Olkoot
XDO>OFE DEyD -

epatyhjia sisikkdisia suljettuja joukkoja. Jos diam(Ey) — OEI kun k — oo, niin

kﬁ By = {0}

jollain xy € X.
Todistus. Harjoitustehtéava. O]

Seuraus 5.23 (Suljettujen véilien periaate). Olkoot Iy D Iy D - -+ jono sisikkdisia suljet-
tuja vilejd euklidisessa avaruudessa E™. Jos diam(Ky) — 0, kun k — oo

,ﬁ I = {0}

jollain xq € E™. [
Esimerkki 5.24. Proposition ja Seurauksen vaite ei pade ilman oletusta, etta
joukot ovat suljettuja: Olkoot I, =10, 1[ kaikilla n € N — {0}. Talloin [; D I, D -+ ja
diam(K}y) — 0, kun £ — oo mutta ﬁ I, = 0.

k=1

5.4 Banachin kiintopistelause

Olkoon X metrinen avaruus. Jos kuvaus F': X — X on K-Lipschitz jollain K < 1, niin
sanotaan, ettd F' on (K-)kutistava. Jos F(x) = z jollain x € X, niin x on kuvauksen
F kiintopiste.

Lause 5.25 (Kutistusperiaate eli Banachin kiintopistelause). Olkoon X taydellinen met-
rinen avaruus. Tdlloin jokaisella kutistavalla kuvauksella F': X — X on tdsmdlleen yksi
kiintopiste. Jos F' on K -kutistava ja xq on sen kiintopiste, niin

d(xg, F*(z)) < K*d(2, 2)
kaikille v € X.

Todistus. Olkoon F': X — X K-kutistava kuvaus. Huomataan varsinaiseta todistusta
varten aluksi, ettd jokaisella € > 0 on N(€') > 0 siten, etta
Km
1-K

kun m > N(¢).

4Koska reaalilukujen osajoukkona tyhjin joukon supremum on —oo, niin tdméi oletus sisiltdd sen,
ettd joukot Fj eivit ole tyhjia.
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Olkoon x € X ja olkoot m,n € N, m < n. Olkoon € > 0. Talloin

n—m—1

d(F™(2), F"(x)) < > d(F"™(x), F" (x)

| o
Il
=}

3
\

1

d(F"™* (x), F"H(F(x)))

n

(]

| o
Il
=}

3
\

n 1 m

< K™ d(z. F <

d(z,F(z)) <€,

B
Il
o

kun m > N(m). Siis jono (F7(x))52; on Cauchyn jono. Koska X on tdydellinen,
jono (F7(x))2, suppenee kohti jotain pistettd zo € X.

Osoitetaan sitten, etta piste x,, on kuvauksen F' kiintopiste. Kaikille j € N pétee
0 < d(o0, F(20)) <d(tec, FY(2)) + d(F? (), F'* () + d(F7 (2), F (1))
<(1+ K)d(2oo, F () + K’d(z, F(z)) — 0,

kun j — o00. Siis d(Zeo, F(7s)) = 0, joten zoo = F(Zoo).

Osoitetaan vield, etta kiintopisteitd on tasmaélleen yksi. Jos x, ja yo, ovat kiintopis-
teita, niin

Kd(Zoo,Yoo) = d(F(T00), F(Yoo)) = d(Too, Yoo ) -

Oletuksen mukaan K < 1, joten d(Zso, Yso) = 0 ja Too = Yoo-

Viimeisen véaitteen todistamiseksi huomataan, ettéd kaikille x € X pétee

d(F*(z),20) = d(F*(x), F*(z0)) < K*d(F*(2),20). O

Sovelluksia: Newtonin menetelma ja Picardin iteraatio

Derivoituvan funktion nollakohtia voi etsid numeerisesti Newtonin menetelmélla: Olkoon
I C E! avoin vili ja olkoon f: I — E! derivoituva. Arvataan, etti pisteen xq ldhelld
voisi olla funktion f nollakohta. Piirretdan funktion f kuvaajalle tangentti pisteeseen
(2o, f(z0)). Otetaan seuraavaksi arvaukseksi piste

jossa tangenttisuora leikkaa x-akselin. Iteroidaan téta prosessia: Oletetaan, ettd piste
x) on konstruoitu. Piirretdén funktion f kuvaajalle tangentti pisteeseen (xy, f(zx)). Ote-
taan seuraavaksi arvaukseksi piste

f(xx)

Thyl = T — f’(fﬂk) )

jossa tangenttisuora leikkaa z-akselin. Nain voidaan tehda tietenkin vain, jos f’(xy) # 0.
Geometrisen tarkastelun sijaan Newtonin menetelméa voidaankin siis tarkastella ku-
vauksen
f(z)

f'(@)
iterointina. Kuvauksen F' kiintopisteessé x patee xg = F'(zg) = xo— ]{c,(é? ,siis f(zo) = xo.
Osoitamme seuraavaksi, etta sopivilla oletuksilla Newtonin meneteiméi antaa hyvan
likiarvon nollakohdalle erittain nopeasti.

r— Fx)=x—
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0.6}

0.2F

-10 -5 I 5 10

0.6F

Kuva 5.1: Fresnelin S-funktio.

Lause 5.26 (Newtonin menetelmé). Olkoon f: I — R kaksi kertaa jatkuvasti differentioi-
tuva. Olkoon Jy C I suljettu ja rajoitettu vdli. Oletetaan, ettd funktiolla f on nollakohta
valilla Jy ja ettd sen derivaatalla ei ole nollakohtaa vdlilld Jy. Olkoon F: Jy — R,

I
@)

Télléin on jokin vili J C Jy C I siten, etti jono F*(z) suppenee kohti funktion f nolla-
kohtaa eksponentiaalisella nopeudella kaikilla x € J.

F(z) =

Todistus. Koska F'(z) = L (j,)(’; /)/2(1), niin funktion F kiintopisteessi xg, joka on funktion
f nollakohta, patee F'(xq) = 0. Siis jokaisella 0 < ¢ < 1 on pisteen zy ympéristo, jossa
pétee |F'(x)| < c. Téassa ymparistossid I on c-kutistava: Differentiaalilaskennan véaliarvo-

lauseen nojalla on & pisteiden xg ja x valissa, jolle pétee
F(x) = F(wo) = F'(§)(z — @o) .

Koska F on jatkuvasti derivoituva ja |F'(zg)| < 1, niin jollain xo-keskiselld vélilla J pétee
|F'(y)] < K <1 jollaisn K kaikille y € J. O

Esimerkki 5.27. Esimerkiksi optiikassa esiintyva Fresnelin S-funktio S: R — R méa-
ritellaédn asettamalla kaikille z € R

S(z) = /Omsin (th) dt .

Etsitdan Newtonin menetelmélla likiarvoa pienimmélle positiiviselle muuttujan x arvolle,

jolla S(z) = % Olkoon siis h = S — % Arvataan kuvien japerusteella, ettd funktion
2

h nollakohta on pisteen xy = 0.8 ldhelld. Olkoon Fj(t) =t — h,(tt)).

Ei ole kovin vaikea tarkastaa, ettd Newtonin menetelméssa kaytettava kuvaus

Fi(x) =t (S(x) - ;) cot ”;2
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I 0.8 /10/ 1.2 1.4
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Kuva 5.2: Fresnelin S-funktion %—arvon etsiminen Newtonin menetelmalld graafisesti.

toteuttaa |F}(z)| < 1 vililld [0.8,1.2]. Koska funktion S nollakohta z, on talld vililla,
pétee |0.8 — x| < 0.4. Lauseen nojalla patee

11
Fk(0.8) — < = — <0.001
|F}7(0.8) %o|_52k<000
kun k£ > 8.

Kokeilemalla nahdéaéan, etté iteraatit suppenevat kohti nollakohtaa huomattavasti no-
peammin kuin edelld arvioitiin:

KT 1 0] 0]
0.8 —0.251 1.09687
1 | 1.09687 0.0335346 1.06156
2 | 1.06156 | —0.000585372 | 1.06215
31 1.06215 | —1.18172 1077 | 1.06215

Kolmas ja neljas iteraatti antavat siis saman arvon viiden desimaalin tarkkuudella. Nayt-
tda siltd, ettd likiarvo jonon (EFF(z0))ren raja-arvolle on 16ytynyt ja ettd se on funktion h
nollakohta.

Esimerkki 5.28. Olkoon f: E! x E® — E" on M-Lipschitz ja olkoon § < ﬁ Picardin
operaattori 2, ,C%([a — d,a + 8], R") — C°([a — 4, a + 4], E™) médiritelliéin asettamalla

Pos(@)0) = b+ [ fls,0(5))ds
kaikille ¢ € C°([a — 6, a + 6], R™). Nyt
1220(0) = Zasl)loo = max, | [[(£(5.0(5)) = £ 0(5))ds

< mas [11f(s.6() = Fls. ()] ds

t—al<é

<SOMlo—lloo <o —lloo -
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Siis Picardin operaattori on kutistava.
Analyysin peruslauseen nojalla funktio z: Ja — 6, a + J[ on alkuarvotehtévan

{:t = f(t,x),
z(a) =b

ratkaisu, jos ja vain jos se on Picardin operaattorin kiintopiste. Koska operaattori on
kutistava, silld on Banachin kiintopistelauseen nojalla tdsmélleen yksi kiintopiste.

5.5 Kuvauksen raja-arvo

Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon A C X, A # (. Olkoon a € A. Kuvauksella
f: A=Y onraja-arvo b € Y pisteessi a, jos jokaisella € > 0 on § > 0 siten, etté

f((B(a, 5)— {a}) 0 A) C B(b,e).

Jos kuvauksella f: X — Y onraja-arvo b € Y pisteessi a, kiytetadn merkint6jé f(xz) — b,
kun z — a ja lim,_,, f(x) = 0.

Propositio 5.29. Olkoot X ja Y metrisia avaruuksia ja olkoon A C X, A # 0. Olkoon
a € A ja olkoon f: A — Y. Tilloin b = lim,_,, f(z), jos ja vain jos b = limy_,o f(az)
kaikille pisteeseen a suppeneville joukon A alkioista muodostetuille jonoille (ax)72 ;.

Todistus. Oletetaan, ettd b = limy_,, f(ay) kaikille pisteeseen a suppeneville joukon A al-
kioista muodostetuille jonoille (ax)32 ;. Jos b ei ole funktion f raja-arvo pisteessi a, niin
on € > 0 siten, ettd jokaisella k € N — {0} on @y € B(a, )N A, jolle f(ay) ¢ B(,5.
Talloin @, — a, kun k — oo mutta f(ay) ei suppene raja-arvoon b vastoin oletusta.
Toinen suunta todistetaan kuten Lemma [5.9 O]

5.6 Osajonot

Olkoon a: N — A jono ja olkoon i: N — N kasvava injektio. Kuvaus a o i on jonon
a osajono. Kun jonolle a kdytetaan merkintdd a = (a,)nen, osajonolle a o i kdytetaan
merkintdd a o i = (G, )ken, MisSa an, = a;x) = a(i(k)).

Esimerkki 5.30. Olkoon a;, = (—1)* € E'. Olkoot 7,5: N — N kuvaukset i(k) = 2k
ja j(k) = 2k + 1. T&ll6in a o ¢ on parillisten indeksien osajono (agx)ren, joka on téssi
tapauksessa vakiojono 1 ja a o j on parittomien indeksien osajono (aggi1)ken, joka on
tassa tapauksessa vakiojono —1.

Lemma 5.31. Suppenevan jonon osajonot ovat suppenevia ja niilld on sama raja-arvo.
Cauchyn jonon osajonot ovat Cauchyn jonoja.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

Lemma 5.32. Olkoon ()32, Cauchyn jono, jolla on suppeneva osajono. Tdlldin jono
()32, on suppeneva ja sen raja-arvo on sama kuin osajonon raja-arvo.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
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Harjoitustehtavia

5.1. Osoita, ettd suppenevat jonot ovat Cauchyn jonoja.
5.2. Osoita, ettd Cauchyn jonot ovat rajoitettuja.
5.3. Todista Lemma (.7

5.4. Olkoot (zx)72; ja (yx)7>,; suppenevia jonoja normiavaruudessa V' ja olkoot (A\g)p2
ja (ug)72, suppenevia reaalilukujonoja. Osoita, etté

lim (A\gxp + pryr) = lim A, lim 2 + lim gy lim oy
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

5.5. Osoita, ettd E" on tdydellinen[]
5.6. Onko Ranskan rautatieavaruus (R?, dsxcr) téydellinen metrinen avaruus?
5.7. Osoita, ettd tasaisesti jatkuva kuvaus kuvaa Cauchyn jonot Cauchyn jonoiksi.

5.8. Olkoon X taydellinen metrinen avaruus. Olkoot X D E; D Fy D --- epéatyhjia
sisakkaisid suljettuja joukkoja. Oletetaan, ettd diam(Ey) — 0, kun k£ — co. Osoita, etté

Fj Ek = {1’0}

jollain z¢ € X.

5.9. Anna esimerkki homeomorfisista metrisistd avaruuksista X ja Y siten, ettd X on
taydellinen ja Y ei ole taydellinen.

5.10. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja olkoon A C X, A # (). Olkoon a € A ja
olkoon f: A — Y siten, ettd b = lim,_,, f(x). Osoita, ettd b = limy . f(ay) kaikille
pisteeseen a suppeneville joukon A alkioista muodostetuille jonoille (ax)%2 ;.

5.11. Todista Lemma [5.311

5.12. Olkoon (zj)7; Cauchyn jono, jolla on suppeneva osajono. Osoita, etta jono (xy)32,
on suppeneva.

Olkoot (X, dx) ja (Y,dy) metrisida avaruuksia ja olkoon M > 1. Kuvaus F': X — Y on
M-bi-Lipschitz-kuvaus, jos kaikille xq, x5 € X pétee

dX(SCh 962)

M S dy(F(ZEl),F([EQ)) S de({lfl,afg) .

Jos F' on M-bi-Lipschitz-kuvaus jollakin M > 1, niin se on bi-Lipschitz-kuvaus.

5.13. Osoita, ettd surjektiivinen bi-Lipschitz-kuvaus on homeomorfismi

5.14. Olkoon X taydellinen metrinen avaruus ja olkoon Y metrinen avaruus. Osoita,
ettd Y on taydellinen, jos on surjektiivinen bi-Lipschitz-kuvaus F': X — Y.

5Katso Esimerkki
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Luku 6

Kompaktius

6.1 Kompaktit joukot

Kokoelma (Uj);e; on joukon B peite, jos B C Uje; U; ja se on avoin peite, jos joukot
U; ovat avoimia. Peite on direllinen, jos indeksijoukko J on &érellinen. Jos J' C J, niin
peite (U;);jes on peitteen (Uy),ec; osapeite.

Esimerkki 6.1. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon xy € X. Kokoelma (B(zg,7))>0
on metrisen avaruuden X avoin peite. Kokoelma (B (g, n))nen—{o} on peitteen (B(xo,7))r>0
osapeite.

Metrisen avaruuden X osajoukko A on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteell&
on darellinen osapeite.

Esimerkki 6.2. (1) Aérelliset metriset avaruudet ovat kompakteja.
(2) Metrinen avaruus E™ ei ole kompakti koska sen avoimella peitteelld (B(0,7)),~0 ei
ole aarellista osapeitetta: Peitteen pallot ovat sisakkaisié, joten jokaiselle aarelliselle J C
[0, o[ pétee

U B(0,j) = B(0,max J) ¢ E".

jeJ
(3) Olkoon A &éreton joukko. Diskreetti metrinen avaruus (A, d) ei ole kompakti koska
sen avoimella peitteella {{a} ta € A} ei ole avointa osapeitetta.

(4) Osoitamme luvussa [6.3] ettd euklidisen suoran E! suljetut rajoitetut vélit ovat kom-
pakteja.
Propositio 6.3. Kompakti joukko on suljettu ja rajoitettu.

Todistus. Olkoon K C X kompakti. Se, ettd joukon K tulee olla rajoitettu todistetaan
samalla tavalla kuin Esimerkissd [6.2/(2) osoitettiin, ettd E" ei ole kompakti.

Osoitetaan sitten, ettd K on suljettu. Olkoon z € X — K. Olkoon Uy = X — B(z, 1).
Kokoelma (Uy)ren—{o} on kompaktin joukon K avoin peite. Siis on n € N, jolle pétee
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K c U,, joten B(z, %) C X — K. Siis x on joukon K komplementin sisapiste, joten K on

suljettu. O

Luvussa [6.3] todistamme Heinen ja Borelin lauseen, jonka mukaan euklidisen avaruu-
den osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu. Tama kompaktien
joukkojen luonnehdinta ei pade yleisesti.

Esimerkki 6.4. (1) Diskreetti metrinen avaruus on suljettu ja rajoitettu mutta Esimer-
kissé huomasimme, etté se ei ole kompakti, jos se ei ole aérellinen

(2) Metrinen avaruus (]0,1], dg) on suljettu] ja rajoitettu. Kokoelma

(2 -

on joukon |0, 1] avoin peite, jolla ei ole ddrellistd osapeitettd: Jos n > m, niin ]i,
J+,1], joten jokaiselle aérelliselle osajoukolle J C N — {0} pitee

U]l.,@ :] L J,@ ¢ 10,1].

jer 1 max

1] C

Propositio 6.5. Olkoon X metrinen avaruus.
(1) Jos X on kompakti ja E C X on suljettu, niin E on kompakti.
(2) Jos K C X on kompakti ja E C X on suljettu, niin E N K on kompakti.
(8) Jos Ey, Fs, ..., E, C X ovat kompakteja, niin Up_, Ex on kompakti.

(4) Jos A # 0 ja joukot E, C X ovat kompakteja kaikilla o € A, niin Noca Ea on
kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
Lause 6.6. Kompakti metrinen avaruus on separoituva.

Todistus. Olkoon K kompakti. Joukon K peitteelld (B(z, %)%K) on aarellinen osapeite
B(@g1, 5)ss- -« B(Thny, ). Joukko {zy; : k € N, 1 < j < ny} on numeroituva tihed
osajoukko. O

Propositio 6.7. Kompaktin metrisen avaruuden jokaisella ddarettomdalla osajoukolla on
kasautumispiste.

Todistus. Olkoon K kompakti metrinen avaruus ja olkoon A C K joukko, jolla ei ole
kasautumispisteita. Jokaisella x € K on r, > 0 siten, etta

B(z,r,)NAC{z}.

Avaruuden K avoimella peitteelld (B(x,7,)).cx on dérellinen osapeite. Siis joukko A on
aarellinen. 0

Seuraus 6.8. Kompakti metrinen avaruus on tdydellinen.

1Koska koko avaruus on suljettu osajoukko.
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Todistus. Harjoitustehtéva. Seuraa Propositiosta [6.7] ja Lemmasta [5.32 O

Metrisen avaruuden X osajoukko A on jonokompakti, jos jokaisella jonolla, jonka alkiot
kuuluvat joukkoon A on osajono, joka suppenee kohti jotain joukon A pistetté.

Lause 6.9 (Lebesguen peitelause). Olkoon J jonokompakti joukko ja olkoon (Uy)aca Sen
avoin peite. Talloin on X\ > 0 siten, ettd jokaiselle x € J on o € A, jolle B(x, \) C U,.

Lebesguen peitelauseen antama luku A on peitteen (Uy)aeca Lebesguen luku.

Todistus. Oletetaan, ettd peitteelld (U,)aca €l ole Lebesguen lukua. Téalloin jokaisella
n € N—{0} on z, € J, jolle B(x,, %) ei ole avoimen joukon U, osajoukko millian o € A.
Jonolla (21)ren—10) on suppeneva osajono (g, );jen—foy, koska J on jonokompakti.

Olkoon 4, = lim;_, 7,;. Koska (Uy)aca On avoin peite, on ay € A ja ro > 0, joille
Too € B(¥,700) C Uy, . Kolmioepéyhtélon nojalla B(wy,, ") C Uy, suurilla j. Mutta
riittavan suurilla j patee % < 3, joten B(xy,, %) C U, suurilla j. TAma on ristiriita. [
Lause 6.10. Metrisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos ja vain jos se on jonokom-
pakti.

Todistus. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon K C X kompakti. Olkoon (yx)ken jono,
jolle pétee yx, € K kaikilla £ € N. Joukon K avoimella peitteelld (B(z, 1)).ex on darellinen
osapeite (B(x%, 1),...B(x, , 1)) Joukko

L ={neN:y, € B(z,,1)}

on ddreton jollain ky € {1,...,ny}. Jonolla (yx)ren on siis osajono (yi;)jen, jolle yi; €
B(z},, 1) jokaisella j € N.

Muodostamme osajonon jonolle (y1;), en samalla tavalla: Joukon K avoimella peitteelld
(B(x, 3))zex on aérellinen osapeite (B(x%, ), ... B(a? 1)) Joukko

ng’ 2

L={ne€l:y € B, ;)}
on adreton jollain ky € {1,...,no}. Jonolla (yix)ken on siis osajono (ya;);en, jolle yo; €
B(x},, %) jokaisella j € N.

Jatkamme induktiolla: Oletetaan, ettd on konstruoitu jono (yni)ren. Joukon K avoi-
,%))eck on darellinen osapeite (B(:lev, 3), ... B, %)) Jonolla
(ynk)ken on siis osajono (Yv+1);)jen, jolle yvi1); € B(aq, . 3) jokaisella j € N. Diagonaa-
lisesti muodostettu alkuperéisen jonon (yx)renosajono (z;j)jen = (y;;)jen on konstruktion
perusteella Cauchyn jono, joten se suppenee Proposition nojalla.

Oletetaan sitten, ettd K on jonokompakti. Olkoon (U,)aca joukon K avoin peite ja
olkoon A sen Lebesguen luku. Joukon K avoimella peitteelld (B(x,\)).ex on &dérellinen
osapeite, silld muuten loyddmme seuraavalla konstruktiolla jonon, jolla ei ole suppenevaa
osajonoa: Valitaan zy € K. Jokaisella n € N valitaan z,.1 € K — Uj_, B(x;,A). Néin

saadulle jonolle patee d(z,,xs) > d kaikilla 7 # s, joten silld ei ole suppenevaa osajonoa.

mella peitteelld (B(z
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On siis N € N ja pisteet 1,2, ..., zy, joille K C UY_, B(z,, \). Oletuksen mukaan
jokaisella 1 <n < N on «, € A, jolle B(x,,\) C U,,. Siis

N N
K c |J B(@p, A) € | Ua,

n=0 n=0
joten (Usy, Uay, - .., Usy) on peitteen (U, )aca ddrellinen osapeite. O
Propositio 6.11. Olkoot X ja Y kompakteja. Tdlloin X XY on kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

6.2 Kompaktit joukot ja jatkuvat kuvaukset

Propositio 6.12. Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.

Todistus. Olkoon f: X — Y jatkuva. Olkoon K C X kompakti. Olkoon (Uj);es joukon
f(K) avoin peite. Téalloin (f~*(U;));jes on kompaktin joukon K avoin peite. Silld on siis
darellinen osapeite (f~(U;));e.. Siis (Uj) ey on joukon K adrellinen peite, joten f(K) on
kompakti. O

Kompaktius on topologinen ominaisuus:

Propositio 6.13. Olkoot X ja Y metrisii avaruuksia ja olkoon h: X — Y homeomor-
fismi. Tdlléin X on kompakti, jos ja vain jos'Y on kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Propositio 6.14. Olkoon K kompakti metrinen avaruus ja olkoon Y metrinen avaruus.
Jos kuvaus f: K =Y on jatkuva, niin se on tasaisesti jatkuva.

Todistus. Olkoon e > 0. Kokoelma (f_l(B(y, g))) oy On avaruuden K avoin peite. Olkoon
Y

d tdméan peitteen Lebesguen luku. Olkoot a,b € K siten, ettd d(a,b) < . Sdteen 0
médritelman nojalla on y € Y siten, ettd a,b € B(a,0) C B(y, 5). Siis

d(f(a), f(b)) < d(f(a),y) —d(y, f(b) <,
joten f on tasaisesti jatkuva. ]

Lause 6.15. Olkoon K kompakti metrinen avaruus ja olkoon Y metrinen avaruus. Jos
f: K =Y on jatkuva bijektio, niin f on homeomorfismi.

Todistus. Olkoon E C K suljettu. Proposition (1) nojalla £ on kompakti. Proposition
nojalla (f~1')~!(E) = f(E) on kompakti ja siis Proposition [6.3| nojalla se on suljettu.
Lauseen (2) nojalla f~! on jatkuva. ]

Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon E C X, E # (). Pisteen 2z € X etdisyys joukosta
E on
d(xz, E) = inf{d(z,e) :e € E}.

Etdisyys joukosta F maédrittelee funktion dgp: X — E! asettamalla dg(z) = d(z, E)
kaikille z € X.
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Lemma 6.16. Kuvaus dg on 1-Lipschitz-jatkuva. Lisiksi d(x, E) = 0, jos ja vain jos
rekE.

Todistus. Harjoitustehtavét [3.8] ja [3.9] O

Propositio 6.17. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon K C X kompakti. Tdlloin jo-
kaisello v € X on zg € K, jolle d(x, K) = d(z, vk).

Todistus. Kuvaus d,: K — E' on Lemman nojalla jatkuva, joten se saavuttaa mini-
minsa jossain pisteessé rx € K. Madritelméan nojalla d(x, K) = d(z, k). O

6.3 Kompaktit joukot euklidisessa avaruudessa

Lause 6.18 (Heinen ja Borelin lause). Fuklidisen avaruuden osajoukko on kompakti, jos
ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu.

Todistus. Lauseen toisen suunnan viite seuraa Propositiosta [6.3] Lauseen nojalla
riittda osoittaa, ettd jokainen euklidisen avaruuden epétyhja suljettu ja rajoitettu joukko
S C E" on jonokompakti.

Olkoon (sg)ken jono, jolle s, € S kaikilla k € N. Koska S on rajoitettu, on M > 0,
jolle pétee S C Iy = [-M, M]" . Jaetaan I, koordinaattihypertasoilla {z € E" : z; = 0}
2" yhtésuureen M-sivuiseen suljettuun n-viliin I7,... ", joiden keskindiset leikkaukset
sisaltyvat koordinaattihypertasoihin. Olkoon I; sellainen naista n-véleista, jolle joukko
{n € N:s, € I} on dédreton. Olkoon (s1;);en jonon (si)ren 0sajono, joka koostuu véliin
I, kuuluvista pisteista.

Jaetaan sitten /; samalla tavalla 2" yhtdsuureen % -sivuiseen n-viliin I3, ... 13" koor-
dinaattihypertasojen kanssa yhdensuuntaisilla hypertasoilla. Olkoon Iy sellainen néistéa
n-véleista, jolle joukko {n € N : s, € I} on adreton. Olkoon (ss;)jen jonon (Si)ken
osajono, joka koostuu valiin Iy kuuluvista pisteista.

Induktiolla saadaan sisdkkaiset suljetut rajoitetut valit Io D I; D Is D ... ja osajonot
(skj)jen, jotka koostuvat véliin I, kuuluvista pisteista jokaisella k € N — {0}. Diagonaali-
sesti pisteistd 2z = sg; muodostettu jono (2zx)ken on jonon (s;);en osajono, joka suppenee
kohti Cantorin leikkauslauseen antamaa pistetta Soo € Nyen Ip N S. H

Seuraus 6.19 (Bolzanon ja Weierstrassin lause jonoille). Euklidisen avaruuden rajoite-
tulla jonolla on suppeneva osajono.

Todistus. Tama véite tuli todistetuksi Heinen ja Borelin lauseen todistuksessa! O

Seuraus 6.20 (Bolzanon ja Weierstrassin lause joukoille). Euklidisen avaruuden ddret-
tomdlld osajoukolla A C E"™ on kasautumispiste. Jos A on suljettu, niin kasautumispiste
on joukossa A.

Todistus. Seuraa Bolzanon ja Weierstrassin lauseesta jonoille. Harjoitustehtava. O]

Lause 6.21 (Weierstrassin lause). Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon K C X kompakti
ja olkoon f: X — E! jatkuva. Tdlloin on xg,y, € K, joille pitee

f(xo) = max{f(z) : x € K}
ja
f(yo) = min{f(x):xz € K}.

13. joulukuuta 2017



50

Kompaktius

Todistus. Proposition nojalla kuvajoukko f(K) C E! on kompakti. Heinen ja Bo-
relin lauseen nojalla se on suljettu ja rajoitettu. Siis sup f(K),inf f(K) € f(K), joten
sup f(K) = max f(K) ja inf f(K) = min f(K). O

Esimerkki 6.22. FEuklidisen avaruuden pallot ja pallopinnat ovat kompakteja Heinen
ja Borelin lauseen nojalla. Lauseen todistuksessa sovelsimme Weierstrassin lausetta
kompaktilla pallopinnalla.

Seuraus 6.23 (Weierstrassin lause). Kompaktilla vdlilld jatkuva funktio saavuttaa suu-
TIMMan ja prentmman arvonsa. [

Harjoitustehtavia

6.1. Ovatko Ranskan rautatieavaruuden (R?, dgncr):m suljetut pallot kompakteja?
6.2. Todista Proposition 6.5 kohdat (1) ja (2).

6.3. Todista Proposition 6.5 kohdat (3) ja (4).

6.4. Osoita, ettd kompakti metrinen avaruus on taydellinen.

6.5. Olkoot X ja Y metrisia avaruuksia ja olkoon h: X — Y homeomorfismi. Osoita,
ettd X on kompakti, jos ja vain jos Y on kompakti.

6.6. Todista Propositio [6.14] suoraan jatkuvuuden méaritelmén avulla kayttaméatta Le-
besguen peitelausetta.

6.7. Todista Seuraus [6.20

6.8. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon ja olkoon K C X kompakti, K # (). Osoita,
ettd on a,b € K, joille pétee
d(a,b) = diam(K).

Olkoot Iy = [0,1] C E!, I = [0, 5] ja If = [3,1]. Valit I} ja I{ ovat siis ne kaksi suljettua

vilid, jotka jadvit jaljelle, kun valistd IQ poistetaan keskeltd avoin véli ]%, %[ Olkoot

1 2 1 2 7 8
0 __ 1 _ 2 _ 3 _
[2 - [07 32] ) 12 - |:3273:| ’ [2 - {3a32:| ) IQ - [3271:|
ne nelji suljettua vilid, jotka jadvit jaljelle, kun véleistd IV ja I} poistetaan keskelté,
avoimet valit, joiden pituus on 3% Jatketaan induktiolla: Vaiheessa n on 2" suljettua valia
10,1t ... I2"~L. Jokaisen vilin I* pituus on 37". Niistd vileistd muodostetaan vaiheen

n + 1 vilit poistamalla jokaisesta keskeltd avoin vili, jonka pituus on 3=+1.
Olkoon

n—1
K,= | I.
k=0
Cantorin %—joukko on
o0 co 27—1
K=NK.= U L.
n=1 n=1 k=0
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Vaihe
0 1
1 2
3 3
................................................................ 1
1 2 7 8
9 9 5 S
________________________________________________________________ - 2
—_— — —_— —_ 3

Kuva 6.1: Cantorin joukon konstruktio

6.9. Osoita, ettd Cantorin joukko on epétyhja kompakti joukko.

6.10. Osoita, ettd Cantorin joukko on ylinumeroituva.
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Luku 7

Y htenaisyys

7.1 Yhtenaiset joukot

Metrinen avaruus X on yhtendinen, jos ei ole avoimia epéatyhjia joukkoja U ja V', joille
pitee U UV = X. Metrisen avaruuden (X, dx) osajoukko E on yhtendinen, jos metrinen
avaruus (E,dx) on yhtendinen.

Metrisen avaruuden X osajoukko E on yhtendinen, jos ja vain jos ei ole avaruuden X
avoimia epatyhjia joukkoja U ja V| joille piatee (UNE) U (VN E) = E.

Esimerkki 7.1. (0) Tyhja joukko on yhtenéinen.
(1) Diskreetti metrinen avaruus on yhtendinen, jos ja vain jos se koostuu yhdesté pisteesté.

(2) Ultrametrinen avaruus on yhtenéinen, jos ja vain jos se koostuu yhdestd pisteesta:
Olkoon X ultrametrinen avaruus ja olkoot x,y € X. Olkoon r > 0 siten, ettd y €
X — B(z,r). Harjoitustehtavissa [2.11] osoitettiin, ettéd B(z,r) on avoin ja suljettu joukko.
Siis X — B(x,r) on avoin X = B(x,r) U (X — B(z,r)).

Usein epayhtenéisyys on helpompi osoittaa kuin yhtendisyys. Luvussa [7.2] selvitdmme
avaruuden E! yhteniiset joukot ja tdméan luvun ja luvun tulosten avulla saamme liséda
esimerkkeja.

Propositio 7.2. Olkoon X metrinen avaruus.

(1) X on yhtendinen, jos ja vain jos ei ole suljettuja epdtyhjii joukkoja F C X ja
G C X, joille pitee FUG = X.

(2) Olkoon A C X yhtendginen ja olkoot U ja V' avaruuden X avoimia osajoukkoja, joille
pitee UNV =0 ja ACUUV. Talloin AC U tai ACV.

Todistus. (1) Avaruus X on erillinen yhdiste avoimista joukoista U ja V', jos ja vain jos
se on erillinen yhdiste suljetuista joukoista U ja V.

(2) Viite on selvésti yhtapitéva yhtendisyyden méaaritelmén kanssa. ]

Seuraava epédyhtenaisyyden karakterisointi on joskus kayttokelpoinen:
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Propositio 7.3. Olkoon X metrinen avaruus. Joukko A C X on epdyhtendinen, jos ja
vain jos on jatkuva surjektio f: A — {0,1}.

Todistus. Oletetaan, ettd A on epédyhtendinen. On siis avoimet joukot U,V C X, joille
ANU#0, ANV #0ja ACUUV. Mééritellian funktio f: A — {0,1} asettamalla

1 ,kunaeU

0 muuten.

)=

Funktio f on surjektio koska A leikkaa molempia joukkoja U ja V. Se on jatkuva koska
f740) ja f71(1) ovat avoimia joukkoja metrisessi avaruudessa A.

Oletetaan, ettd on jatkuva surjektio f: A — {0,1}. Téalloin f~1(0) ja f~*(1) ovat
avoimia epétyhjid erillisid joukkoja, ja A = f~1(0) U f~(1). O

Lemma 7.4. Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon A # 0 ja olkoot Y, yhtendisii osajouk-
koja kaikilla o« € A siten, ettd Nyea Yo # 0. Talloin Uyea Yo on yhtendinen.

Todistus. Olkoot U ja V avoimia erillisia joukkoja, joille patee Uy,eca Yo C UUV. Jokaisellle
joukolle Y, pétee joko Y, C U tai Y, C V Proposition nojalla. Jos Y,, C U jollain
ap € A, niin Y, C U kaikilla o koska Y, NY,, # 0 ja Y, on yhtenéinen. Siis Uyecq Yo C U.
Koska tama péatee kaikille erillisille avoimille joukoille U ja V', seuraa, etta (J,c4 Yo on
yhtendinen. O]

Propositio 7.5. Jos E on yhtendinen ja E C A C E, niin A on yhtendinen. Erityisesti
yhtendisen joukon sulkeuma on yhtendinen.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
Propositio 7.6. Yhtendisen joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on yhtendinen.

Todistus. Olkoot X ja Y metrisia avaruuksia ja olkoon f: X — Y jatkuva. Oletetaan,
etta f(X) ei ole yhtendinen. Talloin on avoimet joukot U,V C Y, joille U N f(X) # 0,
O

VN f(X) #0ja (UN X)) UV NFX)) = FX).

Seuraus 7.7. Olkoot X ja'Y metrisid avaruuksia ja olkoon h: X — 'Y homeomorfismi.
Talloin X on yhtendinen, jos ja vain jos Y on yhtendinen. [

7.2 Yhteniiset joukot avaruudessa E!

Propositio 7.8. Jos A C E! on yhtendinen, niin A =0, A =E! tai A on vdli tai yhden
pisteen joukko.

Todistus. Oletetaan, ettd @ # A G E! ei ole vili eikd yhden pisteen joukko. Talloin on
ai,as € AjabeE!— A joille pitee a; < b < ay. Talloin

A= (An]—o0,b) U (AN]b,0l),
joten A ei ole yhtenéinen. O

Propositio 7.9. Euklidisen avaruus E' ja avarvuden E' vdlit ovat yhtendisid.
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Todistus. Olkoon I C E! vili tai E!. Oletetaan, ettd se ei ole yhtenidinen. Télléin on
avoimet joukot A ja B siten, etta (ANT)U(BNI) =1, ANI # () ja BNI # (). Erityisesti
ona € ANI jabe BNI. Voimme olettaa, ettd a < b.

Koska I on vili, [a,b] C I. Olkoon ¢ = sup(A N [a,b]). Koska A on avoin ja b ¢
A, patee ¢ ¢ U. Siis ¢ € B. Mutta B on avoin ja ¢ < b, joten on r > 0 siten, ettd
le = r,c+r[ = B(e,r) € BN 1. Mutta télléin ¢ — r on joukon A N I ylaraja, joten
sup(ANT) <c—r<c=sup(ANIT), mika on ristiriita. Siis / on yhten&inen. O

Seuraus 7.10 (Bolzanon lause). Olkoon f: [a,b] — E! jatkuva funktio, jolle f(a)f(b) <
0. Talloin on ¢ € la,b], jolle pitee f(c) = 0.

Todistus. Proposition nojalla véli [a,b] on yhtenédinen. Proposition nojalla kuva-
joukko f([a,b]) on yhtenéinen, joten se on véli tai piste. Oletuksen nojalla kuvajoukossa
on enemman kuin yksi piste, joten f([a,b]) on vali. Oletuksen nojalla f(a) > 0ja f(b) >0
tai painvastoin, joten kuvajoukossa, joka on vali, on positiivisia ja negatiivisia lukuja. Siis

0 € f([a,b]). 0

7.3 Polkuyhtenaisyys

Olkoon X metrinen avaruus. Jatkuva kuvaus kompaktilta vililtd I C E! avaruuteen X on
polku. Polku 7y: [a,b] — X yhdistdi pisteet 21 € X ja xo € X, jos {v(a),v(b)} = {z1, z2}.
Polku ~: I — X yhdistaa pisteet 1 € E ja xy € E joukossa E C X, jos v yhdistaé pisteet
x1 ja xo jay(I) C E. Polun v: I — X jalki on |y| = y(I).

Joukko F C X on polkuyhtendinen, jos kaikille x,y € E on polku, joka yhdistaa ne
joukossa E.

Propositio 7.11. Jos E on polkuyhtendinen, niin se on yhtendinen.

Todistus. Suljettu vali on Proposition [7.9 nojalla yhtenédinen. Polun kuva on yhteniinen
Proposition nojalla. Olkoon xy € E. Jokaisella z € E on polku ~,, joka yhdistdé

pisteet zo ja x. Siis E = U |v.] ja 20 € N |72/, joten E on yhtendinen Lemman
el el
nojalla.

Propositio 7.12. Polkuyhtendisen joukon kuva jatkuvalla kuvauksella on polkuyhtendi-
nen.

Todistus. Olkoot X ja Y metrisia avaruuksia ja olkoon F: X — Y jatkuva. Olkoon
A C X polkuyhtenéinen. Olkoot y, z € F'(A). Talloin on pisteet ya, 24 € A, joille patee
F(ya) = y ja F(za) = z. Koska A on polkuyhtendinen, on polku v: [0,1] — A, joka
yhdistaa pisteet y4 ja z4 joukossa A. Polku F' o~ yhdistéda pisteet y ja z. [

Esimerkki 7.13. E" on polkuyhtendinen kaikilla n € N — {0}: Olkoot A, B € E™.
Olkoon j: [0,1] — E™ kuvaus

jt) = A+t(B—A).

Talloin j on selvésti jatkuva ja sille patee j(0) = A ja j(1) = B.
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Esimerkki 7.14. Pallon pinta S(0,1) C E" on polkuyhtendinen: Olkoot A, B € E",
|All = ||1B|| =1, A # £B ja olkoon js 5: R — S(0,1) kuvaus

B — (A|B)A
1 - (A|B)?

jap(t) =Acost + sint.

Talloin ja p on selvésti jatkuva ja sille pétee ja pj(0) = A ja jap(arccos(A | B)) = B,
joten ja B|[0,amcos( A1) on polku, joka yhdistaa pisteet A ja B.

Kuvaus j4 p parametrisoi yksikésitteisen isoympyran, jolla pisteet A ja B ovat. Huo-
maa, ettd ja p(m) = —A, joten ja gl on polku, joka yhdistad pisteet A ja —A.

Seuraus 7.15. Avaruudet E! ja E™ eivit ole homeomorfisia, jos n > 2.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Esimerkki 7.16 (Topologin sinikdyréd). Joukko

Sy = {(t,sin (1)) > 0}

on polkuyhtenéinen koska se on polkuyhtenéisen joukon [0, co] kuva jatkuvalla kuvauksella
g:[0,00] — E% g(t) = (t,sin (%)) Topologin sinikayrd on joukko

S =5,U{0}.

Kuva 7.1: Topologin sinikayra

Proposition [7.5{ nojalla topologin sinikayra on yhtenéinen, koska
S C S C Sy=SyU ({0} x [_1,1]).

Joukkoa Sy kutsutaan suljetuksi topologin sinikéyriksi. Harjoituksissa osoitetaan, ett
suljettu topologin sinikayré ei ole polkuyhtenainen.
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7.4 Relatiivitopologiaa

Metrisen avaruuden (X, dx) osajoukko E on yhteniinen tdsmélleen silloin, kun metrinen
avaruus (F,dx) on yhtendinen. Tam4 johtuu seuraavasta havainnosta:

Propositio 7.17. Olkoon (X, dx) metrinen avaruus ja olkoon E C X epdtyhjd osajoukko.
Joukko Ug C E on avoin metrisessi avaruudessa (E,dx), jos ja vain jos on avoin joukko
U metrisessa avaruudessa (X, dx), jolle Ug = U N E.

Todistus. Todistuksen selventamiseksi kdytamme merkintoja
Bg(e,r) ={x € E : dx(z,e) <r}
ja
Bx(e,r) ={x € X :dx(z,e) <r}.

Olkoon Ug subset E avoin. Jokaisella e € Ug on siis r. > 0, jolle Bg(e,r.) C Ug. Metrisen
avaruuden X osajoukko U = U, Bx (e, r.) on avoin ja sille pitee U N E = Fg.

Jos taas U on avoin avaruudessa (X, dx), niin jokaiselle e € ENU on r, > 0, jolle
Bx(e,r.) C U. Koska Bg(e,r.) = Bx(r,e) N E, saadaan Bg(e,r.) C U N E jokaisella
e € UNE,joten UN E on avoin avaruudessa (F,dx). O

Harjoitustehtavia
7.1. Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon E C X yhtendinen joukko ja olkoon x € OF.
Osoita, ettd £ U {z} on yhteniinen.

7.2. Olkoon X metrinen avaruus. Olkoon £ C X yhtenéinen joukko ja olkoon F' C X
joukko, jolle pitee E C F' C E. Osoita, ettd F on yhteniinen.

7.3. Osoita, ettd maapallolla on vastakkaiset pisteet, joissa on sama léimpétilaE]
7.4. Osoita, ettd E" — {0} on polkuyhteniinen, jos n > 2.
7.5. Osoita, ettd avaruudet E! ja E" eivit ole homeomorfisia, jos n > 2.

7.6. Osoita, ettd suljettu topologin sinikéyré ei ole polkuyhteniinen |

! Ajatellaan, etté limpotila on jatkuva funktio f: S(0, R) — E!. Tarkastele funktiota g: S(0, R) — E*,
g9(x) = f(z) = f(-z).

2Kysymysti voi lihestyd esimerkiksi néin: Olkoon v: [0, 1] — S polku, jolle pitee v(0) = 0 ja y(1) # 0.
Olkoon p,: E? — E! projektio ensimmaiselle koordinaatille. Kuvaus p; o v on polku. Voidaan olettaa,
ettd 0 = max{t € [0,1] : p; oy(¢t) = 0}. Mit& voit péételld vilien [0, ] kuvajoukoista?
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Luku 8

Topologiset avaruudet

Topologian kurssin ensimmaéisessa luvussa madritelladn topologiset avaruudet ja tutustu-
taan joihinkin esimerkkeihin. Méarittelemme topologisten avaruuksien tilanteessa monia
metrisista avaruuksista tuttuja kasitteitd ja niiden yhteydesséd myos muutamia uusia hyo-
dyllisia kasitteita kuten Hausdorffin avaruudet ja topologioiden vertailun.

8.1 Topologia, avoimet ja suljetut joukot

Olkoon X # (). Joukon X potenssijoukon’| osajoukko 7 on joukon X topologia, jos silld
on seuraavat kolme ominaisuutta

(1) DeTjaXer.
(2) Jos Uy, Us,...,Uyx € 7, niin N, Uy € 7.
(3) Jos A # 0 ja U, € 7 kaikilla o € A, niin Upes Uy € 7.

Pari (X,7) on topologinen avaruus. Joukon 7 alkiot ovat topologisen avaruuden
(X, 7) avoimia joukkoja. Joukko F' C X on suljettu, jos sen komplementti on avoin.
Jos x € U € 7, niin U on pisteen x (avoin) ymparisto.

*Maaritelty Harjoitustehtavissa

Esimerkki 8.1. Koko avaruus X ja tyhja joukko ) ovat avoimia ja suljettuja joukkoja
topologisessa avaruudessa X .

Esimerkki 8.2. Luvussa mééritelty metrisen avaruuden (X, d) topologia
7(X,d) ={U C X : U on avoin}
on Proposition nojalla topologia. Téta topologiaa sanotaan metriseksi topologiaksi.

Topologinen avaruus. (X, 7) on metristyvd, jos joukolla X on metriikka d siten, etta
T =71(d).
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Metrisessa avaruudessa on jokin kiinnitetty metriikka. Metristyvan avaruuden topolo-

gia on jonkin metriikan maardama mutta valttamatta ei ole selvaé, onko jokin mahdolli-
sista metriikoista erityisen merkittava.
Esimerkki 8.3. Epéatyhjin joukon X # () minitopologia eli karkea topologia {0, X} ja
diskreetti topologia (X)) ovat selvésti topologioita. Kutsumme topologista avaruutta
(X, {0, X}) karkeaksi topologiseksi avaruudeksi ja topologista avaruutta (X, (X)) dis-
kreetiksi topologiseksi avaruudeksi. Diskreetissa topologisessa avaruudessa kaikki osajou-
kot ovat avoimia ja suljettuja.

Diskreetti topologia on diskreetin metrisen avaruuden (X, ¢) metrinen topologia. Huo-
maamme luvussa[8.2] ettd karkea metrinen avaruus ei ole metristyvé, jos siind on enemméan
kuin yksi piste.

Esimerkki 8.4. Kokoelma {@, {0}, {0, 1}} on topologia joukossa {0,1}. Topologinen

avaruus ({0, 1}, {@, {0}, {0, 1}}) on Sierpinskin topologinen avaruus. Tassa topologisessa
avaruudessa yhden pisteen joukko {1} on suljettu joukko, joka ei ole avoin ja yhden pisteen
joukko {0} on avoin joukko, joka ei ole suljettu.

Esimerkki 8.5. Kolmen alkion joukolla X = {1,2,3} on 29 topologiaa. Karkean topo-
logian {(), X} ja diskreetin topologian &2(X) liséksi esimerkiksi {0, {1}, X'} on topologia.
Kaikki topologiat ovat joukon &?(X) osajoukkoja. Joukossa Z(Z?(X)) on 256 alkioita,
joista siis vain pieni osa on topologioita.

Propositio 8.6. Olkoon (X, T) topologinen avaruus ja olkoon E C X epdtyhjd osajoukko.
Kokoelma

Tle={UNE:Ue€crT}
on joukon E topologia.

Todistus. Huomataan ensin, ettd ) = ENQ € 7|p koska ) € 7 ja £ = ENX € 7|
koska X € 7. Olkoot sitten Uy, ... U, € 7|g. Talloin on U; € 7, joille U; = ENU; kaikille
1 <75 < N.Nyt

ﬂ ﬂUmE (NT)NEE€r|g,

koska }_, (7j € 7. Vastaavasti, jos U, € 7|p kaikilla o € A, niin
UUs=UJU.nE)=(JU)NEET|5,

a€cA acA aEA

koska Uqyeca U, et [

Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja olkoon E C X epétyhja osajoukko. Joukon E topo-
logia 7|g on topologisen avaruuden X méaaradma joukon E relatiivitopologia eli indusoitu
topologia.

Propositio 8.7. Olkoon X topologinen avaruus. Olkoon B indeksijoukko ja olkoot Fg C
Xsuljettuja osajoukkoja kaikilla 5 € B. Tdalloin

(1) Npep F3 on suljettu.
(2) jos B on ddrellinen, niin Ugep F on suljettu.

Todistus. Kuten Propositio [2.6, Harjoitustehtéava. O
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8.2 Hausdorffin avaruudet

Topologinen avaruus (X, 7) on Hausdorffin avaruus, jos kaikilla z,y € X on erilliset
avoimet ymparistot U > x ja V' 3 y. Talloin 7 on Hausdorffin topologia joukossa X.

Propositio 8.8. Metrinen avaruus on Hausdorffin avaruus.

Todistus. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoot =,y € X, x # y. Talléin d(z,y) > 0.
Kolmioepéayhtéalon avulla nahdaan helposti, etta B(z, @) ja By, @) ovat pisteiden
x ja y erilliset ymparistot. O]

Seuraus 8.9. Metristyvd avaruus on Hausdorffin avaruus. ]

Seurauksen |8.9 nojalla karkea metrinen avaruus ei ole metristyvé, jos siinéd on enemman
kuin yksi piste.

Propositio 8.10. Yhden pisteen muodostamat joukot ovat suljettuja Hausdorffin avaruu-
dessa.

Todistus. Olkoon X Hausdorffin avaruus ja olkoon z € X. Jokaisella y € X — {z} on
pisteen yavoin ympaéristo U, siten, ettd x ¢ U,. Siis

X—{at= U W= U U

yeX—{x} yeX—{z}
on avoin. O

Esimerkki 8.11. Esimerkissa [8.4] tarkasteltu Sierpinskin avaruus ei ole Hausdorffin ava-
ruus koska pisteen 1 ainoa ympéristé on koko avaruus X = {0, 1}.

Esimerkki 8.12. Olkoon 0* piste, joka ei ole reaalilukujen joukon R alkio. Maéaritellaén
topologia 7 joukossa X = R U {0*} asettamalla

T=7EYU{{0IUV —{0}): VerE), 0e VIU{{0"}UV:V er(E), 0€V}.

Pisteilla 0 ja 0* ei ole erillisid ympérist6ja topologisessa avaruudessa (X, 7). Kaikki ava-
ruuden (X, 7) yhden pisteen joukot ovat suljettuja. Siis Proposition kéanteinen véite
ei pade.

8.3 Topologioiden vertailua

Olkoot 71 ja 7o topologioita joukolla X # (). Jos 7y C 7o, niin 7 on karkeampi topologia
kuin 75 ja 75 on hienompi topologia kuin 7.

Esimerkki 8.13. (1) Joukon X diskreetti topologia on hienoin topologia joukossa X.
(2) Joukon X karkea topologia on karkein topologia joukossa X.

(3) Joukon kaikkia topologioita ei voi yleensé verrata toisiinsa. Esimerkiksi joukon {0, 1}
topologioista {(7), {0}, {0, 1}} ja {@, {1}, {0, 1}} eivit ole toistensa osajoukkoja.
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Propositio 8.14. Olkoot 1, ja 5 topologioita joukolla X # (). Olkoon 7 hienompi kuin
Ty. Tdlloin, jos (X, T2) on Hausdorffin avaruus, niin (X, 1) on Hausdorffin avaruus.

Todistus. Olkoot z,y € X, x # y. Koska (X, 7y) on Hausdorffin avaruus pisteilld z ja
y on erilliset avoimet ymparistot U,V € 7. Oletuksen mukaan U,V € 7, joten ne ovat
pisteiden x ja y erilliset ymparistot avaruudessa (X, 7). Siis (X, 72) on Hausdorffin ava-
ruus. [

Esimerkki 8.15. Lauseke .
Il = [ 1) ae
méirdd normin avaruudessa C°([0, 1], E'). Olkoon d; normin || - ||; madrdiaméa metriikka

ja olkoon d normin || - ||o médrdimé metriikka avaruudessa C°([0, 1], EY) [
Lasku osoittaa, etté

1 1
1A= [ 1701 < [l oesdt = 1l

kaikille f € C°([0,1],E"). Siis By_(0,7) C By, (0,7) ja normiavaruuden ominaisuuksien
nojalla By, (g,7) C By, (g,7) kaikilla g € C°([0,1], E') ja 7 > 0. Tdmén havainnon avulla
osoitamme harjoitustehtéavéssa etta

7(C°([0,1],EY), dy) € 7(C°([0, 1], E), dwo) .

Toisaalta avoin pallo By (0,1) ei ole avoin avaruudessa (C°([0, 1],[E'), d;) koska seu-
raava havainto osoittaa, etti 0 ei ole joukon By (0, 1) sisépiste téssé avaruudessa: Olkoot
fr € C°([0,1], EY), fu(t) = t* kaikilla k € N. Talléin || ]| = k%rl, joten suurilla indekseil-
la fi € By, (0,€) milla tahansa € > 0. Kuitenkin || fx||cc = 1, joten fi ¢ By (0, 1) kaikilla
k € N. Siis topologia 7(C°([0, 1], E!), ds,) on aidosti hienompi kuin 7(C°([0, 1], E'), d;).

8.4 Jatkuvat kuvaukset

Maarittelemme topologisten avaruuksien vélisten kuvausten jatkuvuuden siten, etta met-
risten avaruuksien tapauksessa mééritelmé on sama kuin luvussa [3

Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia ja olkoon zq € X. Kuvaus f: X — Y
on jatkuva pisteessi xg, jos jokaiselle pisteen f(zg) ymparistolle V' > f(zq) on pisteen x
ymparistd U 3 x siten, etta f(U) C V. Kuvaus f on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa
pisteessa r € X.

Propositio 8.16. Metristen avaruuksien vilinen kuvaus f: (X,dx) — (Y,dy) on jatku-
va, jos ja vain jos f: (X, 7(X,dx)) = (Y, 7(Y,dy)) on jatkuva.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
Lause 8.17. Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia.

(1) Kuvaus f: X —Y on jatkuva, jos ja vain jos f~(U) on avoin jokaiselle avoimelle
joukolle U C Y.

'Katso luvut [1.2] ja
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(2) Kuvaus f: X —Y on jatkuva, jos ja vain jos f~1(F) on suljettu jokaiselle suljetulle
joukolle ' C Y.

Todistus. Harjoitustehtavé, kuten Lause [3.5] [

Esimerkki 8.18. Olkoon X diskreetti topologinen avaruus ja olkoon Y karkea topo-
loginen avaruus. Olkoon Z topologinen avaruus. Talloin kaikki funktiot f: X — Z ja
g: Z — Y ovat jatkuvia.

Propositio 8.19. Olkoot 1, ja 5 topologioita joukolla X # (). Identtinen kuvaus
id: (X, 1) = (X, 79)
on jatkuva, jos ja vain jos T, on hienompi kuin To.

Todistus. Avoimen joukon U € 7, alkukuva identtisessi kuvauksessa on avoin, jos ja vain
jos U € 1. O

Lemma 8.20. Olkoot X1, X5, X3 topologisia avaruuksia. Jos F: X1 — X5 ja G: X — X3
ovat jatkuvia kuvauksia, niin G o F' on jatkuva kuvaus.

Todistus. Olkoon W C X3 avoin joukko. Koska G on jatkuva, G~'(W) C X, on avoin
Lauseen nojalla. Koska F' on jatkuva, (Go F)~' (W) = F~}(G~Y(W)) C X, on avoin
Lauseen nojalla. Siis G o F' on jatkuva Lauseen nojalla. m

Olkoot X7 ja X5 topologisia avaruuksia. Bijektio F': X; — X5 on homeomorfismi, jos F
on jatkuva ja F~! on jatkuva.

Propositio 8.21. Homeomorfismien yhdistetty kuvaus on homeomorfismi. Homeomorfis-
min kddanteiskuvaus on homeomorfismi. Homeomorfismi kuvaa avoimet joukot avoimiksi
ja suljetut joukot suljetuiksi.

Todistus. Kuten metrisille avaruuksille Luvussa A.1] O

8.5 Jonot

Topologisen avaruuden suppenemiskésite maaritellaén niin, etta se antaa metrisen ava-
ruuden metrisessé topologiassa saman kasitteen kuin luvussa [5| maaritelty suppeneminen
metrisessa avaruudessa.

Topologisen avaruuden (X, 7) jono (xy)3, suppenee kohti pistetta xo € X, jos jokaisella
pisteen zy avoimella ymparistolla U € 7 on Ny € N siten, etta x;, € U kaikilla k > Ny. Jos
jono (x,)32, suppenee kohti pistetta z € X, kdytetadn merkintdé x,, — x, kun x — oo.

Propositio 8.22. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Jono (xy)ren suppenee kohti pistettd
a € X metrisessi avaruudessa (X,d), jos ja vain jos se suppenee kohti pistettd a € X
topologisessa avaruudessa (X, (X, d)).

Todistus. Harjoitustehtéva. O
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Esimerkki 8.23. (1) Esimerkissi[8.4] tarkastellussa Sierpinskin avaruudessa vakiojono 0
suppenee kohti pisteita 0 ja 1. Topologisen avaruuden jono voi siis supeta kohti useampaa
kin yhtd raja-arvoa. Sen sijaan vakiojono 1 suppenee kohti pistettd 1 mutta ei kohti
pistetta 0.

(2) Karkeassa topologisessa avaruudessa mikéd tahansa jono suppenee kohti jokaista pis-
tetta.

Propositio 8.24. Hausdorffin avaruudessa jonon raja-arvo on yksikasitteinen.
Todistus. Harjoitustehtéva. O]
Lemma 8.25. Jatkuva kuvaus kuvaa suppenevat jonot suppeneviksi jonoiksi.

Todistus. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Olkoon (z)72; jono, joka suppenee kohti
pistetta x avaruudessa X. Olkoon f: X — Y jatkuva.

Olkoon U pisteen f(x) ympéristo. Jatkuvuuden nojalla on pisteen z ympéristd V' siten,
ettd f(V) C U. Raja-arvon mééaritelmin nojalla on N € N siten, ettd z; € V kaikilla
k > N. Siis kaikilla k > N pétee f(zy) € f(V) C U, joten f(zx) = f(z), kunk — co. O

Harjoitustehtavia

8.1. Anna esimerkkejé joukon {1,2,3} topologioista, joissa on 4, 5 ja 6 avointa joukkoa.

8.2. Olkoot 7, j € J joukon X # () topologioita. Osoita, ettd 7 = (;c;7; on joukon
X topologia.

8.3. Olkoon X joukko ja olkoon p € X. Osoita, ettd kokoelma
={FeZX):pe E}U{0}

on topologia. Onko se Hausdorffin topologia?
Topologia 7, on joukon X erityispistetopologia, jonka erityispiste on p.
8.4. Olkoon X &areton joukko. Osoita, ettd kokoelma

Teot ={U C X : #(X = U) < o0} U {0}
on joukon X topologia. Onko se Hausdorffin topologia?
Topologia 7. on joukon X adarellisen komplementin topologia eli kofiniitti topologia.

8.5. Todista Propositio [8.7]

8.6. Osoita, ettd kaikki adrelliset Hausdorffin avaruudet ovat diskreetteja topologisia
avaruuksia.

8.7. Osoita, ettd metrisen avaruuden (C°(]0,1],EY), d;) avoimet joukot ovat avoimia
metrisessd avaruudessa (C°([0, 1], E), duo)

2Esimerkki
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8.8. Todista Propositio [8.16]
8.9. Osoita, ettéd jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus on jatkuva.

8.10. Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Osoita, ettd kuvaus f: X — Y
on jatkuva, jos ja vain jos f~1(U) on avoin jokaiselle avoimelle joukolle U C Y.

8.11. Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Osoita, ettd kuvaus f: X — Y
on jatkuva, jos ja vain jos f~'(F) on suljettu jokaiselle suljetulle joukolle F' C Y.

8.12. Olkoon X topologinen avaruus, jossa on erityispistetopologia, jonka erityispiste
on p € X. Olkoon z € X ja mééritellddn kuvaus ~,: [0,1] — X asettamalla v,(1) = z ja
v(t) = p, kun t € [0, 1[. Osoita, etta v, on jatkuva.

8.13. Osoita, ettd Hausdorffin avaruudessa jonon raja-arvo on yksikésitteinen.
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Luku 9

Joukkojen topologisia ominaisuuksia

Tasséa luvussa tarkastelemme ensin topologisten avaruuksien yhteydessa samoja késittei-
ta kuin metristen avaruuksien kurssin luvussa [2.3] Huomaamme, ettd metrisen avaruuden
joukon sulkeuman karakterisointi jonojen avulla ei yleisty kaikille topologisille avaruuksil-
le. Luvun lopuksi tarkastelemme avointen tiheiden joukkojen leikkauksia ja todistamme
version Bairen lauseesta.

9.1 Sisus, reuna ja sulkeuma

Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Olkoon A C X. Piste a € A on joukon A sisapiste, jos
on jokin pisteen a avoin ympéristo V, jolle V' C A. Joukon A komplementin sisépiste on
joukon A ulkopiste. Jos z € X ei ole joukon A ulkopiste eiké sisépiste, niin se on joukon
A reunapiste. Joukon A

e sisipisteiden joukko (int A), = int A on joukon A sisus.
e ulkopisteiden joukkoa merkitddn (ext A), = ext A.

e reunapisteiden joukko on (0A), = 0A.

Propositio 9.1. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon A C X. Joukon A sisus ja
ulkopisteiden joukko ovat avoimia ja sen reuna on suljettu. Lisaksi patee

X=intAUOAUextA. (9.1)

Todistus. Kuten Propositio [2.8] Harjoitustehtava.
[l

Lemma 9.2. Olkoon X topologinen avaruus. Piste x € X on joukon A C X reunapiste,
jos ja vain jos jokaiselle pisteen x ymparistolle V pitee VA #£Q ja VN (X — A) # (.

Todistus. Tamé on selvaa maaritelmista. O
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Olkoon X topologinen avaruus. Osajoukon £ C X sulkeuma on pienin suljettu joukko,

joka sisaltda joukon E:
(E),=E= (] F.

FOFE
F' suljettu

Esimerkki 9.3. (1) Olkoon X &éreton joukko. Kokoelma
Teot ={U C X : #(X —U) < oo} U {0}

on joukon X # @ kofiniitti topologia eli aarellisen komplementin topologiaﬂ Tassa topo-
logiassa avaruuden X suljetut joukot ovat tyhjan joukon ja koko avaruuden lisdksi sen
aarelliset osajoukot. Erityisesti siis jokaisen darettomén osajoukon sulkeuma on koko ava-
ruus.

Jos X on dareton joukko, niin (X, 7..) ei ole Hausdorffin avaruus: Koska avoimen
epatyhjan joukon komplementti on darellinen, kahden avoimen epétyhjan joukon leikkaus
ei ole tyhja.

(2) Olkoon X ylinumeroituva joukko. Kokoelma

{U C X : X — U on &érellinen tai numeroituva} U {0}

on joukon X # () numeroituvan komplementin topologia. Téassa topologiassa avaruuden
X suljetut joukot ovat tyhjén joukon ja koko avaruuden lisdksi sen aarelliset ja nume-
roituvat osajoukot. Erityisesti siis jokaisen ylinumeroituvan osajoukon sulkeuma on koko
avaruus.

Propositio 9.4. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon E C X. Tdlloin
(1) E on avoin, jos ja vain jos E = int E.
(2) Joukko E on suljettu, jos ja vain jos E = E.
(3) E=EUJFE =int EUJE.
(4) O(X — E) =0FE.
(5) 0OE=ENX—F
(6) Jos F C E, niinint F CintE ja F C E.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Propositio 9.5. Olkoot 1 ja 75 topologioita joukolla X # (). Olkoon 11 hienompi kuin 7.
Tdlloin

(1) (int A),, C (int A),,
(2) (A)r, C (A)s,

Todistus. (1) Olkoon x € (int A),,. Tall6in on pisteen x ympéristé U € 7y, jolle péitee
x €U C A. Koska 75 C 7, pétee siis U € 1, joten x € (int A),.

(2) Harjoitustehtava. O
'Katso Harjoitustehtivi
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Piste € X on joukon A C X kasautumispiste, jos (V — {z}) N A # 0 jokaisella pisteen
x ympadristolld v. Jos pisteelld {z} on ymparistd V siten, ettd V N A = {z}, niin = on
joukon A eristetty piste tai erakkopiste. Joukko F C X on diskreetti, jos kaikki pisteet
xr € F ovat erakkopisteité.

Esimerkki 9.6. (1) Kaikkien diskreettien topologisten avaruuksien kaikki pisteet ovat
eristettyja. Ne ovat siis diskreetteja joukkoja ylla maéritellyssa mielessé.

(2) Olkoon p € X ja varustetaan X erityispistetopologiallaﬂ
,={E e XX):peE}

Talloin p on eristetty piste koska {p} € 7,. Jos taas x € X — {p} ja U € 7, on pisteen z
ympéristo, niin p € U, joten x ei ole eristetty.
Propositio 9.7. Joukko E on suljettu,

(1) jos ja vain jos se sisdltida kaikki kasautumispisteensd.

(2) jos ja vain jos se sisdltdd reunansa.

Todistus. Ensimméinen kohta todistetaan kuten Propositio ja toinen seuraa Propo-
sitiosta [9.4l Harjoitustehtéava. O

9.2 Sulkeuma ja jonot

Osa metrisen avaruuden osajoukon sulkeuman karakterisoinnista jonojen avullaﬂ yleistyy
suoraviivaisesti topologisiin avaruuksiin.

Propositio 9.8. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon E C X. Jos ap € E kaikilla
k €N ja x, — x, kun k — oo, niin v € E.

Todistus. Jos x on joukon F ulkopiste, silld on ymparisto, joka ei leikkaa joukkoa E. Siis
x ei ole joukon E minkian jonon raja-arvo. O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd Propositiota [5.4] ei voi yleistad kaikille topologisille
avaruuksille:

Esimerkki 9.9. Varustetaan R Esimerkissi[9.3(2) tarkastellulla numeroituvan komple-
mentin topologialla. Talloin joukon ]0, 1] sulkeuma on R. Olkoon (zj)ken jono joukon |0, 1]
pisteitd. Joukko U = R — {xzy : k € N} on minké tahansa pisteen u € U ympéristo. Siis
mikédn joukon |0, 1] jonoista ei suppene mihinkdéan joukon R — 0, 1[ pisteeseen.

Olkoon X topologinen avaruus. Kokoelma (V,,)aca pisteen z € X ympéristoja on ympa-
ristokanta pisteessd x, jos jokaisella pisteen x ympéristolla U on a € A, jolle V,, C U.

Avaruus X on Nj-avaruus, jos sen jokaisella pisteelld on numeroituva ympéaristokanta.

Propositio 9.10. Metristyvd topologinen avaruus on Ni-avaruus.

2Katso Harjoitustehtévi

3Propositio
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Todistus. Metrisessd avaruudessa kokoelma (B (x, %)) eN_ {0}

kanta pisteessa x. O

on numeroituva ymparisto-

Lemma 9.11. Jos X on Ni-avaruus, niin jokaisella pisteelld x € X on numeroituva
ymparistokanta (Vi)gen, jolle Vi1 C Vi kaikilla k € N.

Todistus. Olkoon (U;)jen ympéristokanta pisteessd x € X. Maaritellaén V), = ﬂfzo Ug.
Talloin joukot Vi ovat avoimia ja patee Vi1 C Vi kaikilla k € N. Lisaksi Vi, C Uy, kaikilla
k € N, joten (Vi)ren on haluttu ymparistokanta. O]

Propositio 9.12. Olkoon X topologinen avaruus, olkoon x € X ja olkoon (Vy)aes ym-
paristokanta pisteessi x. Jono (xy)ren Suppenee kohti pistettac © € X, jos ja vain jos
jokaisella V,, on N € N siten, ettd xp € V,, kaikilla k > N.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Propositio 9.13. Olkoon X Ni-avaruus. Olkoon E C X. Tdlloin E koostuu kaikista
joukon E alkioista muodostettujen avaruuden X suppenevien jonojen raja-arvoista.

Todistus. Proposition nojalla riittda osoittaa, ettd jokainen reunapiste on jonkin jou-
kon E alkioista koostuvan jonon raja-arvo. Olkoon xy € E. Lemman[9.11| nojalla pisteella
xo on numeroituva sisikkiinen ymparistokanta (Vj)gen. Valitaan jokaisella & € N alkio
er € ViNE # (). Talloin jono (e, )ren Suppenee pisteeseen o Proposition nojalla. [

Esimerkki 9.14. (1) Esimerkin 9.9 ja Proposition nojalla nahdéaén, ettd numeroi-
tuvan komplementin topologialla varustettu ylinumeroituva joukko ei ole Nj-avaruus.

(2) On topologisia avaruuksia, jotka eivit ole Nj-avaruuksia mutta joissa jokaisen osajou-
kon E sulkeuma koostuu joukon E alkioista muodostettujen jonojen raja-arvoista. Esi-
merkissé [11.14)2) esiteltava aareton ympyrakimppu on esimerkki téllaisesta avaruudesta.

9.3 Tiheidt joukot ja separoituvuus

Topologisen avaruuden X osajoukko F on tihed, jos E = X. Topologinen avaruus X on
separoituva, jos silld on numeroituva tihed osajoukko.

Lemma 9.15. Topologisen avaruuden X osajoukko Q) on tihed, jos ja vain jos Q NV #
0 kaikilla avoimilla V # ().

Todistus. Oletetaan, etta Q NV # () kaikilla avoimilla V' = (). Siis jokaisen pisteen x € X
jokainen ympiéristo leikkaa joukkoa @, joten z € Q.

Oletetaan sitten, ettd Q = X. Jos V # ) on avoin, niin se on jokaisen pisteensd avoin
ymparisto. Oletuksen nojalla V N Q # 0. O

Lemma 9.16. Olkoot X ja'Y topologisia avaruuksia ja olkoon h: X — 'Y homeomorfismi.
Osajoukko @Q on tihed avaruudessa X, jos ja vain jos h(Q) on tihed avaruudessa'Y .

Todistus. Harjoitustehtéva. O
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Esimerkki 9.17. (1) Karkea topologinen avaruus on separoituva koska minké tahansa
epatyhjan joukon sulkeuma on koko avaruus.

(2) Olkoon X ylinumeroituva joukko ja olkoon p € X. Joukon {p} sulkeuma topologises-
sa avaruudessa (X, 7,) on X, joten X on separoituva. Joukon X — {p} relatiivitopologia
Tp| x—{p} on diskreetti topologia. Koska X on ylinumeroituva, my6s X — {p} on ylinume-

roituva, joten (X — {p},Tp]X_{p}) ei ole separoituva.

Propositio 9.18. Olkoot 1, ja 5 topologioita joukolla X # (). Olkoon 7, hienompi kuin
Ty. Tdlloin, jos (X, 1) on separoituva, niin (X, Te) on separoituva.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]

9.4 Bairen avaruudet

Topologinen avaruus on Bairen avaruus, jos sen tiheiden avoimien joukkojen numeroituvat
leikkaukset ovat tiheitda. Topologisen avaruuden osajoukko on harvaly jos sen sulkeumalla,
ei ole sisapisteité.

“nowhere dense

Topologinen avaruus on ensimmaisen kategorian avaruus, jos se voidaan esittaéd numeroi-
tuvana yhdisteend harvoista joukoista[] Muuten se on toisen kategorian avaruus.

“Ettd sanastoa saadaan varmasti riittdvad maédréd, ensimmaéisen kategorian joukkoja sanotaan myds
laihoiksi (meagre) joukoiksi.

Propositio 9.19. Topologinen avaruus on Bairen avaruus, jos ja vain jos sen suljettujen
harvojen joukkojen numeroituvilla yhdisteilld ei ole sisdpisteitd.

Todistus. Huomataan ensin, etta joukko on avoin ja tihed, jos ja vain jos sen komplementti
on suljettu joukko, jolla ei ole sisépisteita, siis suljettu harva joukko.

Oletetaan ensin, ettd X on Bairen avaruus. Olkoot F} harvoja suljettuja joukkoja.
Olkoot Uy = X — Fj, kaikilla & € N — {0}. Téalléin siis joukot Uy ovat avoimia tiheitd
joukkoja. Joukoille F} ja Uy patee

NUi=X-UJX-Uy)=X-] Fr.

k=1 k=1 k=1
Koska X on Bairen avaruus, (;—; Uy on tihed. Jos joukolla [J;2, Fj olisi sisépiste, niin
olisi epatyhja avoin joukko V' C Up2 Fj. Talloin siis VN2, Ux = 0, joten Lemman
nojalla ;2 Uy ei olisi tihea.

Oletetaan sitten, ettd avaruuden X harvojen suljettujen joukkojen numeroituvilla yh-
disteilla ei ole sisapisteita. Olkoot Uy avoimia tiheitéd joukkoja. Olkoot Fj, = X —Uj, kaikilla
k € N—{0}. Talloin siis joukot F} ovat suljettuja harvoja joukkoja. Olkoon V' C X avoin
epatyhja joukko. Oletuksen mukaan joukolla Uz~ Fj, el ole sisapisteitd, joten

VAo =vax - U R) £,

Siis Lemman nojalla N2, Uy on tihed. Koska tdmé pétee kaikille avointen tiheiden
joukkojen kokoelmille, X on Bairen avaruus. O]
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Seuraus 9.20. Topologinen avaruus on Bairen avaruus, jos ja vain jos se on toisen
kategorian avaruus. [

Lause 9.21 (Bairen lause). Taydellinen metrinen avaruus on Bairen avaruus.

Todistus. Olkoon X téydellinen metrinen avaruus. Olkoot U; C X, ¢+ € N avoimia tiheita
joukkoja. Olkoon siis V avoin joukko. Osoitamme, etta ;e U; NV # 0, jolloin ey U; on
tihed Lemman [9.15 nojalla.

Avoin joukko Uj on tihed, joten V N U, on avoin epétyhjé joukko. Siis on xg € V N Uy
jarg > 0, joille B(xg,70) C VNUy. Avoin joukko U; on tihed, joten B(zq, 7o) NU; on avoin
epétyhjé joukko. Siis on 7y € B(zg,79)NU; ja 0 < 1y < 1, joille B(xy,79) C B(xg,m9)NU.
Jatkamalla ndin saadaan jono pisteitd (xy)ren ja siteitd 0 < rj < %, kun k£ > 1, joille
patee

B($k+1,7”k+1) C B(ZEk,Tk) cVv
kaikilla k£ € N.

Koska X on tdydellinen metrinen avaruus, Cantorin leikkauslauseen [5.22 nojalla

ﬁ Bloesn ren) = o}

jollain = € MN;eny U; NV #£ (). Tamé todistaa véitteen. O

Bairen lausetta kaytetaan esimerkiksi funktionaalianalyysissa térkean Banachin ja
Steinhausin lauseen eli tasaisen rajoittuneisuuden periaatteen todistuksessa.

Seuraus 9.22. Taydellinen metrinen avaruus, jolla ei ole eristettyja pisteita, on ylinu-
meroituva.

Todistus. Harjoitustehtava. O
Seuraus 9.23. R on ylinumeroituva.

Todistus. E' = (R, dg) on téydellinen metrinen avaruus. Jokaisella x € E! myos x + % €
E!, joten avaruudessa ei ole eristettyji pisteitd. Viite seuraa Seurauksesta [9.22] [

Seuraus 9.24. Olkoon (X, T) metristyvd topologinen avaruus siten, ettd avaruudessa X
on metriikka d, jolle (X,d) on tdydellinen metrinen avaruus. Tdalloin (X, T) on Bairen
avaruus. O

Ominaisuus P on voimassa Bairen kategorian mielessa melkein kaikkialla Bairen avaruu-
dessa X, jos joukko {x € X : =P(x)} on ensimmaisen kategorian joukko[]

%= on loogisen negaation symboli.

Esimerkki 9.25. Olkoon
9 = {f € C0,1]) : f on derivoituva jossain = € |0, 1[}.

Ei ole kovin vaikea osoittaa, ettéd joukko & on ensimmaéisen kategorian joukko téydellisessa
metrisessé avaruudessa C°([0,1]). Siis Bairen kategorian mielesséd melkein kaikki funktiot
ovat missdan derivoitumattomia. Yksityiskohdat esitetadn esimerkiksi ldhteissa [BBT] ja
[TBBI.
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Harjoitustehtavia

9.1. Olkoon X topologinen avaruus, jonka kaikki yhden pisteen joukot ovat suljettuja.
Osoita, ettéd jokaiselle x € X patee

{z}= N V.

zeVer

9.2. Olkoon X topologinen avaruus, jonka jokaiselle pisteelle x € X pétee

=N

zeVer

Osoita, ettéd kaikki avaruuden X yhden pisteen joukot ovat suljettuja.
9.3. Todista Proposition [9.5) kohta (2).

9.4. Todista Propositio [9.12]

9.5. Todista Propositio [9.16]

9.6. Todista Propositio [9.18

9.7. Olkoon f:E™ — E™ jatkuva surjektio. Osoita, ettd on r > 0 siten, ettd joukolla
F(B(0,r)) on sisdpisteiti ]

9.8. Todista Seuraus [0.22

4Sovella Bairen lausetta.
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Luku 10

Kompaktit avaruudet

Tassa luvussa tarkastelemme kompaktiutta yleisessd topologisessa avaruudessa. Huo-
maamme, ettd osa luvussa [0] todistetuista metrisen avaruuden kompaktien osajoukkojen
ominaisuuksista ei yleisty kaikille topologisille avaruuksille. Luvussa[I0.2 huomaamme, et-
td Hausdorffin avaruuksissa tilanne muistuttaa enemmén metristen avaruuksien tapaus-
ta. Luvussa todistamme metrisen version Arzelan ja Ascolin lauseesta ja viimeisessa
luvussa tarkastelemme lyhyesti topologisen avaruuden yhden pisteen kompaktointia.

10.1 Kompaktit joukot

Topologisen avaruuden X osajoukko A on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteell&
on dérellinen osapeite[’]

®Joskus, esimerkiksi kirjassa [Bou], kompaktiuden mééritelméssi vaaditaan, ettd topologinen ava-
ruus on Hausdorffin avaruus. Syitd tdhdn valintaan avataan Esimerkeissa [10.10] ja Talla kurssilla
kéasittelemme yleisempéaéa kompaktiuden méaaritelméaé ja lissdmme Hausdorff-oletuksen tarpeen mukaan.

Esimerkki 10.1. Esimerkissé havaitsimme, ettd metrinen avaruus E! ei ole kom-
pakti. Varustetaan laajennettu reaaliakseli

R=RU{—00,+00}
luonnollisella topologialla 7, jonka avoimia joukkoja ovat
(1) kaikki joukot U € 7(E'),

(2) sellaiset muotoa {—oc} U U olevat joukot, joille U € 7(E') ja joille |—o0o,a| C
U jollain a € R

(3) sellaiset muotoa UU{+o00} olevat joukot, joille U € 7(E!) ja joille |b, +0o| C U jollain
b eR.

(4) kohtien (2) ja (3) joukkojen yhdisteet.
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Laajennettu reaaliakseli on kompakti topologinen avaruus. Olkoon (U, )scs laajennetun
reaaliakselin avoin peite. On siis oy, € J, joille £00 € U,, . Luonnollisen topologian
méaritelmén mukaan on a,b € R siten, ettéd {—oco}U]—o0,a] C U,__ ja]b,400[ C U, ..
Jos @ > b, niin avoimet joukot £oo € U,,  muodostavat aarellisen osapeitteen. Muussa
tapauksessa joukkojen +oo € U,,_ yhdisteen komplementti [a, b] on kompakti, joten on
darellinen Jy C J, jolle [a,b] C Uaej, Ua- Adrellinen kokoelma (Ua)actoufasn} on siis koko

laajennetun reaaliakselin peite.

Topologisella avaruudella X on AARELLISTEN LEIKKAUSTEN OMINAISUUS, jos kaikilla
avaruuden X suljettujen osajoukkojen kokoelmilla (F,)qcy, joille piatee N F, = 0 on

acd
aarellinen Jy C J, jolle N F, = 0.
a€Jy

Propositio 10.2. Topologinen avaruus on kompakti, jos ja vain jos silld on ddrellisten
leikkausten ominaisuus.

Todistus. Olkoon K kompakti avaruus ja olkoon (F,)acs perhe avaruuden K suljettuja

joukkoja, jolle patee N F, = 0. Talloin perhe (K — F,),es on joukon K peite. Oletuksen
acJ

nojalla indeksijoukolla J on &arellinen osajoukko Jy, jolle patee U (K — F,) = K. Siispé
J€Jo
N F, =0, joten avaruudella K on aarellisten leikkausten ominaisuus. O]
acdy

Propositio 10.3. Metrinen avaruus (X, d) on kompakti, jos ja vain jos topologinen ava-
ruus (X, 7(X,d)) on kompakti

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Propositio 10.4. Olkoon (X, 1) topologinen avaruus. Joukko E C X on kompakti, jos ja
vain jos topologinen avaruus (E,T|g) on kompakti.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
Propositio 10.5. Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.
Todistus. Tasmaélleen kuten Propositio [6.12 ]

Seuraus 10.6 (Weierstrassin lause). Olkoon X topologinen avaruus. Olkoon K C X kom-
pakti ja olkoon f: X — E! jatkuva. Tdlldin on 4,9y, € K, joille pitee

f(zo) = max{f(x):xz € K}
ja
f(yo) = min{f(z) 1z € K}.
Todistus. Kuten Lause [6.21] O

Kompaktius on topologinen ominaisuus:

Propositio 10.7. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja olkoon h: X —'Y homeomor-
fismi. Tdlléin X on kompakti, jos ja vain jos'Y on kompakti.
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Todistus. Harjoitustehtava. O

Osa metristen avaruuksien Propositiosta[6.5] yleistyy suoraan topologisten avaruuksien
tilanteeseen.

Propositio 10.8. Olkoon X topologinen avaruus.
(1) Jos X on kompakti ja E C X on suljettu, niin E on kompakti.
(2) Jos Ey, Es, ..., E, C X ovat kompakteja, niin U}_, Ex on kompakti.
Todistus. Harjoitustehtéva. O

Seuraavat esimerkit osoittavat, ettd Proposition kaksi muuta vaitetta eivat pade
yleisesti topologisissa avaruuksissa: Topologisen avaruuden kompakti joukko ei valttamét-
té ole suljettu ja kompaktien joukkojen leikkaus ei vélttdmatta ole kompakti.

Esimerkki 10.9. Olkoon X ddreton joukko ja olkoon p € X. Joukko {p} on kompakti
topologisessa avaruudessa (X, 7,), missé 7, on Esimerkissa kasitelty erityispistetopo-
logia. Joukko {p} ei ole suljettu vaan {p} = X. Koko avaruus X ei ole kompakti koska
sen peitteella 7, — {0} ei ole adrellista osapeitetta.

Esimerkki 10.10. Proposition nojalla joukot I = [—1,1] ja

= ([-1,1] - {0}) u {0"}

ovat kompakteja Esimerkin avaruudessa R U {0*}. Niiden leikkaus [—1,1] — {0} ei
ole kompakti. Palaamme tédhédn esimerkkiin viela Esimerkissa [11.18]

Propositio 10.11. Kompaktin topologisen avaruuden jokaisella ddarettomalld osajoukolla
on kasautumispiste.

Todistus. Kuten Propositio [6.7] Harjoitustehtava. O

10.2 Kompaktit Hausdorffin avaruudet

Propositio 10.12. Hausdorffin avaruuden kompaktit osajoukot ovat suljettuja.

Todistus. Olkoon K kompakti joukko ja olkoon z € X — K. Koska X on Hausdorffin
avaruus on jokaisella k € K ja pisteelld z erilliset ympéristot U, > k ja Vi 5 . Koska K on
kompakti, on darellinen osajoukko Ky, jolle pitee K C Uge g, Uk Joukko V' = Nck, Vi on
pisteen x avoin ymparisto, jolle patee V N U, = 0 kaikilla k € Ky, joten V N K = (). Siis
K on avoin. O

Propositio 10.13. Olkoon X Hausdorffin avaruus. Jos A # () ja joukot E, C X ovat
kompakteja kaikilla o € A, niin Noca Eo on kompakti joukko.

Todistus. Joukko N,ea Eo on Proposition (10.12{nojalla suljettujen joukkojen leikkauksena
suljettu Proposition nojalla. Olkoon oy € A. Joukko N,eca Fo on kompaktin joukon
E,, suljettuna osajoukkona kompakti Proposition [10.8[1) nojalla. O

Lause 10.14. Olkoon K kompakti topologinen avaruus ja olkoon Y Hausdorffin avaruus.
Jos f: K —'Y on jatkuva bijektio, niin f on homeomorfismsi.
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Todistus. Olkoon E C K suljettu. Proposition M(l) nojalla £ on kompakti. Proposition
nojalla (f~')"'(F) = f(F) on kompakti ja siis Proposition [10.12|nojalla se on suljettu
koska Y on Hausdorffin avaruus. Lauseen m@) nojalla f~! on jatkuva. O]

Olkoon X topologinen avaruus. Joukon £ C X ympéristo on avoin joukko U C X, jolle
patee £ C U.

Esimerkki 10.15. (1) Topologinen avaruus X on jokaisen osajoukkonsa ympéristo.
(2) Jos (X,d) on metrinen avaruus, niin U,z B(x,r) on joukon E ymparisto kaikilla
r > 0.

(3) Jos X on Hausdorffin avaruus, £ C X jax € X — E, niin X — {z} on joukon
E ymparisto.

Propositio 10.16. Olkoon X Hausdorffin avaruus. Talloin

(1) Jos E C X on kompakti ja x ¢ E, niin joukolla E ja pisteelld x on erilliset ympd-
T15t0t.

(2) Jos E,F C X ovat kompakteja erillisii joukkoja, niin niilla on erilliset ympdristit.

Todistus. (1) Proposition [10.12| todistuksesta seuraa, ettd jokaisella a ¢ E ja joukolla
FE on erilliset ymparistot.

(2) Harjoitustehtava. O

10.3 Kompaktius ja jonokompaktius

Topologisen avaruuden X osajoukko A on jonokompakti, jos jokaisella jonolla, jonka alkiot
kuuluvat joukkoon A on osajono, joka suppenee kohti jotain joukon A pistetté.

Metrisessa avaruudessa kompaktius ja jonokompaktius ovat ekvivalentteja késitteita
Lauseen nojalla. Topologisissa avaruuksissa tilanne on monimutkaisempi. Luvussa
naemme, ettd kompakti Hausdorffin avaruus ei ole vilttdmatta jonokompakti. Esimerkki
tallaisesta avaruudesta on tuloavaruus [0, 1][0’1]. On myo6s esimerkkejé jonokompakteista
Hausdorffin avaruuksista, jotka eivit ole kompakteja. Naiden esimerkkien kéasitteleminen
vaatii hieman edistyneempia menetelmia.

Todistamme seuraavaksi metrisen version tiarkeédsta Arzelan ja Ascolin lauseesta. Lauset-
ta kaytetadn funktionaalianalyysin kurssilla kompaktien operaattorien yhteydessé.

Olkooot (X, dy) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Perhe F' C .Z(X,Y) on yhtéjatkuva[9jos
jokaisella € > 0 on ¢ > 0, jolle dy (f(x), f(y)) < € kaikille f € F, kun dx(z,y) <.

%englanniksi equicontinuous

Esimerkki 10.17. Jos (X,dx) ja (Y,dy) ovat metrisid avaruuksia, niin M-Lipschitz-
kuvausten perhe

Lip, (X, V) ={f: X =Y 1 dy(f(x1), f(22)) < Mdx(x1,x2) kaikilla z1, 25 € X}

on yhtéjatkuva: ehdosta dx(z1,z2) < ;7 seuraa dy (f(z1), f(z2)) < € kaikille kuvauksille
f € Lip,,(X,Y) kaikille z1, x5 € X.
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Lause 10.18 (Arzelan ja Ascolin lause). Olkoon X kompakti metrinen avaruus. Olkoon
F c CYX,EY epityhji osajoukko, joka on rajoitettu, yhtijatkuva ja suljettu. Télloin
F' on kompakti.

Todistus. Kompakti metrinen avaruus on separoituva Lauseen nojalla, joten olkoon
Q = {zr : k € N} avaruuden X tihed numeroituva osajoukko. Olkoon (fx)ren jono
joukossa F'. Koska F on rajoitettu, jono (fx(x1))kren on rajoitettu ja silla on siis suppeneva
osajono (f1j(x1))ken. Samoin jono (fi;(x2))ken on rajoitettu, joten silli on suppeneva
osajono (fa;(x2))ken ja niin edelleen. Olkoon g; = f;; jokaisella ;7 € N. Konstruktion
nojalla (g;(zx)) en suppenee jokaisella k.

Osoitamme, ettéd g; on Cauchyn jono avaruudessa C°(X,E'). Olkoon € > 0 ja olkoon
d > 0 siten, ettd |f(x) — f(y)| < € kaikille f € F, kun d(z,y) < J. Koska X on kompakti,
on joukon X &arellinen osajoukko aq,...,ay siten, etta

N d
= U B(CLJ', ) .
=1 2

Valitaan jokaisessa pallossa B(a;, 2) piste 7y, € Q. Olkoon M > 0 siten, etta kaikille
n,m > M pitee |g,(zx;), gm (v k)|<eka1kllla1<]<N

Jokaiselle z € X on 1 < j(z) < N, jolle z € (aj(), 2). Siis d(z, Tk, () < 0. Kolmio-
epayhtélo antaa

|gn(x) - gm(l‘” = |gn(x) — Un (ZE J'(L)) + gn(xkju)) - gm(xkj(w)) + gm(xlcj(,;)> - gm(x)|
< |gn<x> —Gn ( j(y))| + |gn($k](T)) - gm<xkj(:1;)>| + ’gm<xk]’(z)> - gm(x)|
< 3Je

kaikilla z € X, kun n,m > M. Siis jono (g, )nen on Cauchyn jono. Proposition [5.17 nojalla
C°(X,E") on taydellinen metrinen avaruus ja Lemman nojalla F' on taydellinen met-
rinen avaruus. Siis Cauchyn jono (g,)nen suppenee avaruudessa F, joten jonolla (fx)ken
on suppeneva osajono. Siis F' on jonokompakti ja Lauseen [6.10]nojalla se on kompakti. [J

10.4 Yhden pisteen kompaktointi

Kompaktiudesta on monia hyodyllisia seurauksia, joten joissain tilanteissa voi olla hyo-
dyllista upottaa metrinen tai topologinen avaruus X johonkin kompaktiin topologiseen
avaruuteen Y siten, ettd X ja sen kuva avaruudessa Y varustettuna relatiivitopologialla
ovat homeomorfisia. Esimerkissa kompaktoimme avaruuden E' lisdamalld siithen pis-
teet —oo ja +o00. Tassa luvussa tarkastelemme kompaktointia, jossa avaruuteen lisataan
yksi piste.

Lemma 10.19. Olkoon (X, ) topologinen avaruus, joka ei ole kompakti, ja olkoon oo
piste, joka ei ole avaruudessa X . Olkoon X = X U {oo} ja olkoon

Too ={U C X:ooeU ja X-UcX on kompakti ja suljettu}.
Talloin T = 7 U T on topologia joukossa X.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
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Topologinen avaruus X on topologisen avaruuden X yhden pisteen kompaktointi eli Alek-
sandroffin kompaktointi.

Seuraava tulos antaa perusteen avaruuden X nimelle.

Lause 10.20. Olkoon (X, T)/\topologmen avaruus, joka ei ole kompakti. Avaruuden X
yhden pisteen kompaktointi (X,7) on kompakti ja (X))~ = X. Avaruuden X topologian
relatiivitopologia joukossa X on T.

Todistus. Avaruus X osoitetaan kompaktiksi samaan tapaan kuin R osoitettiin kompak-
tiksi: Olkoon (U, )aes avaruuden X avoin peite. On siis ay, € J, jolle co € U, . Joukon
Ua.. komplementti on kompakti avaruudessa X ja joukot U, ovat avoimia. Siis on aa-
rellinen Jy siten, ettd X — U, C Uaey, Ua. Aédrellinen kokoelma (Ua)aesoufas} ON siis
avaruuden X peite.

Avaruuden X osajoukko X on tihea koska topologian maaritelman mukaan pisteen
oo jokainen ympaérista leikkaa joukkoa X. Lisaksi jokainen pisteen co ymparisto leikkaa
joukkoa X avoimessa joukoss a U C 7. O]

Esimerkki 10.21. Stereograafinen projektio .: S —{e3} — E? = E? x {0} pohjoisna-
valta péivintasaajan tasolle on kuvaus, joka maaritelliéin asettamalla kaikille z € S*—{e3}

o T T
y<x> n (1—1‘3’ 1 —J]3> ’

Kuvaus S on homeomorfismi, joka liittdé jokaiseen pisteeseen z € S? — {e*} sen yksiké-
sitteisen pisteen tasossa E? (ajateltuna hypertasona E? x {0} avaruudessa E?), joka on
pisteiden ez ja x kautta kulkevalla suoralla.

€3

Euklidisen tason E2? yhden pisteen kompaktoinnissa E? = E2 U {0} darettomyys-
pisteen ympéristot ovat kompaktien joukkojen komplementtien yhdisteet darettomyys-
pisteen kanssa. Tason E? kompaktit joukot ovat suljettuja ja rajoitettuja. Siis joukot
[E2 — B(0, R) muodostavat ympéristokannan pisteessi oco. Joukot .71 (E? — K)U{e3} ovat
pisteen es ympaéristot, kun K C E? kiy lipi kaikki tason Eikompaktit joukot. Sis maéa-
rittelemélld .#(e3) = oo saadaan homeomorfismi .&7: §? — E2.

Euklidisen tason yhden pisteen kompaktointi on tarkea esimerkiksi kompleksianalyy-
sissa, jossa se esiintyy Riemannin pallona C U {oo}.
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Harjoitustehtavia
10.1. Olkoon X joukko ja olkoon p € X. Osoita, ettéd kokoelma
r={UCX:pg¢U}U{X}

on topologia. Osoita, ettd (X, 7) on kompakti.

10.2. Osoita, etté laajennettu reaaliakseli R ja metristd avaruutta ([—1, 1], dg) vastaava
topologinen avaruus ovat homeomorfisia/[l]

10.3. Osoita, etti Z U {—00, 400} on kompakti avaruudessa R.

Reaalilukujono (z)ren kasvaa rajatta, jos jokaisella M € R on N € N siten, ettd z > M
kaikilla £ > N.

10.4. Osoita, etta reaalilukujono kasvaa rajatta, jos ja vain jos se suppenee pisteeseen
+00 topologisessa avarudessa R.

10.5. Olkoon
7™ ={R - K C R: K on kompakti avaruudessa E'} U {0} .

Osoita, ettd 7* on topologia joukossa R. Osoita, etta (R, 7*) on kompakti.

Harjoitustehtavassa [10.5] madaritelty topologia 7% on reaalilukujen joukon kompaktin
komplementin topologia.

10.6. Olkoon (x)reny jono topologisessa avaruudessa X . Oletetaan, ettd xp — x4, kun
k — oco. Osoita, ettéd joukko {zy : k € N} U{z} on kompakti.

10.7. Osoita, ettd kompaktin topologisen avaruuden jokaisella dérettomalld osajoukolla
on kasautumispiste.

10.8. Olkoot 71 ja 73 topologioita joukolla X # () siten, ettd 75 C 71, (X, 71) on kompakti
ja (X, m2) on Hausdorffin avaruus. Osoita, etta topologiset avaruudet (X, 1) ja (X, 72) ovat
homeomorfiset. [

10.9. Olkoon X Hausdorffin avaruus. Olkoot E, F C X kompakteja erillisid joukkoja.
Osoita, ettéd joukoilla F ja F' on erilliset ymp'aristétﬁ

10.10. Todista Lemma [I0.19

10.11. Olkoon X = (R x Z, T(E2>|sz). Osoita, etti yhden pisteen kompaktointi X on
metristyva.

1Keksi homeomorfismi ndiden avaruuksien vilille.

2Lause auttaa.

3Kéytd Propositiota ml)

4Siis X on osajoukko R x Z C E? varustettuna metrisen avaruuden E? relatiivitopologialla. Kayta
apuna Esimerkkis, @
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Luku 11

(Ko)indusoidut topologiat

Tassa luvussa aloitamme kuvausten ja kuvausperheiden avulla méaariteltyihin topologioi-
hin tutustumisen. Tutkimme ensin hieman ldhemmin relatiivitopologiaa yleistyksineen ja
sen jalkeen tekijatopologiaa ja sen yleistyksia.

11.1 Relatiivitopologia ja lahtotopologia

Propositio 11.1. Olkoon X joukko ja olkoon (Y, T) topologinen avaruus. Olkoon f: X —
Y kuvaus. Tdlloin
T=rm={f'(U):Uer}

on topologia joukossa X. Kuvaus f: (X, 7)) — (Y, 7) on jatkuva.

Todistus. Tyhjé joukko ja X ovat kokoelmassa 7' koska f~1(0) = 0 ja f~1(Y) = X. Olkoot
U, € 7' kaikilla o € A. Téalléin U, = f~(V,,) jollekin V,, € 7. Koska 7 on topologia, pitee

Uaea Va € 7. Siis
UUe=U F V) =" (UVa)er.

acA aEA aEA

Samalla tavalla nihdién, ettéd kokoelman 7' joukkojen #drelliset leikkaukset ovat kokoel-

massa 7.
Kuvauksen f jatkuvuus on selvad Lauseen nojalla. O

Propositiossa maéaritelty joukon X topologia T} on kuvauksen f indusoima topologia
eli 1ahtotopologial

“Induced topology, initial topology. Nimitys ldhtotopologia ei ole yleisessd kéytossé.

Esimerkki 11.2. Olkoon Y topologinen avaruus ja olkoon X C Y. Propositiossa
késitelty joukon X relatiivitopologia on inkluusiokuvauksen i: X — Y, i(x) = x kaikilla
x € X, indusoima topologia. Jos Y on metrinen avaruus, niin Proposition nojalla
osajoukon X indusoidun metriikan metrinen topologia on joukon X relatiivitopologia.
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Olkoon esimerkiksi X C E? euklidisen tason avoin yksikkopallo varustettuna relatiivi-
topologialla. T&ll6in joukko {z € X : 27 < 0} on suljettu avaruudessa X vaikka se ei ole
suljettu avaruudessa E2. Vastaavasti, jos X’ C E? on suljettu yksikkopallo varustettuna
relatiivitopologialla, niin joukko {z € X : x; < 0} on avoin avaruudessa X’ vaikka se ei
ole avoin avaruudessa [E?.

Propositio 11.3. Kuvauksen f: X — (Y,7) indusoima topologia on joukon X karkein
topologia, jonka suhteen f on jatkuva.

Todistus. Jos 7 on joukon X topologia, jonka suhteen f on jatkuva, niin lauseen [3.17]
nojalla f~1 (V) € 7’ kaikilla V € 7. Siis 7 C 7. O

Propositio 11.4. Olkoon X # 0 ja olkoon (Y, T) topologinen avaruus. Olkoon f: X —Y
bijektio. Talloin kuvaus f: (X,7) — (Y,7) on homeomorfismi.

Todistus. Riittda osoittaa, ettdi f~! on jatkuva. Olkoon V' C X avoin. On siis avoin
UcCY,jolle V= f1(U). Koska f on bijektio, pitee (f~1)~1(V) = f(V) = U, joten
(f~H7Y(V) on avoin. O

Propositio 11.5. Joukko F' C X on suljettu kuvauksen f: X — (Y,7) indusoimassa
topologiassa, jos ja vain jos se on jonkin suljetun joukon E CY alkukuva.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

Propositio 11.6. Olkoon (X, 1) topologinen avaruus ja olkoonY C X, Y # (). Osajoukko
E CY on kompakti avaruudessa (X, T), jos ja vain jos se on kompakti avaruudessa

(Y, T|y).

Todistus. Harjoitustehtéva. O

11.2 Tekijatopologia ja maalitopologia

Propositio 11.7. Olkoon X # 0 ja olkoon (Y, T) topologinen avaruus. Olkoon f:Y — X
kuvaus. Tdlloin

T={UcX:fYU)er}
on topologia joukossa X . Kuvaus f: (Y, 7) — (X, 7%) on jatkuva.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Propositiossa maédritelty joukon X topologia 7' on kuvauksen f koindusoima topo-
logia eli maalitopologia[q

?Coinduced topology, final topology. Nimitys maalitopologia ei ole yleisessa kaytossa.

Propositio 11.8. Kuvauksen f: (Y, 7) = X koindusoima topologia on joukon X hienoin
topologia, jonka suhteen f on jatkuva.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
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Propositio 11.9. Olkoon X # 0 ja olkoot (Y, T) ja Z topologisia avaruuksia. Olkoot
f:Y = Xjag: X =7 kuwauksia. Tdlloin g: (X, T]fc) — Z on jatkuva, jos ja vain jos
go f: (Y, 1) — Z on jatkuva.

Todistus. Jos kuvaus g on jatkuva, niin kuvauksen g o f jatkuvuus seuraa Propositiosta
[I1.7} Oletetaan, ettd g o f on jatkuva. Olkoon U C Y avoin. Oletuksesta seuraa, etta
[ Hg 1 (U)) = (go f)"Y(U) on avoin. Maalitopologian mééiritelmin nojalla ¢g~(U) on
avoin. [

Tarkea esimerkki maalitopologiasta on tekijatopologia:

Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukolla X . Ekvivalenssi-
relaation ~ ekvivalenssiluokat

] ={ye X :y~zx}
muodostavat tekijajoukon
X/~ ={la] :xe X}
ja kuvaus p.: X — X/~
p~() = [a],
on tekijakuvaus eli luonnollinen tai kanoninen projektio. Luonnollisen projektion p. méa-

rdama maalitopologia tekijajoukolla on tekijajoukon X ~ tekijatopologia. Topologinen
avaruus (X/~,7f ) on topologisen avaruuden X (topologinen) tekijaavaruus.

Propositio 11.10. Tekijikuvaus p..: X — X/~ on jatkuva. [

Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa X. Kuvaus f: X — Y on yhteensopiva ekviva-
lenssirelaation ~ kanssa, jos f(x1) = f(x2) kaikille 1,25 € X, joille pétee x; ~ xs.

Jos kuvaus f: X — Y on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa, niin se maaraa
kuvauksen f.: X/~ =Y,

Talloin patee siis f = f. o p.

o

~—
I

Propositio [11.9| antaa hyodyllisen tuloksen muotoiltuna tekijaavaruuden tilanteeseen.
Seuraus 11.11. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio topologisessa avaruudessa X ja olkoon

(Y, 1y) topologinen avaruus. Olkoon f: X — Y kuvaus, joka on yhteensopiva ekvivalens-
sirelaation ~ kanssa. Tdlloin f on jatkuva, jos ja vain jos f on jatkuva. O

Esimerkki 11.12. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio avaruudessa E!, jolla on kaksi ekvi-
valenssiluokkaa A = {x € E' : x < 0} ja B = {x € E! : z > 0}. Tekijiavaruuden
{A, B} topologia on {0, B,{A, B}}, joten se on homeomorfinen Esimerkissé késitel-

lyn Sierpinskin avaruuden kanssa. Erityisesti E!'/ ~ ei ole Hausdorffin avaruus.
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Propositio 11.13. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio topologisessa avaruudessa X . Jos X/ ~
on Hausdorffin avaruus, niin ekvivalenssirelaation ~ ekvivalenssiuvokat ovat suljettuja.

Todistus. Jos X/ ~ on Hausdorffin avaruus, niin sen yhden pisteen joukot ovat suljet-
tuja Proposition [8.10| nojalla. Ekvivalenssiluokat ovat yhden pisteen joukkojen alkukuvia
tekijakuvauksella, joten ne ovat suljettuja Lauseen [8.17] nojalla koska tekijakuvaus on
jatkuva. O]

Esimerkki 11.14. (1) Méaritelliéin ekvivalenssirelaatio ~ tasossa E? asettamalla z ~ v,
jos ja vain jos z—y € Z?. Télloin jokaisella ekvivalenssiluokalla on tdsmaélleen yksi edustaja
joukossa [0, 1[*. Topologinen tekijaavaruus E2/ ~ on torus.

Kuva 11.1: Torus.

(2) Méaritelliéin ekvivalenssirelaatio ~ avaruudessa S? asettamalla x ~ y, jos ja vain jos
y = +x. Tekijiavaruus P?(R) on (reaalinen) projektiivinen taso. Jokaisella projektiivi-
sen tason pisteelld on ympéristo, joka on homeomorfinen euklidisen tason pallon kanssa.
Edella kasitellysta toruksesta poiketen projektiivista tasoa ei voi upottaa avaruuteen E3.

(3) Maaritellaan ekvivalenssirelaatio ~ joukossa R asettamalla ekvivalenssiluokiksi joukot
Z ja kaikki yhden pisteen joukot {x}, kun x ¢ Z. Ekvivalenssirelaatiossa siis samastetaan
kaikki kokonaisluvut yhdeksi pisteeksi ja mitaédn muita samastuksia ei tehda.Topologinen
tekijaavaruus E!/ ~ on numeroituva ympyrakimppu.

Numeroituva ympyrakimppu ei ole Ni-avaruus: Cantorin diagonaalitodistuksella voi
osoittaa, ettd pisteelld [0] ei ole numeroituvaa ympéaristokantaa. Olkoon U pisteen [0]
ympéristé. Mééritelmén mukaan pZ'(U) on avoin joukko avaruudessa E! ja jokaiselle
n € Z on r, > 0 siten, ettd B(n,r,) C p '(U). Olkoot Uy, k € N pisteen [0] ympéi-
ristoja. Valitaan pallot B(k,r;,) C E! siten, ettd B(k,7;) C pZ!(Uy) jokaisella k € N.
Tekijatopologian maaritelman nojalla joukko

)
v =p(U Bk, ")
kEZ

on pisteen pisteen [0] avoin ymparisto. Yksikaén joukoista Uy, ei sisdlly joukkoon V', joten
joukot Uy, eivat muodosta pisteen [0] ympéristokantaa.
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Kuva 11.2: 50 yhdessa pisteessa leikkaavaa ympyraé.

Proposition [9.10| nojalla numeroituva ympyrakimppu ei ole metristyvi. Se ei ole kom-
pakti koska esimerkiksi peitteella

hkd%h%»:kGZ}Uﬂkﬂhk+lD:keZ}

ei ole aarellisté osapeitetta.

11.3 Kuvausperheen maalitopologia

Yhden kuvauksen maardama maalitopologia voidaan yleistda kuvausperheiden tapauk-
seen seuraavan tuloksen avulla.

Propositio 11.15. Olkoon X # (). Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot (X, Ta) topo-
logisia avaruuksia. Olkoot f,: X4 — X kuvauksia. Tdlloin

r={UcX:f'(U)enVacA}

on topologia joukossa X . Kuvaukset fo: Xo — (X, 7) ovat jatkuvia.

Todistus. Olkoon 7. kuvauksen f, maalitopologia. Téallin 7i = N,c4 7% on topologia Har-
joitustehtavén [8.2] nojalla. Kuvausten f,, jatkuvuus seuraa jatkuvuuden karakterisaatiosta
Lauseessa [R.17 O

Propositiossa [11.15 médritelty joukon X topologia 7% on kuvausperheen (fa)aca koin-
dusoima topologia eli maalitopologia.

Propositio 11.16. Kuvausperheen fo: (Yo, Ta) — X koindusoima topologia on joukon X
hienoin topologia, jonka suhteen kaikki kuvaukset f, ovat jatkuvia.
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(Ko)indusoidut topologiat

Todistus. Harjoitustehtava. O

Propositio 11.17. Olkoot X, topologisia avaruuksia ja olkoon joukossa X kuvausperheen
fa: Xo = X koindusoima topologia. Olkoon Y topologinen avaruus. Kuvaus g: X — Y
on jatkuva, jos ja vain jos kaikki kuvaukset g o f, ovat jatkuvia.

Todistus. Jos kuvaus g on jatkuva, niin kuvausten g o f, jatkuvuus seuraa Propositiosta
Oletetaan, ettd g o f, on jatkuva kaikilla a. Olkoon U C Y avoin. Oletuksesta
seuraa, etti £, (g7 (U)) = (gofa)"H(U) on avoin kaikilla . Maalitopologian méadritelmén
nojalla g~!(U) on avoin. O

Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot X, # ) joukkoja. Joukkojen X, erillinen yhdiste
on
HXa:{(J:,a):IEXa ozEA}.

a€A
Olkoon oy € A. Kuvaus iq,: Xoy = [Hoca Xa,

lag (ZE) = (ZE, Oéo)

on luonnollinen injektio joukolle X, .

Jos X, = X kaikilla a € A, niin [[,c4 X samastuu luonnollisella tavalla tulojoukon
A x X kanssa,

Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot (X,, 7,) topologisia avaruuksia. Erillisen yhdisteen
topologia [],ca Xo on

r={UC [[ Us: ig"(U) € 7a, Va € A},

acA

Esimerkki 11.18. Varustetaan E! x {0, 1} erillisen yhdisteen topologialla. Maéritelldin
ekvivalenssirelaatio ~ joukossa E! x {0, 1} asettamalla (x,0) ~ (z,1) kaikille z € E—{0}.
Tekijaavaruus (E' x {0,1})/ ~ on homeomorfinen Esimerkissi tarkastellun kahden
nollan reaalilukuavaruuden kanssa. Koska tekijakuvaus on jatkuva, on helppo nahda, etta
joukot I ja I* ovat kompakteja.

Tama esimerkki osoittaa, ettd Hausdorffin avaruuden tekijdavaruus ei valttdmatta ole
Hausdorffin avaruus vaikka kaikki ekvivalenssiluokat olisivat suljettuja. Siis Proposition

11.13| kdanteinen vaite ei pade.

Harjoitustehtavia

11.1. Todista Propositio [I1.5]
11.2.  Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja olkoon ¥ C X, Y # {). Olkoon £ C Y.

Osoita, ettd (£),, = (F);NY.

11.3. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja olkoon Y C X, Y # (). Olkoon E C Y.
Osoita, ettd F on kompakti avaruudessa (X, 7), jos ja vain jos se on kompakti avaruudessa

(Y, Tly).
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11.4. Todista Propositio [11.7]
11.5. Todista Propositio [11.8]

11.6. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio avaruudessa E!, jolla on kaksi ekvivalenssiluokkaa
Q ja E' — Q. Madrita tekijiavaruuden E'/ ~ topologia.

11.7. Madritelldén ekvivalenssirelaatio ~ avaruudessa [0, 1] C E! asettamalla 0 ~ 1 ja
muut pisteet ekvivalenteiksi vain itsensé kanssa. Osoita, etté [0, 1]/~ on homeomorfinen
avaruuden S' kanssa/[]

11.8. Todista Propositio [L1.16]

11.9. Joukko Xy = E! — Z on erillisten avoimien vélien |k, k + 1] numeroituva yhdis-
te. Esimerkissa tarkasteltava numeroituva ympyriakimppu X saadaan lisadmaélla
topologiseen avaruuteen Xj yksi piste [0]. Topologinen avaruus X, on homeomorfinen
avaruuden Yy = E! x Z kanssa, kun Y| varustetaan euklidisesta tasosta E? = E! x E! saa-
tavalla relatiivitopologialla. Stereograafisen projektion kéanteiskuvaus kuvaa avaruuden
Y, homeomorfisesti pallopinnalle S?. Avaruuden Y, yhden pisteen kompaktointi saadaan
lisidmélla avaruuteen . ~1(Yy) yksi piste e3 € S?. Néin saadaan siis kompakti avaruus
lisadmalla yksi piste avaruuteen, joka on homeomorfinen avaruuden X, kanssa. Miten
pisteen e3 ympéristo avaruudessa .~ (Yy) U {e3} poikkeaa pisteen [0] ympéristosta ava-
ruudessa X7

Kuva 11.3: Kaksi nikyméd 13 ympyrésta avaruudessa . ~1(Yy) U {e3}.

Kéytd kuvausta t +— (cos(2mt), sin(27t)). Voisiko Lausetta [10.14] kiiytt#a?
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Luku 12

Kanta ja esikanta

Tassa luvussa tarkastelemme tapoja méaaritella topologia lahtemalld joukkoperheesté, jo-
ka ei valttamatta ole topologia. Esimerkki téllaisesta perheestd on metrisen avaruuden
avoimien pallojen kokoelma: Kahden pallon leikkaus ei valttaméatta ole pallo mutta kaik-
ki metrisen avaruuden avoimet joukot voidaan esittda yhdisteend avoimista palloista.

12.1 Topologian kanta

Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Topologian 7 osajoukko 3 on topologian 7 kanta, jos
jokaiselle U € 7 — {0} on B; € (3 siten, etta

iel
jollekin indeksijoukolle 1.

Esimerkki 12.1. Avoimet pallot muodostavat metrisen avaruuden metrisen topologian
kannan.

Propositio 12.2. Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Olkoon By topologian
Ty kanta. Kuvaus f: X —'Y on jatkuva, jos ja vain jos f~1(B) € 7x kaikilla B € SBy.

Todistus. Oletetaan, etti topologian 7y kannalle Sy pitee f~!(B) € Tx kaikilla B € by
Jos U € 7y, niin on avoimet joukot V, € B, joille patee U = U,y V. Talloin

Oy = (UVa)=U F'(Va) erx.

acJ aed

joten f on jatkuva. Toinen suunta véitteestd on selva. O]

Lemma 12.3. Olkoon X topologinen avaruus, jonka topologian kanta on 5. Joukko () C
X on tihed, jos ja vain jos Q NV # () kaikilla V € (.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]
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Kanta ja esikanta

Lemma 12.4 (Kantalemma). Olkoon X # (). Olkoon  C P (X) kokoelma, jolle pdtee
(1) UBGBB :X ja
(2) jos By, By €  ja x € By N By, niin on B € B, jolle pitee x € B C By N Bs.

Talloin 8 on topologian

rB)={ U B:Jcplu{n.

BeJ
kanta.

Todistus. Osoitetaan, etta 7(3) on topologia. Talloin § on automaattisesti sen kanta.

Kokoelma 7(/3) méariteltiin niin, ettd ) € § ja ehdon (1) nojalla X = Upes B € 7(5).
Olkoot sitten Uy, Us, ..., Uy € 7(5) ja olkoon = € ﬂ;v:l U;. Joukkojen U; mééritelmén
nojalla jokaisella 1 < j < N on B; € B, jolle x € B; C U;. Ehdon (2) nojalla on B, € B,
jolle pétee = € B, C NiL; B; C NiL, Uj. Siis

fu- U s

xeﬂ;.vzl Uj

Lisdksi, jos Uy = Ujec, Baj € 7(8), niin

UU.=U U Baer(8).

acA a€A jEJ,

Siis kaikki topologian ehdot toteutuvat. [

Lemma 12.5 (Toinen kantalemma). Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Olkoon 3 C T.
Jos jokaiselle U € T ja jokaiselle x € U on B € 3, jolle x € B C U, niin 5 on topologian
T kanta.

Todistus. Harjoitustehtéva. O
Esimerkki 12.6. Toisen kantalemman nojalla kokoelma
B =r(E")U{{-00} U]-o00,a[ : a € R} U {Jb,00[ U {o0} : b € R}
on laajennetun reaalilukujen joukon
R=RU{—00,+00}
topologian kanta.
Lause 12.7. Separoituvalla metriselld avaruudella on numeroituva kanta.

Todistus. Olkoon X separoituva metrinen avaruus ja olkoon ) C X numeroituva tiheé
osajoukko. Osoitetaan, ettd kokoelma

6—{B<qk,i):keN, neN-{0}}

on metrisen topologian kanta. Riittda osoittaa, ettd jokainen metrisen avaruuden X avoin
joukko voidaan esittdd yhdisteend kokoelman [ palloista. Olkoon siis U C X avoin ja

olkoon x € U. Télléin on n(z) € N — {0}, jolle B(:L', ﬁ) C U. Tiheyden nojalla on

q(z) € B(x, #(x)) N @ ja kolmioepédyhtdlon nojalla x € B(q, Tl(z)) - B(x, ﬁ) cU.

Siis U = Uyers B(q(:v), ﬁ) O
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Seuraus 12.8. Kompaktilla metriselld avaruudella on numeroituva kanta.
Todistus. Seuraa Lauseista [6.0] ja [12.7] O

Topologinen avaruus X on Ny-avaruus, jos sen topologialla on numeroituva kanta.

12.2 Kompaktin suppenemisen topologia

Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon Y metrinen avaruus. Olkoon
CUX,Y)={f: X = Y : f on jatkuva} .

Metristen avaruuksien kurssilla luvussa |5.3| osoitimme, ettd normiavaruudet

0
Craj

(X,R) ={f € C®(X,R) : [|f]loo < 00}

ovat tédydellisié, kun X on metrinen avaruus. Erityisesti siis C°(X, R) on tédydellinen met-
rinen avaruus, kun X on kompakti. Harjoituksissa tarkastimme, ettd kompaktin metrisen
avaruuden X tapauksessa jonon suppeneminen metrisessé avaruudessa C°( X, R) on sama
kasite kuin funktiojonon tasainen suppeneminen.

Propositio 12.9. Olkoon X kompakti topologinen avaruus ja olkoon'Y metrinen avaruus.
Lauseke

d(f,g) = supdy(f(z),g(x))

reX

on metriikka avaruudessa C°(X,Y). Avaruus (CO(X,Y),d) on tdiydellinen, jos Y on tdiy-
dellinen.

Todistus. Kuten tapaus, jossa X on metrinen avaruus ja Y = E!. Harjoitustehtavi. O

Topologia antaa keinon tarkastella sellaisiakin funktioita, jotka eivét ole rajoitettuja.
Olkoon f € C°(X,Y), olkoon K C X kompakti ja olkoon r > 0. Joukkojen

B(f,K,r) ={g € C°(X,Y) : doo ) (f,9) <7}
Propositio 12.10. Kokoelma
{B(f,K,r): f € C°(X,Y), K C X kompakti, r > 0}
on topologian kanta avaruudessa C°(X,Y).

Todistus. Tarkastetaan, etté joukkojen B(f, K, r) kokoelma toteuttaa Kantalemman m
ehdot. Ensimméinen ehto on selvd koska jokainen yhden pisteen joukko {z} C X on
kompakti ja jokaiselle f € CO(X,Y) pétee f € B(f,{z},1) kaikilla z € X.

Olkoot f1, fo € C°(X,Y), olkoot K, Ko C X kompakteja osajoukkoja, olkoot ry,ry >
0 ja olkoon g < B(fl, Kl, Tl) N B(fg, KQ, 7“2). Olkoon

§ = min (Tj — dCO(Kj,Y)(f|Kj7g|KJ)) ‘

Jje{1,2}

Kolmioepayhtélon nojalla B(g, K3 U Ko, s) C B(f1, Ki1,71) N B(fa, K2, 12). O
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Kanta ja esikanta

Proposition [12.10[antama topologia on em kompaktin suppenemisen topologia avaruudes-
sa CY(X,Y). Jos jono (fx)ren suppenee kompaktin suppenemisen topologiassa, sanotaan,
etta se suppenee kompaktisti tai suppenee tasaisesti kompakteilla joukoilla.

0

1/ \2
1/ \2 1/ \2
1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2
1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/\2 1/\2 1/ \2 1/ \2
1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2 1/ \2

Esimerkki 12.11. Olkoon X metrinen avaruus, joka saadaan darettomasta juurellisesta
binaaripuusta asettamalla jokaisen oksan pituudeksi 1.|I| Tassa puussa on yksi karki, josta
lahtee vain kaksi oksaa. Téaméa karki on puun juuri zg, jota on alla olevassa kuvassa
merkitty luvulla 0. Jokaisesta muusta kérjesta lahtee kolme oksaa. Puun karjet on kuvassa
pirretty niin, ettd jokaisella pallopinnalla {y € X : d(0,y) = n} olevat kirket ovat kuvassa
rinnakkain. Kuvassa on esitetty avaruuden X pallo B(0,5) ldhes kokonaan, puu jatkuu
samanlaisella haarautumisella rajattomasti alaspain. Jokaisella puun karjella v € X, jolle
pétee d(v,0) = n, on kaksi kéirked joukossa {y € X : d(0,y) = n+ 1, d(v,y) = 1}.
Kuvassa naille karjen jalkelaisille on annettu merkit 1 ja 2 ja ndin méaritelladn kuvaus
L: X —{x} — {1,2}.
Olkoon

¢ = {y € C°(]0,00[, X) : v(0) = 0 ja ~y on isometrinen upotus}
Kuvaus ®: ¢ — {1,2}¥1% = {0: N - {0} — {1,2}},

O(y) = L o|n_q0},

on selvasti bijektio.

Olkoon 1 € {1,2}N{% jono, jolle 1(k) = 1 kaikilla k¥ € N — {0} ja olkoon 1, €
{1, 2}N{% jono, jolle patee 1, (k) = 1 kaikilla 1 < k < n ja 1,(k) = 2 kaikilla k > n. Tal-
16in isometristen upotusten jono (®71(1,))°2, suppenee tasaisesti kompakteilla joukoilla,
raja-arvoon ®~1(1).

12.3 Topologian esikanta

Seuraava kannan ilmoittamista yleisempi menetelmé topologian maérittdmiseen on joskus
kayttokelpoinen:

'Kuvan avulla timéi méérittely antaa riittdvin tarkan mielikuvan metrisests avaruudesta X. Tasmil-
liseen madrittelyyn tarvitaan tekijametriikan késitetta, joka kertoo muodollisesti, miten numeroituvasta
kokoelmasta yksikkodjanan [0, 1] kopoioita muodostetaan metrinen avaruus, katso esimerkiksi [BH], s. 64-
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Lemma 12.12. Olkoon X # () joukko ja olkoon of C P(X) siten, ettd Usey A = X.
Talloin joukko

B(7) = { NAi: AL A, Ay € o, nEN—{O}}.
i=1
on jonkin topologian 7(<f) kanta.
Todistus. Sovella Kantalemmaa [12.4] O

Lemmassa (12.12] méaaritelty topologia 7(27) on joukkoperheen & virittamé topologia.
Joukkoperhe o7 on topologian 7 esikanta, jos 7 = 7().

Esimerkki 12.13. (1) Topologian kanta on sen esikanta.

(2) Rajoittamattomien véilien |—o0, b[ ja ]a, 00| kokoelma, missé a, b € E, on reaalilukujen
euklidisen topologian 7(E!) esikanta.

(3) Laajennettujen rajoittamattomien véilien [—oo, b ja ]a, 0o] kokoelma, missé a,b € R,
on laajennetun reaalilukujen joukon R topologian esikanta.

Harjoitustehtavia

12.1. Todista Lemma [12.3l
12.2. Todista Lemma [12.5
12.3. Todista Propositio [12.9

12.4. Onko metrisen avaruuden E" suljettujen pallojen kokoelma jonkin topologian kan-
ta? Onko tilanne erilainen ultrametrisessd avaruudessa?

12.5. Todista Lemma [12.12

13. joulukuuta 2017






Luku 13

Tulotopologia

Metristen avaruuksien kurssilla tarkastelimme kahden ja yleisemmin aérellisen monen
metrisen avaruuden tuloavaruutta ja madrittelimme siithen metriikoita, katso luku [4.3]
Tarkastelemme nyt topologisten avaruuksien tuloavaruuksia yleisemmin.

13.1 Yleinen tulojoukko ja tulotopologia

Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot X, # () joukkoja. Joukkojen X, tulojoukko on

[ Xa={2: A= J Xa:2(a) € Xo Vo€ A}

acA acA

Olkoon oy € A. Kuvaus pay: [Toea Xo = Xay,

Pao () = ()

on projektio joukolle X,,.

Jos X, = X kaikilla a € A, kiytetdan merkintoja

X=X ={¢: A— X}

ja
z = (x(a))aca -

Esimerkki 13.1. Jos indeksijoukko A on &érellinen, esimerkiksi A = {1, 2}, niin

[T Xo={0:{0,1} - A1 UA: ¢(1) € Ay, ¢(2) € As}

ae{0,1}

samastuu luonnollisella tavalla tulojoukon A; x A, kanssa: kuvaus ¢ — (¢(1),®(2)) on
bijektio.
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Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot X, topologisia avaruuksia. Tulojoukon [],c4 Xa
tulotopologia on se topologia, jonka kanta on

{HUQ:UQET(XQ), #{aEA:Ua#Xa}<oo}.

a€cA
Lemma 13.2. Kokoelma
{pa_Ol(U) U €1(Xy,), 2 € A}.
on tuloavarvuden [[,ea Xao topologian esikanta. [

Esimerkki 13.3. [0,1]" on Hilbertin kuutio. Hilbertin kuution osajoukko ]0, 1[" ei ole
avoin koska mikaén sen projektioista ei ole koko [0, 1]. Ttse asiassa harjoituksissa osoite-
taan, ettd joukko [0,1]" —]0, 1[" on tihed Lemman nojalla. Toisaalta myés ]0, 1[" on
tihea.

Lause 13.4. Olkoot X, topologisia avaruuksia, kun o € J. Tdalldin

(1) jos avaruudet X, ovat Hausdorffin avaruuksia, niin [I,c; Xo on Hausdorffin ava-
TUUS.

(2) jos avaruudet X, ovat separoituvia ja J on numeroituva, niin [Joe; Xo on separoi-
tuva.

(8) jos avaruudet X, ovat metristyvid ja J on numeroituva, niin [1,cy Xo on metristyva.

Todistus. Viite (1) jatetddn harjoitustehtévaksi.

(2) Olkoon @, C X, numeroituva tihed osajoukko jokaisella « € A. Olkoon ¢, € @, jokin
piste jokaisella o € J. Maaritellaan jokaiselle darelliselle osajoukolle I C J

Q[: HQa X E{Ca}.

ael

Joukko ()7 on numeroituva jokaisella téllaisella I, joten joukko

Q= U @
Ao
on numeroituva koska numeroituvan joukon &darellisten osajoukkojen perhe on numeroi-
tuva.

Olkoon V' C [],es Xa joukon [],c; X, tulotopologian kannan alkio. Télloin on &érel-
linen Jy C J ja avoimet joukot U, C X, kaikille o € Jy, joille V' = [, s, Ua X I1;_j, Xa-
Lemman nojalla U, N Q, # 0 kaikilla o € Jy, joten VNQ DV NQ,, # 0. Siis Q on
tihed Lemman [12.3| nojalla.

(3) Voimme olettaa, ettd J = N — {0}. Harjoitustehtavin nojalla voimme olettaa,
ettd avaruuden X, metriikka on rajoitettu ja ettd diam X < é kaikilla « € N — {0}.
Lauseke

d(z,y) = . do(z(a), y(a)) (13.1)
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el saa negatiivisia arvoja ja se on aarellinen, koska d,(z(a),y(a)) — 0, kun a — 0.
Harjoituksissa tarkastamme, ettéd d on metriikka tuloavaruudessa [152; X,.
Olkoon a € (T[22, X4, d) Talloin

B(a,~) = T Balo), ).
a=1
mutta B(a(a), %) = X, kaikille & > n, joten
Ba, 1) = T Blat), )  TT ..
n ot n’/ s

Siis pallot B(a, %) muodostavat tulotopologian ympéristokannan jokaisessa pisteessa a €
o1 Xa, joten metriikan d metrinen topologia on tulotopologia. O]

Esimerkki 13.5. Lauseen nojalla Hilbertin kuutio on separoituva ja metristyva.
Erityisesti se on Hausdorffin avaruus ja /Ni-avaruus.

Propositio 13.6. Olkoon A # 0 indeksijoukko ja olkoot X, topologisia avaruuksia. Ol-
koon X = [lpea Xo- Tuloavaruuden X jono (xp)ren Suppenee pisteeseen x € X, jos ja
vain jos pa (k) suppenee pisteeseen po(x) kaikilla o € A.

Todistus. Oletetaan, ettd z; — =, kun k& — o0o. Olkoon ay € A ja olkoon U € 7(X,,)
pisteen p,, (x) ympéristé avaruudessa X,,. Joukko

U=Ux [] X.e€7(X),
acA—{ap}

joten on N € N siten, etté ), € U, kun k > N. Erityisesti siis po(2z) € U, kun k > N.
Oletetaan sitten, ettd jokaisella o € A on z, € X, siten, ettd p,(rr) — 4, kun
k — o0o. Olkoon z € X siten, ettd p,(z) = z, jokaisella o € A. Olkoon U pisteen
x ymparisto avaruudessa X. Téalloin on avaruuden X tulotopologian kannan alkio V/,
jolle piatee x € V C U. Maéaritelman nojalla on &arellinen J C A ja avoimet joukot

V; C X siten, etta
V=(TIV;) x II Xa-

JjeJ aceA—J
Oletuksen mukaan jokaisella j € J on N(j) € N siten, etta p;(zx) € V;, kun k > N(j),
joten x, € V C U, kun k > max;cs N(j). O

Oletetaan, etti X, = X jokaisella a € A. Tuloavaruuden X4 = [],.4 X alkio on
kuvaus x: A — X. Proposition nojalla avaruuden X4 jono (z;) suppenee tulotopo-
logiassa kohti alkiota x, jos ja vain jos

zr(a) = Ey(zg) — Eu(x) = z(a)
kaikilla a € A. Tulotopologia on siis pisteittdisen suppenemisen topologia.

Lause 13.7. Olkoot X} kompakteja metristyvid avaruuksia kaikilla k € N. Tdlloin tuloa-
varuus X = [[;2, Xk on kompakti metristyvd avaruus.
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Todistus. Riittéd tarkastella tapausta, ettd Xj on metrinen avaruus. Lauseen [13.4](3) no-
jalla X on talloin metrinen avaruus. Osoitetaan X jonokompaktiksi diagonaalitodistuksel-
la, joka kiyttdd Propositiota[13.6] Olkoon (z)ken jono avaruudessa X . Jonolla (p1 (xx))5,
on suppeneva osajono (p;(z1x))5; koska X; on kompakti. Tarkastellaan seuraavaksi jonon
(11)52, projektiota avaruuteen X5 ja niin edelleen. Yksiryiskohdat jatetaan harjoitusteh-
tavaksi. O

Esimerkki 13.8. Hilbertin kuutio [0,1]" on kompakti Lauseen nojalla.

13.2 Kuvausperheen lahtotopologia

Tulotopologia on térkein esimerkki yleisemmaésta tavasta muodostaa topologia joukkoon
X # () kuvausperheen avulla.

Olkoon X # ). Olkoon A # () indeksijoukko ja olkoot (Y,,7,) topologisia avaruuksia.
Olkoot f,: X — Y, kuvauksia. Kokoelman {f;(U) : U € 7, ,a € A} virittdma topologia
7! joukossa X on kuvausperheen (f4)aca indusoima topologia eli ldhtétopologia.

Lemma 13.9. Kuvaukset f,: (X,7') — Y, ovat jatkuvia kaikilla o € A.

Propositio 13.10. Kuvausperheen fo: X — (Y, Ta) indusoima topologia on joukon X
karkein topologia, jonka suhteen kaikki kuvaukset f, ovat jatkuvia.

Todistus. Harjoitustehtéava. O]
Propositio 13.11. Tulotopologia on projektioiden perheen lihtotopologia. [

Propositio [I3.10] on yksi perusteista sille, miksi tulotopologia mééritelldan juuri silla
tavalla kuin se maaritelladn. Tulojoukon [],c4 X, laatikkotopologia on topologia Tiex,
jonka kanta on

{ [[Us:Uas€ T(Xa)}

acA

on aidosti hienompi kuin tulotopologia, jos indeksijoukko A on aéreton.

Olkoon A # () dareton indeksijoukko ja olkoot X, Hausdorffin avaruuksia. Tuloava-
ruus [],c4 Xo on kompakti Haudorffin avaruus Lauseen nojalla. Topologinen avaruus
(ITaea Xa, Thox on Hausdorffin avaruus, koska laatikkotopologia on hienompi kuin tuloto-
pologia. Harjoitustehtavan ref nojalla (IToea Xa, Thox €1 ole kompakti. Laatikkotopo-
logiassa on siis tdmén havainnon mukaan turhan paljon avoimia joukkoja.

Propositio 13.12. Olkoon J # 0 indeksijoukko ja olkoot X, topologisia avaruuksia kai-
killa oo € J. Olkoon X topologinen avaruus. Kuvaus f: X — [loes Xo on jatkuva, jos ja
vain jos kuvaukset p, o f: X — X, ovat jatkuvia kaikilla o € J.

Todistus. Jos f on jatkuva, niin p, o f on jatkuvien kuvausten yhdistettyna kuvauksena
jatkuva. Oletetaan sitten, ettd kuvaukset p, o f: X — X, ovat jatkuvia kaikilla o € J.
Jos A = Usy X [laes—{ao} Xa = Pay (Us,) jollain avoimella Uy, C Xg,, niin

f_l(A) = f_lpc_yol(Uao = (poco © f)_l(Uao)
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on avoin. Siis kaikkien esikannan alkioiden alkukuvat ovat avoimia. Mutta topologian
kannan alkiot saadaan esikannan alkioiden darellisiné leikkauksina, joten niiden alkukuvat
ovat myos avoimia, joten f on avoin Proposition [12.2] nojalla. O

13.3 Tihonovin lause

Tassa luvussa yleistdmme Lauseen yleisen tulon tapaukseen. Télloin tuloavaruus ei
yleensa ole metrinen avaruus, joten numeroituvan tulon tapauksen todistuksen idea ei
ole kaytettavissa. Todistus vaatii valinta-aksiooman kayttoa jossain muodossa, kaytamme
sen kanssa yhtapitavaa muotoilua, jota kutsutaan usein Zornin lemmaksi. Taman kurssin
kannalta kyse on aksioomasta.

Olkoon J # (). Relaatio < on jarjestys joukossa .J, jos
(1) a < a kaikilla a € J,
(2) josa=<bjab=a,nina=>ja
(3) josa =bjab<c nin a < ¢ kaikilla a,b,c € J.

Pari (J, X) on (osittain) jarjestetty joukko.

Jéarjestys < on taydellinen, jos kaikille a,b € J patee a =< b tai b = a. Jos joukon J
jérjestys on téaydellinen, niin (J, <) on ketju.

Alkio Y € J on osajoukon B C J yliraja, jos b <Y kaikilla b € B. Jarjestetty joukko,
jonka jokaisella ketjulla on ylaraja on induktiivisesti jarjestetty joukko.

Jarjestetyn joukon J alkio m € J on maksimaalinen, jos M < b vain, jos b = M.

Aksiooma 13.13 (Zornin lemma). Induktiivisesti jarjestetyssd joukossa on maksimaali-
nen alkio.

Lause 13.14 (Tihonovin lause). Kompaktien avaruuksien tuloavaruus on kompakti.

Tihonovin lauseen todistamista varten on kéitevia todistaa joitakin aputuloksia.

Topologisen avaruuden X avoin peite on hankala[7 jos silld ei ole darellistd osapeitetta.

“Téama on kiteva méaaritelmé tassa tilanteessa mutta ei liene yleisesti kaytossa.

Lemma 13.15. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon <f sen esikanta. Jos avaruudella
X on hankala peite, niin silld on hankala peite, jonka joukot ovat esikannan alkioita.

Todistus. Olkoon . avaruuden X hankalien peitteiden kokoelma. Inkluusio C on jér-
jestysrelaatio joukossa . Olkoon (% )aca ketju jarjestetyssé joukossa (S, C). Peite
U = Ugea U, on hankala: Jos sillé olisi déarellinen osapeite Uy, Us, ..., Uy, niin jokaiselle
1 <j < Nolisiaj € A, jolle Uy € %,,;. Koska (%)aca on ketju, pétee siis U; € %,
jollain 1 < jo < N. Mutta talloin peitteella U, olisi aarellinen osapeite vastoin oletusta.
Siis % on ketjun (%,)aca yliraja.

Zornin lemman nojalla jérjestetyssé joukossa ¢ on maksimaalinen alkio U . Osoite-
taan, ettd % N </ on hankala peite.
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Olkoon z € X. Koska % on peite, on U € ?7, jollex € U € U. Koska & on esikanta,
on Vi, Va,...,V, € &, joille V. =ViNnVon---NV, CU. Tilloin V € %, silli muuten
peitteelld 7 U {V'} on &érellinen osapeite. Tama on mahdotonta koska V' C U ja % on
hankala.

Osoitetaan, etta V; € @//\jollaini <1 < mn. Jos W ja W' ovat avoimia joukkoja ja
W W' ¢ u, peitteillé{m U I{W}ja 2 U{W'} on ééirelliset osapeitteet {W, Uy, ..., U,} ja
(W', Uy,..., Uy} Tallsin {WN, Uy, ..., Uy, Uy, ..., UL} on peitteen % U {W NW'} &i-
rellinen osapelte joten WNW' ¢ 7 Sus péitee JOkO V, € U tai invan---nv, e U
ja toistamalla tama paattely korkeintaan n kertaa saadaan V; € €U jollain 1 <17 < n.

On siis osoitettu, ettéa % N o on hankala peite, ja koska U on hankala, myos tamé
peite on hankala. O

Tihonovin lauseen todistus. Olkoot (X,,T,) kompakteja topologisia avaruuksia kaikilla
a € A. Jos tuloavaruus X = [],c4 X, el ole kompakti, niin silla on hankala peite %,
jonka joukot ovat esikannan

o = {p;()l(U) U € 7(Xy), ao € A}.

alkioita.
Olkoon a € A. Kokoelma

Uy ={V ETa:p, (V) EUY.

ei ole avaruuden X, peite. Nimittéin, jos se olisi peite, niin silld olisi darellinen osapeite
{Vi,Va, ..., Vx} ja téllsin kokoelma {p,'(V1),p;'(Va),...,p5 (Vy)} olisi hankalan peit-
teen 7% &aéarellinen osapeite, mikd on mahdotonta.

Jokaisella @ € A on siis z, € X, — U%,. Koska % on peite, on U € %, jolle
T = (Xa)aca € U. Talloin U = p;Ol(UO) jollain Uy € Z,,, joten z,, € Uy € U,,, miké on
ristiriita. [
Esimerkki 13.16. Tihonovin lauseen nojalla avaruus [0, 1] on kompakti ja Lauseen
13.4(1) nojalla se on Hausdorffin avaruus. Osoitamme, etté [0, 1]/
Jokainen x € [0, 1] voidaan esittd sarjan

g:l ax(z)

ei ole jonokompakti:

summana. Joillekin luvuille on kaksi téllaista esitystéd, valitaan naille yksi esityksista.
Summaesityksessé esiintyvit kertoimet ovat nyt funktioita ay: [0, 1] — [0, 1], siis ne ovat
avaruuden [0, 1] alkioita. Jos jonolla (o )ken—q{o} olisi suppeneva osajono (au;)jen—1,
niin jono (ay,(z))jen—1 suppenisi jokaiselle 2. Olkoon S, = 1 kaikilla j € N — {0} ja
olkoon [ = 0 kaikilla muilla k. Téalloin

(557 -

k=1

ei suppene. Siis jonolla (o )ren—goy €l ole suppenevaa osajonoa.
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Harjoitustehtavia

13.1.  Osoita, ettd joukko [0,1]" —]0,1[" on tihed Hilbertin kuutiossa.

13.2. Olkoot X, Hausdorffin avaruuksia, kun o € J. Osoita, ettd [[,c; Xo on Haus-
dorffin avaruus.

13.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon ¢ > 0. Osoita, etté lauseke
d'(z,y) = min(d(z,y), c)

médraa metriikan joukossa X ja ettd avaruudet (X, d) ja (X, d’) ovat homeomorfiset.
13.4. Osoita, etta lauseke (13.1]) méarda metriikan numeroituvassa tuloavaruudessa.

13.5. Olkoot X} kompakteja metrisia avaruuksia kaikilla £ € N. Osoita, etté []7>; X on
kompakti metrinen avaruus.

13.6. Osoita, ettd joukon {0, 1} tulotopologia on sama kuin Harjoitustehtivissi m
médritellyn metriikan metrinen topologiall]

13.7. Olkoon e;: N — [0,1], er(n) = gn. Osoita, ettd Hilbertin kuution [0, 1] jono
(ex)ken suppenee.

13.8. Olkoon e;: N — {0,1}, ex(n) = Oy Osoita, ettd tuloavaruuden {0,1} jono
(er)ken suppenee.

13.9. Todista Propositio [13.10]

! Avoimet pallot muodostavat metrisen topologian kannan. Millaisia joukkoja avoimet pallot ovat téissa
avaruudessa?
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