Lineaarialgebra
Harjoitus 3, 15.2.2005

1. Olkoon V' vektoriavaruus, dimV = n € {1,2,3,...}. Olkoon S C V siten, ettd
(S) = V. Osoita, ettd V:11a on kanta K siten, ettd K C S.

2. Olkoon V' vektoriavaruus, dimV = n € N. Olkoon W vektoriavaruus, ja olkoon
L :V — W lineaarikuvaus. Osoita, ettd Im L on #arellisulotteinen.

Vihje: Tehtédva 1.

Huom! Tissé tehtédvissi el (tietenkéédn) saa kdyttad dimensiolausetta, koska tatéa
tulosta kidytetddn dimensiolauseen todistuksessa.

3. Olkoon L : V — W lineaarikuvaus. Osoita:
(a) Jos L on injektio ja K C V on lineaarisesti riippumaton, niin L(K') on line-

aarisesti riippumaton.
(b) Jos L on isomorfismi ja K on V:n kanta, niin L(K) on W:n kanta.

4. Olkoon L : V — W lineaarikuvaus. Olkoon dim V' = dim W = n € N. Osoita:
L on injektio <= L on surjektio <= L on bijektio.

5. Olkoon {ky, ko, ..., k,} vektoriavaruuden V:n kanta. Olkoon W vektoriavaruus, ja
olkoot k1, kb, ...,k € W. Osoita, ettd on tdsmaélleen yksi lineaarikuvaus L : V- — W
siten, ettd L(k;) = k] kaikilla i € {1,2,...,n}.
6. Olkoon L : R? — R2
L(z) = (x1 — 229, 2x1 + 9).

(a) Madritd L:n matriisi R%:n standardikannan suhteen.

(b) MA&ritd L matriisi R%:n kannan {(1, —2),(3,2)} suhteen.
7. Olkoon T': M(n) — M(n), T(A) = A" (A:n transpoosi).

(a) Médrita kuvauksen 7' : M (2) — M (2) matriisi M (2):n kannassa
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(b) Maarita KerT ja ImT.

8. Olkoon S : M(2) — M(2), S(A) = 3(A+ A").
(a) Osoita, ettd S on lineaarikuvaus.
(b) Maarita S:n matriisi M (2):n kannassa ().
(c) Keksi kannat vektoriavaruuksille Im S ja Ker S.



