JOHDATUS MATEMATIIKKAAN

JOUNI PARKKONEN

0. LUKIJALLE

Tamé on syksyn 2012 Johdatus matematiikkaan -kurssin teksti. Joitain asioita
késiteltiin luennolla enemmaén kuin tassa tekstissé, samoin joistain asioista on téssé
tekstissd muutama listhuomio, joita ei késitelty luennolla. Tamén tekstin liséksi suo-
sittelen lukemaan Kdenméen tai Juutisen monisteita, joihin on linkki kurssin koti-
sivulla. Naissa monisteissa kasitellian matemaattisten vaitteiden todistustekniikkaa
melko perusteellisesti.

1. MATEMAATTISIA VAITTEITA JA TODISTUKSIA

1.1. Vaitteita. Seuraavat ovat matemaattisia vaitteita:

(1) V2 on irrationaaliluku.

(2) v/2 on rationaaliluku.

(3) Olkoon k > 3 luonnollinen luku. Kaikki yhtéalon

2P = 2k

kokonaislukuratkaisut (x,y, z) toteuttavat yhtalon zyz =0

(4) Jokainen yhdesti yhtenéinen suljettu 3-ulotteinen monisto on homeomorfinen
4-ulotteisen euklidisen avaruuden yksikkdpallon pinnan kanssa.

(5) Jokaisen kokonaisluvun nelié on jaollinen luvulla 4 tai neljalla jaettaessa
jakojadnnos on 1.

(6) Jokaiselle luonnolliselle luvulle n patee

En:Qi =ontt 1.
i=0

Havaintoja: e Vain toinen viitteista (1) ja (2) voi olla tosi.

e Viite (3) sanoo, ettd ainakin yksi kokonaisluvuista z,y, z, jotka toteuttavat véit-
teen yhtalon, on 0. Jéljelle jaavia ratkaisuja, jotka ovat esimerkiksi muotoa z = 0 ja
y = z sanotaan triviaaleiksi eli itsestaanselviksi ratkaisuiksi. Tamaé vaite on Fermat'n
suurt lause. Fermat muotoili vaitteen 1600-luvulla ja osasi todistaa sen ilmeisesti vain
tapauksessa k = 4. Euler, Legendre, Dirichlet jne todistivat 1700-1800-lukujen tait-
teessa tapaukset 3, 5 ja 7 ja joitain erikoistapauksia, ja 1800-luvulla uuden matema-
tiikkan alan algebrallisen lukuteorian keinoilla saatiin monia alkulukueksponentteja
kasiteltya. Lopullisesti lauseen todisti Wiles noin vuonna 1995 menetelmilla, jotka
ovat jo kaukana viitteen muotoilussa esiintyvista késitteisté.

e Viite (4) on niin edistynyttd matematiikkaa, ettd pelkistdan sen ymmaértdminen,
mité véitetddn, vaatii monien uusien Késitteiden maédrittelemistd. Taméa vaite on
Poincarén konjektuuri, jonka Poincaré muotoili 1900-luvun alussa. Viitteen todisti
Perelman noin vuonna 2002-2003.

e Nimitys konjektuuri tarkoittaa matemaattista véitetta, jonka uskotaan olevan tosi.
Koska Perelman todisti Poincarén konjektuurin, véitteen nimityksen voisi vaihtaa
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esimerkiksi Perelmanin lauseeksi. Alkuperiistd nimitysté kiytettiin kuitenkin niin
kauan, ettd se sdilynee kiytossd. Vastaavasti Fermat'n suurta lausetta olisi ollut
parempi sanoa konjektuuriksi. . .

e Viitteesséd (6) kiytetddn summamerkintaa
Z2Z:20+21++2n71+2n
=0

parantamassa luettavuutta ja helpottamassa kirjoittamista.

1.2. Todistuksia. Selvitdimme luvussa 2, kumpi véitteista (1) vai (2) on tosi. Vait-
teet (3) ja (4) ovat aivan lilan haastavia késiteltéviksi télla tai monella muullakaan
kurssilla. Viitteet (5) ja (6) eivit ole kovin vaikeita mutta ne ovat opettavaisia esi-
merkkeja vaitteista, jotka koskevat kaikkia luonnollisia lukuja samanaikaisesti. To-
distamme seuraavaksi ndma véitteet.

Viitteen (5) todistus. Jokainen kokonaisluku 7 on joko parillinen tai pariton.
Jos n on parillinen, on kokonaisluku k, jolle n = 2k. Talloin

n? = (2k)* = 4k?

joten tissd tapauksessa n? on jaollinen luvulla 4. Jos n on pariton, niin on kokonais-
luku £, jolle n = 2k 4 1. Talloin

n?=0k+1)* =4k +4k +1=4(k*+k) + 1,
joten luvun n? jakojadnnos jaettaessa luvulla 4 on 1. O

Mutta miten perustellaan, etté kaikki kokonaisluvut ovat parillisia tai parittomia?

On helppo vakuuttaa itsensé siité, ettd véite (6) on tosi kokeilemalla muutamalla
luvun k arvolla. Tamaé ei kuitenkaan todista véitettd kuin niille arvoille, joilla se on
testattu. Koska luonnollisia lukuja on ddrettoméan monta, vaaditaan kehittyneempi
todistusmenetelmé, jota kutsutaan induktiotodistukseksi. Induktiotodistus perustuu
yksinkertaiseen ideaan:

Kun lukuun 0 lisdtédan 1 tarpeeksi monta kertaa,
padstadn mihin tahansa luonnolliseen lukuun.

Todistetaan viite (6) talld idealla.
Viitteen (6) todistus. Vaihe 1: Havaitaan, etté véite on tosi, kun n = 0:

0
=20 =1=2" 1
=0

Vaihe 2: Osoitetaan, etté siité, ettd viite patee, kun n = k — 1 seuraa, etté se patee,
kun n = k: Oletetaan siis, etta

k—1
222’ =2k _ 1.
=0

Téata kutsutaan induktio-oletukseksi. Havaitaan, etté

k k—1
d =) 242k,
=0 =0

2



joten induktio-oletuksen nojalla
k
o= o142 =2x2b—1=028"—1,
=0
kuten haluttiin. 0
Se, ettd induktioperiaate toimii, on luonnollisten lukujen sisddnrakennettu omi-

naisuus kuten ennen todistusta todettiin. Todistamme sen avulla kurssin aikana
useita eri tuloksia ja loppukokeessa on varmasti induktiotodistus.

Lause 1.1. Kaikille luonnollisille luvuille n > 1 pdtee
n(n+1)
5 )

Todistus. Tapaus n = 1 on helppo: 1 = % Oletetaan, ettd kaava (1) pétee, kun
n = k. Nyt induktio-oletuksen nojalla patee

(1) 1424 +n=

1+2+"'+k+(l€+1):@+(}€+1):k<k+1)_2|—2<k+1)
_ (k+1)+1)(k+1) -
2 .

Induktiotodistuksella voidaan todistaa myos véitteitd, jotka patevat kaikille koko-
naisluvuille, jotka ovat suurempia tai yhtéd suuria kuin N € Z. Téll6in tarkastetaan
vaite luvulle N ja tehdadén induktioaskel kaikille kokonaisluvuille, jotka ovat vihin-
taan N.

2. LuvuisTA

Lukuteoria on klassinen matematiikan ala, jolla on tdmén kurssin kannalta ainakin
kaksi hyvaéd ominaisuutta:

e Pienilld lukuteorian tuloksilla on hyva harjoitella todistamisen alkeita

e Lukuteoriassa on helppo muotoilla haastavia kysymyksié, joiden ratkaisemi-
seen on kiytetty satoja vuosia ja sellaisiakin, joita ei vieldkdén osata ratkais-
ta.

2.1. Merkintoja. Luonnollisten lukujen joukko on
N={0,1,2,...}.
Kokonaislukujen joukko on
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}.

Ajattelemme reaalilukujen joukkoa R havainnollisesti lukusuorana. Rationaaliluku-
jen joukko on

Q:{SGR:p,QEZ,q%O}.

Merkintéd a € A tarkoittaa, ettd a on joukon A alkio. Jos kaikki joukon C' alkiot
ovat myos joukon D alkioita, niin C' on joukon D osajoukko, tatd merkitdan C' C D.
Merkinta

B = {a € A : alkiolla a on ominaisuus P(a)}

madrittelee joukon A osajoukon. Esimerkiksi rationaalilukujen joukko kuvattiin yll&
tallaisella merkinnélla reaalilukujen joukon osajoukkona.
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2.2. Rationaali- ja irrationaaliluvuista.

Lause 2.1. /2 on irrationaaliluku.

Mité ylldoleva viite tarkoittaa? Luvun 2 nelidjuuri v/2 on positiivinen reaaliluku,
jolle pitee (v/2)? = 2. Onko téllainen luku varmasti? Ilmeisesti on, koska Pythago-
raan lauseen mukaan yksikkonelion halkaisijan pituus on v/2. Tarkempi perustelu
vaatii reaalilukujen olemuksen lahempaé pohdiskelua, joka jadkoon myohaisempéaan
ajankohtaan.

Todistus. Oletetaan, ettid /2 = p/q. Siis (p/q)?> = 2 eli p> = 2¢>. Tésté voi jatkaa
ainakin kahdella tavalla:

(1) Nyt p? on parillinen, joten p on parillinen, p = 2p;, 0 < p; < p. Supistetaan ja
saadaan yhtalo

(2) 2p1 = ¢*.

Kuten edella saadaan, ettd ¢ on parillinen, ¢ = 2¢;, jollain kokonaisluvulla ¢, joka
toteuttaa 0 < ¢; < ¢. Sijoittamalla ¢ = 2¢; yhtdloon (2) saadaan supistamalla yhtalo

p? = 2q¢3, josta paitelldin kuten edelld, ettd p; = 2py jollekin luonnolliselle luvulle
po. Jatkamalla saadaan aidosti vihenevét jonot luonnollisia lukuja

p>p1>p2> -
ja

qQ>q >q>""",
mutta timé on mahdotonta! Siis v/2 ei ole rationaaliluku.
(2) Oletetaan, etta rationaaliluku p/q on supistetussa muodossa, toisin sanoen luku-
jen p ja ¢ suurin yhteinen tekija on 1. Kuten edelld saadaan p? = 2¢2, josta saadaan,
ettd p = 2p; on parillinen. Supistamalla saadaan ¢> = 2p?, joten myds ¢ on parilli-
nen ja lukujen p ja ¢ suurin yhteinen tekija onkin vahintdan 2, miké on ristiriita sen
kanssa, etta p/q oli supistetussa muodossa. Siis V2 ei ole rationaaliluku. 0

Lauseen 2.1 todistus on hyvéa esimerkki epésuorasta todistuksesta: Lauseen 2.1
sisaltd voidaan jakaa osiin néin:

Oletus: 2% = 2.

Vaiite: z ei ole rationaaliluku.



Todistuksessa oletetaan, etté viite ei ole voimassa. Kayttamalla tatd vastaoletus-
ta eli antiteesii (z on rationaaliluku) ja viitteen oletusta (x? = 2) osoitetaan, etti
tasta seuraa jokin ristiriita. Koska ristiriita saadaan aikaan, paatelma on, etté viite
on tosi. TamA johtuu siité, ettd reaaliluku /2 on joko rationaaliluku tai irrationaali-
luku ja olemme pystyneet osoittamaan, etta se ei voi olla rationaaliluku. Eri versiot
todistuksen loppuosasta johtivat eri ristiriitoihin.

Lauseen 2.1 todistuksessa kiytimme paattelya

p? on parillinen, joten p on parillinen.

Tamé vaite on helppo todistaa: Jos p on pariton, niin sen nelié on pariton, kuten
huomasimme Viitteen (5) todistuksessa Luvussa 1.

Huomaa, etté viite "Jos p? on jaollinen luvulla 4 , p on jaollinen luvulla 4" ei ole
tosi: Valitaan p = 2. Luku 4 jakaa luvun p? = 22 = 4 mutta ei lukua p = 2. Tamai
johtuu siita, ettd 2 on alkuluku ja 4 ei ole. Tarkastelemme téata aihetta luvussa 2.3.

Yleisemmin patee tulos, jota emme nyt todista:

Lause 2.2. Olkoon P(z) kokonaislukukertoiminen polynomi, jonka korkeimman as-
teen termin kerroin on 1 ja olkoon P(a) = 0 jollekin reaaliluvulle a. Tdlldin a on
luonnollinen luku tai irrationaaliluku.

Seuraus 2.3. Olkoot n, k € N. Tdlloin ¥/n on luonnollinen luku tai irrationaaliluku.

Todistus. Reaaliluku {/n on kokonaislukukertoimisen polynomin P(z) = 2% —n
nollakohta. Vaite seuraa siis Lauseesta 2.2. O]

Vetosimme ennen Lauseen 2.1 todistusta Pythagoraan lauseeseen:

Lause 2.4 (Pythagoraan lause). Fuklidisessa tasossa olevan suorakulmaisen kol-
mion kateettien pituuksien nelididen summa on sen hypotenuusan pituuden nelid.

Pythagoraan lauseelle on klassisia geometrisia todistuksia, esimerkiksi seuraava
kolmioiden siirtelyyn perustuva todistus:

Todistus. Olkoot kateettien pituudet a ja b ja hypotenuusan pituus c¢. Kun a + b-
sivuisen nelion kulmiin asetetaan suorakulmaiset kolmiot kuten kuvassa, keskelle
jaa c-sivuinen nelio. Kun kolmiot siirretddn uusiin asemiin, niiden komplementti
muodostuu a-sivuisesta ja b-sivuisesta neliosté. O

Toisaalta, jos médrittelemme tason pisteiden a = (a1, as) ja b = (b1, by) etéisyy-
deksi

d(a,b) = /(a1 = b1)? + (a2 — by)?,
niin Pythagoraan lause on selvio, kun tarkastellaan suorakulmaista kolmiota, jonka
kirkipisteet ovat 0 = (0,0), (b,0) ja (0, a).

%Jatkamme viela irrationaalilukujen parissa. Kultaisella leikkauksella tarkoite-
taan janan jakamista kahteen osaan siten, ettd lyhyemmaén osan suhde pidempéan
on sama kuin pidemmén osan suhde koko janan pituuteen. Tata suhdetta ¢ (ja usein
myds sen kiidinteislukua ® = =) kutsutaan kultaisen leikkauksen luvuksi. Jos lihde-

¢
taan yksikkojanasta, joka jaetaan kahteen osaan pisteelld z > %, kultaisen leikkauk-
sen luku ¢ on yhtilon § = 1%”" ratkaisu. Tama yhtalo on yhtédpitdva toisen asteen
polynomiyhtalon
(3) ??+r—1=0
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kanssa. Erityisesti siis patee ¢(¢ + 1) = 1 eli

@:%:¢+L

Todistamme kultaisen leikkauksen luvun irrationaalisuuden geometrisella argu-
mentilla.

Lause 2.5. Kultaisen leikkauksen luku ¢ on irrationaaliluku.

Todistus. Olkoon Sy suorakulmio, jonka sivut ovat kultaisen leikkauksen suhtees-
sa, kultainen suorakulmio. Jaetaan suorakulmion Sy pitké sivu kultaisen leikkauksen
suhtessa niin, ettd muodostuu neli ja suorakulmio S;. Kultaisen leikkauksen méa-
ritelmén nojalla suorakulmion S; sivut ovat kultaisen leikkauksen suhteessa. Tois-
tetaan prosessi suorakulmiolle S} ja saadaan pienempi kultainen suorakulmio Ss.
Téata prosessia voi jatkaa loppumattomiin ja saadaan sisikkaisten kultaisten suora-
kulmioiden jono.

Oletetaan, ettd ¢ = %’ on rationaaliluku, 0 < p < ¢. Talléin suorakulmio Sy, jon-
ka sivujen pituudet ovat p ja ¢ on kultainen suorakulmio. Yll& kuvatun prosessin
suorakulmion S; sivujen pituudet ovat p ja0 < g—p < q, ¢ —p € N, seuraavan suo-
rakulmion S5 sivujen pituudet ovat g—p ja 0 < 2p—q < p, 2p—q € N. Néin saadaan
adareton jono sisakkaisia aidosti pieneneviéd suorakulmioita, joiden sivujen pituudet
ovat luonnollisia lukuja. Téma ei ole mahdollista, joten ¢ on irrationaaliluku. 0

Tunnetusti yhtélon (3) ratkaisut ovat _1"2“/5 ja _1;\/5, joista vain ensimmaéainen
on positiivinen, joten
V-1
2

¢ = ~ 0.61803 .

Ensimmaisissé harjoituksissa osoitetaan toisella tavalla kuin ylla, ettd ¢ on irratio-
naaliluku ldhtemalla téasté esitysmuodosta.

2.3. Alkuluvuista ja jaollisuudesta.

Maaritelma 2.6. Luonnollinen luku d > 1 on luonnollisen luvun ¢ tekijd, jos on
luonnollinen luku ¢, jolle ¢ = dq;. Luonnollinen luku p > 2 on alkuluku, jos sen
ainoat tekijat ovat 1 ja p.

Lause 2.7. Jokainen luonnollinen luku, joka on vihintddin 2 wvoidaan esittid alku-
lukujen tulona.



Todistus. Teemme induktiotodistuksen, joka alkaa luvusta 2. Todistamme induktiol-
la vaitteen

Jokaiselle N € N, N > 2 pitee, etta
kaikki luonnolliset luvut 2 < n < N voidaan esittda alkulukujen tulona.

(Lauseen véite seuraa tésté véitteestd, joka muotoillaan talla tavalla teknisesta syys-
té, joka selvidd todistuksen edetessd.) Luku 2 on alkuluku, joten viite pétee sille.
Tehdédan induktio-oletus: Oletetaan, ettd vaite péatee luvulle k. Osoitetaan, etté
vaite patee luvulle £+ 1. Induktio-oletuksen nojalla riittaa tarkastaa, etta luku k+1
voidaan esittda alkulukujen tulona. Tarkastelu jakautuu kahteen tapaukseen:

(1) Jos k + 1 on alkuluku, niin viite pétee.

(2) Jos k + 1 ei ole alkuluku, niin silld on jokin tekija d, jolle pétee 2 < d < k.
Siis £ + 1 = de jollekin e, jolle myos péatee 2 < d, e < k. Induktio-oletuksen
nojalla luvut d ja e voidaan esittda alkulukujen tulona. Kertomalla ndma
tulot keskendéin saadaan luvun k + 1 esitys alkulukujen tulona.

Koska viite patee molemmissa tapauksissa, todistus on valmis. O

Lause 2.8. Alkulukuja on ddrettomdan monta.

Todistus. Oletetaan, ettéd alkulukujen joukko on déarellinen. Olkoot siis p1, pa, ..., PN
kaikki alkuluvut. Luvulla

(4) pipz---py +1

on esitys alkulukujen tulona. Kuitenkaan mikaén luvuista pq, pso, ..., py €i ole luvun
1, P2, - -, PN + 1 tekija, joten kaikki alkuluvut eivéit ole luettelossa py, po, ..., pNn +
1. OJ

Lauseen 2.8 todistuksessa kaytettava luku pips - - - py + 1 ei aina ole itse alkuluku
vaikka silté voisi ensin vaikuttaa: Luvut 2+1 = 3, 2x3+1 =7, 2x3x5x7+1 = 211,
2x3x5xT7x114+1 = 2311 ovat alkulukuja mutta 2x3x5x7x11x13+1 = 30031 =
59 x 509. Vastaavanlaisen esimerkin 16yt&a nopeasti aloittamalla luvusta 2 kuten ylla
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ja lisdamalla kokoelmaan aina uuden alkuluvun, kun sellainen loydetéan lausekkeella
(4): 2 x 3 x 7+ 1 =43 on alkuluku mutta 2 x 3 x 7 x 43 +1 = 1807 = 13 x 139.

Seuraava tulos kertoo, ettd Lauseen 2.1 todistuksessa kaytetty paattely
n? on parillinen, joten n on parillinen
yleistyy, kun tarkastellaan jaollisuutta alkuluvuilla:

Lause 2.9 (Eukleideen lemma). Olkoon p alkuluku ja olkoot a ja b luonnollisia
lukuja. Jos p on luvun ab tekijd, niin se on luvun a tai b tekijd.

Emme todista tatd tulosta, joka késitellddn lukuteorian ensimmaisella kurssilla.
Jos p on alkuluku ja p on luvun n? tekiji, niin Eukleideen lemman mukaan p on
luvun n tekija.

Eukleideen lemman avulla voidaan taydentad Lausetta 2.7 ja todistaa, etté jokai-
nen luku voidaan esittaa alkulukujen tulona téasmaélleen yhdella tavalla.

2.4. Frobeniuksen luvut. Harjoituksissa késiteltiin seuraavaa "sovelletun mate-
matiikan kysymysta": Suuri ravintolaketju alkoi 1980-luvulla myyda uppopaistettu-
ja kananpaloja kuuden, yhdeksén ja 20 palan annoksina. T&ll6in 43 on suurin méaéra
kananpaloja, jota ei voi tilata. Mychemmin valikoimaan lisdttiin neljin kananpalan
annos. Jos sallitaan tdméan annoskoon kiytto, niin suurin méaré, jota ei voi tilata
on 11 kananpalaa.

Lukuja, jotka voidaan muodostaa lukujen 6, 9 ja 20 positiivisisten monikertojen
summina kutsutaan tdman vuoksi "Chicken McNugget-luvuiksi". Tamé on esimerk-
ki yleisemmaésta kysymyksestd, jota Frobenius kasitteli luennoissaan 1800-luvun lo-
pulla:

Lause 2.10 (Schur 1935). Olkoot 2 < a3 < as < --- < ay kokonaislukuja, joiden
suurin yhteinen tekiji on 1. Jokainen kokonaisluku, joka on suurempi kuin

G(a17a27 s 7ak) - (al - 1>(a’k - 1) -1
voidaan esittid summana
cia1 + coQg + - -+ + Ccpayg ,
missd cq, . ..,c, € N.

Suurin luku, jota ei voi esittdd summana cia; +coas+- - -+cay on Frobeniuksen lu-
ku. Lauseessa 2.10 annettu luku G(aq, as, . . ., ax) on siis ylaraja lukujen ay, as, . . . , ay
Frobeniuksen luvulle. Sylvester osoitti, ettd G(ai,az) on lukujen a; ja ay Frobe-
niuksen luku. Yleisessd tapauksessa Frobeniuksen luvulle ei tunneta vastaavanlaista
kaavaa. Lauseen 2.10 mukaan kaikki lukua G(6,9,20) = 94 suuremmat luvut ovat

Chicken McNugget -lukuja. Harjoituksissa saimme siis tarkemman tuloksen téssa
erikoistapauksessa.

3. LUKUJONOJA

Fibonaccin jono (F)?2, méairitelldén seuraavasti: Asetetaan Fy = F; = 1 ja
maaritellaan rekursiivisesti Fj, = Fy_1 + Fj_o kaikille £ > 2. Fibonaccin jono on siis

n|1/2]3]4|5|6|7 |89 10(11| 12 |13 | 14 | 15 |... 30
EF, 111123581321 |34 55|89 144|233 |377|610|...|832040

Kahden perdkkiisen Fibonaccin luvun suhde kayttaytyy mielenkiintoisella tavalla:
Viiden desimaalin tarkkuudella



n 2 3 4 5 6 7 8 9
FF" 1 3 3/2 5/3 8/5 1.625 | 1.615384 | 1.6190

n—1

n 10 11 12 13 14 15 30

FF—_ 1.6176 | 1.61818 | 1.61797 | 1.61805 | 1.61802 | 1.61803 | 1.61803

Vaikuttaa silta, etta suhteen FF “— arvot ldhenevat jotain lukua, joka on noin 1.61803,
joka muuten on kultaisen leikkauksen luvun ¢ kddnteisluvun likiarvo ¢ = % = #

viiden desimaalin tarkkuudella.

Miten madrittelemme tasmallisesti sen, ettd jonkin lukujonon luvut lahestyvéit
jotain reaalilukua ja miten selvitetdén, lahestyyko jono (F,,/F,_1)2, téssé mielessa
kultaisen leikkauksen lukua &7

Muistamme, ettéd reaaliluvun z itseisarvo |x| on x, jos x on positiivinen ja —x
muulloin. Havainnollisesti

|a — b| on reaalilukujen a ja b etiisyys.

Lukujonolla tarkoitetaan luonnollisilla luvuilla tai positiivisilla kokonaisluvuilla
numeroitua eli indeksoitua jonoa ay, as, ... reaalilukuja. Luku @ € R on lukujonon
(ag)?2, raja-arvo, jos kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla € > 0 on jokin indeksi N =
N (€) siten, ettd kaikille ¢ > N pétee |a — a;| < €. Luku a € R on siis jonon (ag)2,
raja-arvo, jos voidaan valita mikéd tahansa tarkkuus ja riittdvén suurilla indekseilla
jonon kaikki luvut ovat lahempéné lukua a kuin tuo valittu tarkkuus. Madritelma
kirjoitetaan matemaattisesti tdsmallisessd melko tiiviissd muodossa néin

Maaritelma 3.1. Reaaliluku a on lukujonon (ax)?2, raja-arvo, jos kaikilla € > 0
on N € N siten, etté kaikille & > N pétee |a — ag| < €. Sanotaan, ettéd jono (ax)32,
suppenee kohti raja-arvoa a.

Tarkastellaan muutamaa esimerkkié:

Esimerkki 3.2. Jonon (1), raja-arvo on 0.

Todistus. Olkoon € > 0. Talloin % on positiivinen. Valitaan luvuksi N pienin koko-
naisluku, joka on suurempi kuin % Talloin £ > % kaikilla & > N joten % < € kaikilla
k > N. Koska % > () kaikilla £ > 1, saadaan siis

1 1
|O_E| —% <€
kaikilla &k > N. O

Seuraavassa esimerkissé tarvitsemme kolmioepayhtéloé, joka on térked tyoviline
muunmuassa analyysin kursseilla.

Lause 3.3 (Kolmioepayhtald). Kaikille z,y € R pitee
2+ y| < [z + [yl
Todistus. Katso Juutisen moniste Lause 3.3.2. tai Kdenméen moniste Lause 8.5. [J
Seuraus 3.4. Kaikille x,y,z € R patee
[ty <z —z[+]|z -yl
Todistus. Katso Juutisen moniste Lause 3.3.4. U

Toinen hyddyllinen epayhtilo, jota emme nyt tarvitse, tunnetaan myos nimellé
Kolmioepéayhtélon toinen puoli.



Lause 3.5 (Kéaanteinen kolmioepéyhtélo). Kaikille z,y € R pditee

[lz] = [yl < |z +yl.
Todistus. Katso Kéenméen moniste Lause 8.8. 0J
Esimerkki 3.6. Jonolla ((—1)%)2, ei ole raja-arvoa.

Todistus. Jos jonolla olisi raja-arvo, kutsutaan tata kuvitteellista lukua nimelld a,
niin kaikilla ¢ > 0 olisi jokin indeksi N, josta eteenpiin kaikki jonon luvut ovat
korkeintaan etéisyydellé e raja-arvosta. Valitaan ¢ = % Koska suurillakin indekseilla
jonon luvut ovat vuorotellen —1 ja 1, saadaan kolmioepéayhtédlon nojalla

2= 1= (Dl = (1 =)+ (a— (D) < [1—al +|o— (1) < 3 +5 =1,

mikd on mahdotonta. Siis mikéin reaaliluku ei ole jonon ((—1)%)%2, raja-arvo. 0O

Maéritelméa 3.7. Lukujonon (ag)2, raja-arvo on oo, jos kaikilla A > 0on N >0
siten, ettd ay > M, kun k > N. Téalloin sanotaan, ettd jono (ax)3>, kasvaa rajatta.

Esimerkki 3.8. Jono (a;)32,, jossa a; = k kasvaa rajatta. Jos jono (a)2, kasvaa

rajatta, niin jonon (ﬁ)iil raja-arvo on 0. Tdma todistetaan kuten Esimerkki 3.2.

Esimerkki 3.9. Luvun 3 alussa kuvattujen laskelmien mukaan néyttéisi silta, etté
ainakin tarkkuudella ¢ = 107° kaikki jonon (F,/F, 1), luvut indeksistd n = 15
tai ainakin indeksistd n = 30 toteuttavat |F;,/F,_; — 1.61803| < 10°. Nama laskut
eivat todista mitddn mutta ne antavat syyta epdilléd, ettd jonon raja-arvo voisi olla
lihelld lukua @, joka myds toteuttaa |® — 1.61803| < 107°. Osoitamme seuraavaksi,
ettd @ on jonon (F,/F,_1)5, raja-arvo.

Luku ¢ toteuttaa yhtalon

(5) ?—2-1=0,
kuten on helppo ndhdé muokkaamalla kultaisen leikkauksen maéarittelevad yhtaloa.
Téamén yhtalon toinen ratkaisu on %5 = —¢. Yhtélosta (5) seuraa, etta luvut " ja

(—¢)™ toteuttavat samanlaisen rekursion kuin Fibonaccin luvut: Kaikille n > 3 pétee
P" = (I)n—l + (I)n—Q
ja
(=0)" = (=¢)" "+ (=0)" 7.
Yhtalosta (5) seuraa, ettd @2 = @ +1 ja (—¢)* = —¢ + 1, joten
P’ — (=)’ =0 +¢=15.
Téstd intoutuneena médrittelemme lukujonon (H,)
¥ — (~0)"
NG

Lukujonon (H,)%; kaksi ensimmaéistd lukua ovat H; = Hy = 1 ja jono toteuttaa
saman rekursion kuin Fibonaccin jono

(6) Hn = Hn—l + Hn—2
kaikille n > 3 . Saadaan

o0

o , asettamalla

H, =

Lause 3.10 (Binet'n kaava). Kaikille luonnollisille luvuille n > 1 pdtee

ne g ((0) - (51))
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Todistus. Tarkastimme edelld, ettd Binet'n kaava péatee, kun n = 1 tai n = 2.
Tehdaén induktio-oletus, ettd Binet'n kaava pétee kaikille n < k. Osoitetaan, etté
tasta seuraa, ettd se patee myos kaikille n < k + 1.

Induktio-oletuksen nojalla riittad tarkastella tapaus n = k + 1. Talloin rekursii-
visen médritelmédn mukaan Fy.; = F; + Fj;_;. Induktio-oletuksen mukaan Binet'n
kaava péatee indekseille k ja k — 1, joten

Fopr=Fy+Fp = H,+ Hp_ .

Kaavan (6) nojalla siis Fyy1 = Hpy1 ja Binet’n kaava pétee myos indeksilla k + 1.
Induktioperiaatteen nojalla Binet'n kaava péatee kaikille n > 1. 0

Binet'n kaavan etu on siind, ettd se ei ole rekursio vaan Fibonaccin jonon termit
saadaan kahden luvun potenssien erotuksina. Binet’'n kaavan mukaan

B 5@ (-0
Fot 2 (@ = (—6) )
(D" — (=9)" 1) + B(=4)" ! — (—9)"

on—-1 _ (_¢)n—1
_ n— *+¢
=d+ (—¢) 1q)n_1 Iy E =g

Koska |¢| < 1 ja ® > 1, ndhdéén, ettd (—(b)”_lﬁ% suppenee kohti nollaa,

kun n kasvaa rajatta. Perdkkaisten Fibonaccin jonon termien suhteet suppenevat siis
kohti lukua ®. Tasmallisempi perustelu télle viimeiselle paéttelylle tehdaan kurssilla
Analyysi 1.

4. JOUKOISTA JA KUVAUKSISTA

4.1. Perusasioita joukoista ja kuvauksista. Olkoot A ja B joukon X osajouk-
koja. Voimme muodostaa uusia joukkoja: Joukkojen A ja B leikkaus on

ANB={aeX:a€ Ajaac B}
ja niiden yhdiste on

AUB={a€ X :a€ Ataia€ B}.
Joukkojen A ja B erotus on

A\B={aeX:a€Ajaa¢ B}.

»

Joukko, jolla ei ole yhtaan alkiota on tyhji joukko (). Huomaa, etta tyhja joukko
on jokaisen joukon osajoukko!
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Propositio 4.1. Joukolla {1,2,...,n} on 2" osajoukkoa.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla: Joukolla {1} on kaksi osajoukkoa 0 ja {1}.
Oletetaan, ettd joukolla {1,2,...,k} on 2% osajoukkoa. Lasketaan sitten joukon
{1,2,...,k + 1} osajoukot: Joukot, joihin k 4 1 ei kuulu ovat joukon {1,2,..., k}
osajoukkoja. Téllaisia joukkoja on induktio-oletuksen nojalla 2*. Joukot, joihin k+1
kuuluu ovat muotoa {k + 1} U B, missa B C {1,2,...,k}. My0s téllaisia joukko-
ja on induktio-oletuksen nojalla 2*. Kaikki tapaukset on kisitelty, joten joukolla
{1,2,...,k+1} on 2% 4+ 2F = 2 x 2k = 2%+ osajoukkoa. Induktioperiaatteen nojalla
viite pétee. O

On selvaa, ettéd positiivisten kokonaislukujen joukolla on ddrettoméan monta osa-
joukkoa. Mutta voimmeko sanoa jotain tarkempaa? Onko niitd yhtd paljon kuin
positiivisia kokonaislukuja vai jopa enemmaéan? Palaamme kysymykseen Lauseessa
4.9

Joukkojen A ja B karteesinen tulo on

Ax B={(a,b):a€ Ajabe B}.

Téssé (a,b) on jarjestetty pari. Jarjestetyille pareille patee (a,b) = (¢, d), jos a = ¢
ja b = d. Vastaavasti kaikille n € N, n > 2 maéritellaén jarjestetyt n alkion aarel-
liset jonot eli n-ikdt (ay,aq, ..., a,), a; € A; kaikilla i € {1,2,...,n} ja joukkojen
Ay, As, ..., A, karteesinen tulo

Al X Ay X -+ X A, = {(al,ag,...,an):aieAi kaikillaz'e{l,Q,...,n}}.
Jos A; = Ay =--- = A, = A, kilytetddn merkintaa
An:AxAx---XA:{(al,ag,...,an):aiEAkaikillaz'E{l,2,...,n}}.

Tuttuja esimerkkeji karteesisista tuloista ovat taso R? ja yksikkokuutio [0, 1]* C R3.

Kuva 1. Joukot [0,2]2 N [1,3]% ja [0,2]2 U [1,3]?

Leikkauksen ja yhdisteen késitteet voidaan yleistda useamman kuin kahden joukon
tapaukseen: Jos Ay, As, ... ovat joukon X osajoukkoja, niiden leikkaus on

nAi ={z € Xz € A jokaisellai € {1,2,...}}
i=1
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ja niiden yhdiste on

UAZ»: {z€X:z€eA jollakinie {1,2,...}}.

i=1
Itse asiassa voidaan yleistda vield pidemméllekin: Olkoon [ jokin epétyhja joukko
ja olkoot A; joukon X osajoukkoja kaikille ¢ € I. Tamén kokoelman (A;);c; leikkaus
on

ﬂAi = {3: € X :x € A; jokaisella i € I}
iel
ja sen yhdiste on
JAi={z € X :2 € A jollakin i € I}
iel
Jos A, B # (), niin kuvaus eli funktio f: A — B on sdanto, joka liittda jokaiseen
joukon A alkioon a yhden alkion f(a) € B.

Esimerkki 4.2. (1) Tuttuja esimerkkeja funktioista ovat polynomifunktiot P: R —
R,

P(z) = Z az® .

(2) Joukon A osajoukon B karakteristinen funktio on xg: A — R, joka méaaritelladn

asettamalla
)1, josa€ B,
xla) = 0, josa¢ B
(3) Lukujono (ax)32, on funktio a: N — R, a(k) = ax.
(4) Monilla funktioilla on yllattavia ominaisuuksia. Kurssin Analyysi 3 menetelmilla
saadaan aikaan jatkuvia funktioita, jotka eivét ole derivoituvia missdén. Jatkuvuu-
den ja derivoituvuuden madritelmét tulevat kursseilla Analyysi 1 ja 2.

27

1.5}

-4 -2 2 4

KuvA 2. Sininen kdyrd on Takagin funktion kuvaaja. Tamé on esi-
merkki funktioista, joka on jatkuva mutta ei ole derivoituva misséan.

Maaritelma 4.3. Olkoon f: A — B kuvaus. Joukon D C A kuva kuvauksessa f on
f(D)={f(d):de D}.

Kuvauksen f kuvajoukko on f(A). Joukon C' C B alkukuva kuvauksessa f: A — B
on

fH(C)={acA: fla) €C}.
Kuvauksia luokitellaan niiden perusominaisuuksien mukaan seuraavasti:
Maaritelma 4.4. Kuvaus f: A — B on
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e surjektio, jos f(A) = B.

e injektio, jos f(z) # f(y) aina, jos x # y.

e bijektio, jos se on surjektio ja injektio.
Esimerkki 4.5. Tarkastellaan funktiota F': R — R, joka mééritelladn asettamalla
F(z) = |x| kaikille z € R. Nyt

F(R) = {|z] : 2 € R} = [0, o],

koska kaikki funktion F' arvot ovat joukossa [0,00] ja jokaiselle y € [0, 00| pétee
f(y) = y. Funktio F’

e ci ole surjektio koska mitdan negatiivista arvoa ei saavuteta.

e ci ole injektio koska esimerkiksi f(—1) = f(1) = 1.
Funktion g: A — B rajoittuma joukkoon C' C A on funktio g|¢: C — B, joka
médritelladn asettamalla g|o(z) = g(x) kaikille x € C. Selvésti funktion F rajoittu-

ma joukkoon [0, 00[ on injektio mutta ei surjektio. Sen sijaan samalla lausekkeella
madritelty funktio F™*: [0, co[— [0, 00[, ["*(z) = |z| = x on bijektio.

Kuvausten f: A — B ja g: B — C yhdistetty kuvaus on go f: A — C, joka
maééaritelladn asettamalla g o f(a) = g(f(a)).

/ g
/\/—\

\_//

gof

Jos f: A — A on kuvaus joukolta A itselleen, voidaan muodostaa sen iteroidut
yhdistetyt kuvaukset f2 = fo f ja f* = f o f*=! kaikille k > 3.

Esimerkki 4.6. Olkoon T3: R — R,

() Sx,kunxgé
€Tr) =
’ 3— 3z, kun x> 5.

Funktio T} ei ole surjektio koska T3(R) =] — o0, 3] # R. Se ei ole injektio koska
T3(0) = T3(1) = 0.
Miten jono (T%(x))$2, kiyttdytyy muuttujan z eri arvoilla?
e Jos z < 0, niin T¥(z) = 3%z, ja tillaisen jonon raja-arvo on selviisti —oo.
e Jos x > 1, niin T3(x) < 0, joten néillakin alkuarvoilla jonon raja-arvo on

—00.

e Jos x €3, 2[, niin T3(x) > 1, joten néillékin alkuarvoilla jonon raja-arvo on
—00.

e Jos z €], 2[U]Z, 3], niin T3(x) €3, 2], jotenT3(x) > 1. Siis naillékin alkuar-

voilla jonon raja-arvo on —oo. ...
Kuitenkin joillakin alkuarvoilla kiyttaytyminen on taysin erilaista:
e T3(0) = 0, joten (T3)*(0) = 0 kaikilla k& € N\ {0}. Lisiiksi (T3)™(s5) = 1

3m
kaikilla m € N. Siis (T3)" (5) = 0 kaikilla M > m, joten jonon (7% (57))52,
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raja-arvo on 0 kaikilla m € N. Tamaé johtuu siitd, ettd nadmé jonot ovat
vakiojonoja suurilla indekseilla k.

° Tg(%) = %7 T3(i) = %7 T3(%) = }l ja niin edelleen.

Cantorin joukko
C = (@) ([0,1]) = {z e R: T§(2) € [0,1]}
k=1

koostuu niistd pisteisté, joita vastaavat jonot pysyvat valilla [0, 1]. Itse asiassa ne
pysyvat joukossa C'.

Vaihe

Wl
wiN

Neling

Cantorin joukon konstruktiossa yksikkovilisté poistetaan ensimmaéisessé vaiheessa
vali, jonka pituus on %, toisessa vaiheessa kaksi vilid, joiden pituudet ovat %, kol-
mannessa vaiheessa neljé vélid, joiden pituudet ovat 2% ja niin edelleen. Vaiheessa k
on siis poistettu joukko, jonka pituus on yhteensa

2\k
1+2+£+...+1(2)k*1:1#:1_<2)k.
39 27 3°3 3 1—3 3
Témén jonon raja-arvo on 1, joten joukon [0, 1]\ C' pituus néyttéisi olevan 1. Kuiten-
kaan Cantorin joukko ei ole tyhji. Edelld 16ysimme jo dédrettomén monta Cantorin
joukon pistetta, nimittéin 3Lm € (C kaikilla m € N.

Jos valitsemme sisdkkéisen jonon Cantorin joukon konstruktiossa esiintyviéd jo-
noja Iy O Iy D I3 D ---, niin kurssilla Analyysi 1 késiteltavan sisdkkdisten vdilien
periaatteen nojalla (2, I; on yhden pisteen joukko jokaisella téllaisella vélien muo-
dostamalla jonolla. Selvésti kahta eri jonoa vastaa kaksi eri pistettd koska jossain
vaiheessa toiseen jonoon on valittu kahdesta mahdollisesta vélista oikeanpuoleinen
ja toiseen vasemmanpuoleinen.

Jokaiseen Cantorin joukon pisteeseen voidaan liittda yksikésitteinen osoite, joka
on jono (a;)2,, missd ay = 0, jos k. vaiheessa valitaan vasemmanpuoleinen kahdesta
mahdollisesta jonosta ja ay = 1, jos k. vaiheessa valitaan oikeanpuoleinen véli.

Osoitamme, ettd Cantorin joukossa on paljon enemmén pisteitd kuin luonnollisten
lukujen joukossa kunhan ensin sovimme, mitd moinen viite tarkoittaa.

4.2. Joukon mahtavuus.

Maéritelmé 4.7. Joukko A on numeroituvasti ddreton, jos on bijektio joukolta
N joukolle A. Adreton joukko, joka ei ole numeroituva on ylinumeroituva.

Esimerkki 4.8. (1) Positiivisten kokonaislukujen joukko on numeroituvasti déreton:
Kuvaus S: N — N\ {0}, S(z) = z + 1 on bijektio.
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(2) Kokonaislukujen joukko on numeroituvasti ddreton: Madritellddn kuvaus b: N —
Z asettamalla b(k) = k/2, jos k on parillinen ja b(k) = —(k+1)/2, jos k on pariton.
(3) Rationaalilukujen joukko on numeroituvasti ddretén. TAmé todistus vaatii hie-
man enemman tyota.

Lause 4.9. Positiivisten kokonaislukujen joukon potenssijoukko on ylinumeroituva.

Todistus. Jokaista joukon N\ {0} osajoukkoa A vastaa yksikésitteisesti sen karak-
teristinen funktio x 4. Oletetaan, ettd on bijektio b: N\ {0} — Z(N\ {0}). Talloin
b(k) on lukujono (bx;)32;. Lukujono (1 — )2, ei ole joukossa b(N) silld jokaisella
k € N se eroaa jonosta b(k) koska 1 — bgr # bgx. Huomaa, ettd 1 — by, = 1, jos
b = 0ja 1l — by =0, jos bp, = 1. Tama on ristiriita, joten oletettua bijektiota ei
ole. O

Lauseen 4.9 todistusta kutsutaan Cantorin diagonaalitodistukseksi.
Seuraus 4.10. Reaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

Todistus. Lauseen 4.9 mukaan desimaalilukuja, jotka ovat muotoa 0.ajaqas - - -, mis-
sé a; € {0, 1} kaikilla ¢ € N on ylinumeroituvan monta. Kurssilla Analyysi 1 tarkaste-
taan, ettd jokainen téllainen desimaaliluku méaaréa eri reaaliluvun. Siis reaalilukujen
joukko on ylinumeroituva koska silla on ylinumeroituva osajoukko. 0

Seuraus 4.11. Cantorin joukko on ylinumeroituva.

Todistus. Cantorin joukolta on bijektio osoitteiden joukolle, joka on sama kuin po-
sitiivisten kokonaislukujen joukon osajoukkojen karakterististen funktioiden joukko.
T&amaé osoitettiin ylinumeroituvaksi Lauseessa 4.9. O]

Jos on bijektio b: A — B, sanotaan, ettd joukot A ja B ovat yhtd mahtavia. Jos on
injektio i: A — B mutta ei yhtédén surjektiota s: A — B, sanotaan, ettd joukko B
on mahtavampi kuin A. Cantorin diagonaalitodistus osoittaa, ettd luonnollisten lu-
kujen joukon potenssijoukko on mahtavampi kuin luonnollisten lukujen joukko. To-
distuksen yleistetylla versiolla voidaan osoittaa, ettd jokaisen joukon potenssijoukko
on mahtaampi kuin joukko itse.
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