JOHDATUS DYNAAMISIIN SYSTEEMEIHIN 2013

JOUNI PARKKONEN

Tama kurssi antaa pikaisen johdannon joihinkin dynaamisten systeemien kes-
keisiin kasitteisiin. Kurssi on aineopintotasoinen, esitiedoiksi riittdvat ensimmaéisen
vuoden analyysin ja lineaarialgebran kurssit ja perustiedot euklidisen aavaruuden
geometriasta ja topologiasta (avoimet ja suljetut joukot, tihedt joukot, jatkuvuus,
raja-arvo jne.).

Suositeltavaa lukemista kurssin tueksi on lueteltu materiaalin lopussa olevassa lah-
deluettelossa, hyvid oppikirjoja ovat muunmuassa [Dev|, [HSD|,|[HK]|. T&té kurssia
suunnitellessa [HK]| on ollut tarked ldhde.

1. JOHDANTO

Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja olkoon f: X — X. Talld kurssilla oletam-
me yleensd, ettd f on jatkuva. Diskreetilld dynaamisella systeemilld tarkoitetaan
kuvauksen f: X — X iteraattien f¥* = fo fo---o f ja eri pisteiden € X ratojen

S —

k kertaa
0} (x) = {f*(z) : k € N}

tarkastelua, kun & — oco. Muodollisesti sanomme, ettd kolmikko ((X,d), f,N) on
diskreetti dynaaminen systeemi, missd N kertoo, mité iteraatteja tarkastellaan. Jos
f on bijektio, voidaan tarkastella myds sen negatiivisia iteraatteja f* = (f~1)7*
kaikille £ < 0 ja pisteen x € X tdyttd rataa

Op(r) = {f*(x) : k € N}
jolloin tarkasteltava dynaaminen systeemi on kolmikko ((X,d), f,7Z).

Tarkasteltavat kysymykset liittyvét ratojen asymptoottiseen kayttaytymaiseen. Esi-
merkiksi

e Onko jonolla (f*(x))pen raja-arvoa?
e Onko rata Of(x) tihed?
e Miten ldhekkéisten pisteiden radat kiayttaytyvit toistensa suhteen?

Disktreetissé dynaamisessa systeemissd ((X,d), f,N) tai ((X,d), f,Z) on tapana
ajatella, ettd N tai Z on diskreetti aika.

Jatkuva-aikainen dynaaminen systeemikoostuu virtauksesta (¢')ier, missa ¢: X —
X on homeomorfismi, joka toteuttaa ehdon

¢t o ¢5 — ¢t+s
kaikilla ¢, s € R.

Jatkuva-aikaiseen dynaamiseen systeemiin ((X,d), (¢");er) voidaan liittad dis-
kreetti dynaaminen systeemi esimerkiksi tarkastelemalla ajanhetken 1 kuvausta ¢!,
joka méirid dynaamisen systeemin ((X,d),¢',Z). Virtauksen midrittelevin omi-
naisuuden perusteella pétee (¢')" = ¢".

Talla kurssilla tutustumme dynaamisiin systeemeihin suuressa méarin esimerk-
kien kautta. Kurssin aikana tapaamme myo0s joitakin dynamiikan sovelluksia muihin
matematiikan aloihin kuten differentiaaliyhtéléiden teoriaan ja lukuteoriaan.
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Esimerkki 1.1. (1) Olkoon 0 < k < 1. Lineaarikuvauksella K : R* — R", Kz = kx
on kiintopiste 0 € R: K0 = 0. Lisiiksi jokaiselle € R pétee LFz — 0, kun k — oo.
Kaikki radat siis suppenevat kohti puoleensavetdvid (attraktiivista) kiintopistetta 0.
(2) Olkoon H:R? — R? lineaarikuvaus L(z) = (221, %). Nyt H*(0,s) — 0, kun
k — oo kaikilla s € R ja ||(H*(s,t)|| — oo, kun k — oo kaikilla ¢ # 0.

Esimerkki 1.2. Parametrisoidaan ympyrd S' kuvauksella ®: R — S*,
®(s) = (cos(2ms),sin(27s)) .

Télloin ¢(s+ k) = D(s) kaikilla s € R ja kaikilla & € Z. Merkitdén ympyran pisteita
tdméan kulmaparametrisoinnin avulla [s] = ®(s) € S'.

Olkoon o € R. Ympyrin S! kierto R, : S' — S miiritelldéin asettamalla R, ([s]) =
[s + a]. TAmé méadritelmé on hyvin asetettu, silld jos k € Z, niin pétee

Ruls+kl=[s+k+a]=[s+a] =R,s].

Kierron asymptoottinen kiyttaytyminen riippuu vahvasti kulmasta «:
(1) Jos a = g € Q, missé p € Z, ¢ € N—{0} ja lukujen p ja ¢ suurin yhteinen tekija
on 1, niin R%([s]) = [s+p|] = [s] kaikille s, joten kaikki pisteet € S! ovat jaksollisia
jaksolla q. ’
(2) Jos a € Q — Q, niin kaikki radat ovat tiheité: Jos olisi z € S, jolle 05 () #

S', niin olisi avoin véli ) # U C S — ﬁ’+ (x). Olkoon U maksimaalinen téllainen
vili. Téllsin RE(U) N RE(U) = 0 kaikilla 2 # 0, k.0 € Z. Jos nimittiin R*(U) =
R ,(U), niin RE~* = id, miki on mahdotonta. Koska U on valittu maksimaaliseksi,
muunlainen 1e1kkaam1nen on myds mahdotonta. Mutta nythén joukko | J;~, RE(U )
koostuu keskenddn samanpituisista erillisistd véleistd, joten sen pituus on ddreton.
Tama on mahdotonta, koska ympyran pituus on 1. Huomaa, ettd kiytdmme téssa
tietoa, etti kierrot ovat ympyrin S' isometrioita.

Esimerkki 1.3. Collatzin (3n + 1)-ongelma on esimerkki hyvin yksinkertaisesta
dynaamisesta systeemistd, jonka ilmeistd asymptoottista kiyttaytymistd ei osata
todistaa. Olkoon C: N — {0} — N — {0} mééritelty asettamalla

C(n) 3n + 1, kun n on pariton
n) =
5, kun n on parillinen .

Pisteen 1 rata on 1 — 4 — 2 — 1. Kokeilemalla huomaamme, ettd kaikkien pistei-
den radat nayttavat paatyvin lopulta tdhén 3-jaksoiseen rataan. Tdmaéa havainto on
tarkastettu ainakin noin lukuun 5.76 x 10'*® saakka. Collatzin ongelmasta voi lukea
esimerkiksi artikkelista [Con| ja sen viittauksista.

Esimerkki 1.4. Olkoot 0 < 1 < 1 < ). Lineaarikuvaukset ¢': R? — R?,
¢'(x) = (o, p'ws)

muodostavat tason virtauksen:

¢ 0 ¢'(x) = (N Nay, p’u'we) = (N, 5" wy) = ¢ (2)
kaikilla s,t € R ja kaikilla x € R?. Huomaa, etti ¢! on Esimerkin 1.1 lineaarikuvaus
kuvaus H, kun A = 2 ja pu = % Siis pisteen x rata kuvauksen H méadrddmassa
diskreetissd systeemissi sisiltyy sen rataan virtauksessa (¢'(x))ier.

Piste 0 on virtauksen kiintopiste. Kaikille b € R pétee ¢*(0,b) — 0, kun ¢ — 400
ja ¢'(b,0) — 0, kun t — —oo. Jos a # 0, patee ||¢'(a,b)|| — oo, kun t — 400
ja ||¢'(b,a)|| — oo, kun t — —oo. Erityisesti siis koordinaattiakselien ulkopuolisten
pisteiden radat menevét darettomyyteen, kun ¢ — +oo.
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Esimerkki 1.5. Olkoon T3: R — R,
Ty(z) = {Sx, kun z < %

3 — 3z, kun:c>%.

Miten rata (T5(z))52, kiyttdytyy muuttujan = eri arvoilla?

e Jos ¥ < 0, niin 7% (x) = 3*z, ja tillaisen jonon raja-arvo on selvisti —oo.
e Jos x > 1, niin T3(x) < 0, joten niillékin alkuarvoilla jonon raja-arvo on

—00.

e Jos x €3, 2[, niin T3(x) > 1, joten néillikin alkuarvoilla jonon raja-arvo on
—00.

e Jos z €)%, 2[U)L, 8], niin T3(x) €)1, 2], jotenT?(x) > 1. Siis néillikin alkuar-

voilla jonon raja-arvo on —oo. ...
Kuitenkin joillakin alkuarvoilla kiyttaytyminen on taysin erilaista:

e Systeemilld on kaksi kiintopistettd 0 ja 2.

o (T35)™(5=) = 1 kaikilla m € N. Siis (T3)M(5) = 0 kaikilla M > m, joten
nidma jonot ovat vakiojonoja suurilla indekseilla k.

o T3(3) =3, T5(3) = 3, T3(55) = 1 ja niin edelleen.

e Systeemilld on runsaasti jaksollisia ratoja esimerkiksi

3
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Cantorin joukko

[e.e]

K =[0,1 - J(T) (5. 3D

k=0

I
D)

(TH)71([0,1]) = {x € R: T¥(z) € [0, 1] kaikilla k € N}

e
Il

{ZaiB_l ca; € {0,2}}

1

koostuu niisté pisteistd, joiden radat sisdltyvat véliin [0, 1]. Itse asiassa ne pysyvét
joukossa K. Mychemmin osoitamme, etté systeemilld on ratoja, joiden sulkeuma on
Cantorin joukko K.

Vaihe
0 1
1 2
3 3
1
1 2 7 8
9 9 9 9 9
3

Joukko Kj, = (T%)71[0, 1] koostuu 2* erillisesté suljetusta vilistd I9, I1,. .. ,I,fk’l,
joiden jokaisen pituus on 3% Koska K on joukon K} osajoukko jokaisella k € N, on
K siis nollamittainen joukko.



Jos valitsemme sisékkéisen jonon Cantorin joukon konstruktiossa esiintyvia jonoja
I3 M 5 I 52 5 I 3 S -+, niin kurssilla Analyysi 1 késiteltdvan sisdkkdisten vdlien
periaatteen nojalla ﬂ;’il Iik @ on yvhden pisteen joukko jokaisella téllaisella vélien
muodostamalla jonolla. Selvésti kahta eri jonoa vastaa kaksi eri pistetté koska jossain
vaiheessa toiseen jonoon on valittu kahdesta mahdollisesta vilista oikeanpuoleinen
ja toiseen vasemmanpuoleinen. Toisaalta jokainen piste méadraa tdsmélleen yhden
jonon (Iik(Z))zozl'

Jokaiseen Cantorin joukon pisteeseen voidaan liittda yksikésitteinen osoite, joka
on jono (a;)72,, missé a; = 0, jos k. vaiheessa valitaan vasemmanpuoleinen kahdesta
mahdollisesta jonosta ja ap = 1, jos k. vaiheessa valitaan oikeanpuoleinen véli. Jos
x € I}, niin dérellisen pituiseksi katkaistu koodi ajas . .. a;, on luvun ¢ biniiriesitys.

Edelld esitetty koodaus antaa bijektion Cantorin joukon ja jonoavaruuden > =
{w: N — {0,1}} vilille. Cantorin diagonaalitodistuksen avulla on nyt helppo osoit-
taa, ettd K on ylinumeroituva.

2. KUTISTAVAT KUVAUKSET

Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus F': X — Y on K- Lipschitz-
kuvaus tai K -Lipschitz-jatkuva, jos

dy (F(x), F(y)) < Kdx(x,y)

kaikille z,y € X. Jos F on K-Lipschitz jollain K > 0, niin sanotaan, ettd F' on
Lipschitz-jatkuva. Jos F' on K-Lipschitz jollain K < 1, niin sanotaan, ettd F on
(K-)kutistava.

Piste z € X on kuvauksen F': X — X kiintopiste, jos F(xz) = x. Jos kuvauksen
F': X — X kiintopisteelld xy on avoin ymparisté U, jonka kaikki pisteet ovat positii-
visesti asymptoottisia pisteen xy kanssa, niin xy on (lokaalisti) em puoleensavetivi
eli attraktiivinen kiintopiste. Jos taas kiintopisteelld xy on avoin ymparisto V siten,
ettd kaikilla pisteilld y € V — {zo} on N(y) € N siten, ettd FN® ¢ V, niin x4 on
(lokaalisti) hylkiva kiintopiste.

Lause 2.1 (Kutistusperiaate eli Banachin kiintopistelause). Olkoon X tdydellinen
metrinen avaruus. Tdalloin jokaisella kutistavalla kuvauksella F': X — X on tasmdl-
leen yksi kiintopiste. Jos F' on K -kutistava, niin d(zo, F*(x)) < K*d(z, z) kaikille
reX.

Todistus. Olkoon z € X, ja olkoot m,n € N, m < n. Talléin

n—m—1

d(F™(z), F"( Z d(F™ (@), F™E ()

-1

Z A(F™ (), F™HF(F ()
>

n—

-1

K™ kd(z, F(2)) <

n—

<

m

K
Kd(x,F(m)) :

k=0

Siis jono (F7(x))32; on Cauchyn jono, ja koska X on téydellinen, jono (F7(x))52,

suppenee kohti jotain pistettd z., € X.
Piste z,, on kuvauksen F' kiintopiste, silla kaikille j € N pétee

A(Too, F(200)) <d(Too, F(2)) + d(F? (z), F7 (2)) + d(FI (1), F(14))
<1+ K)d(Too, F'(2)) + K’d(z, F(z)) — 0,
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kun j — co. Metriikan positiivisuudesta seuraa, ettd xo = F(Zoo).
Jos T ja Yoo ovat kiintopisteité, niin

Kd(xooayoo) > d(F(xOO>7F(yoo)) = d(xmayoo)a

joten d(Tso, Yoo) = 0, ja sils Too = Yoo- 0

Jos d(zo, yr) < K*d(z0, x) kaikille z € X, niin sanotaan, etti pisteet y; ldhestyviit
pistetta xy eksponentiaalisella nopeudella. Kutistavalla kuvauksella on siis yksikésit-
teinen kiintopiste, jota kaikki radat lahestyvat eksponentiaalisella nopeudella.

Propositio 2.2. Olkoon I C R on avoin vali ja olkoon xy € I funktion g €
CY(I,R) kiintopiste.

(1) Jos |g'(xo)| < 1, niin on avoin g-invariantti vili U € I, joka sisdltdd pisteen
siten, etti pisteet F*(x) lihestyvit pistetti xo eksponentiaalisella nopeudella kaikille
reU.

(2) Jos |g'(xo)| > 1, niin xo on lokaalisti hylkivéi kiintopiste.

Todistus. Kurssin Analyysi 2 tiedoilla. O

Kutistusperiaatteen avulla voidaan todistaa esimerkiksi seuraavan klassisen nu-
meerisen menetelméan toimiminen. Jos I C R on avoin vali ja funktiolla g: I — R on
kiintopiste zg € I ja g(xy) = 0, sanotaan, etté kiintopiste zq on superattraktiivinen.
Talloin, jos g on riittévan siisti, vaikkapa kolme kertaa jatkuvasti differentioituva,
g*(x) — xo supereksponentiaalisella nopeudella: Kaikille K > 0 ja kaikille pisteille
x, jotka ovat riittavin lahelld kiintopistettd zy patee

d(zo, g"(x))

0
Kkd(xg, ) -

kun k — oo.

Lause 2.3 (Newtonin menetelmé). Olkoon I suljettu ja rajoitettu vali. Olkoon
f: I — R kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva. Oletetaan, ettd funktiolla f on
nollakohta vdililla I ja ettd sen derivaatalla ei ole mollakohtaa wvdlilld I. Olkoon
F:1—R,

Fle) o — 19
f'(@)
Télloin on jokin vili J C I siten, etti F|; on kutistava kuvaus ja jono F¥(x)

suppenee kohti funktion f nollakohtaa supereksponentiaalisella nopeudella kaikilla
x e J.

Todistus. Harjoitus 2. O

Olkoon U C R™ ja I C R avoimia joukkoja ja f: U x I — R" (jatkuva) kuvaus.
Talla kurssilla tarkastelemme differentiaaliyhtdloryhmid

(1) &= f(z,1),

ja niihin liittyvid alkuarvotehtavié, joissa vaaditaan lisiksi x(tg) = o jollain xy € U.
Merkinta #(t) = 2/(t) tarkoittaa vektoriarvoisen kuvauksen x: A — R" A C R
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derivaattaa. Komponenteittain kirjoitettuna differentiaaliyhtéloryhmé (1) on

jjl = fl((l'l, Ce 7l'n)7t),

(2) %2:f2(($17---,xn),t),

i.n = fn((ajla s 7xn)7t)'

Yleensa kutsumme differentiaaliyhtaloryhmaéé yksinkertaisemmin differentiaaliyhtd-
loksi. Differentiaaliyhtdlon (1) ratkaisu alkuarvolla z(tg) = zo on differentioituva
kuvaus z: A — R" joltain avoimelta véliltd A C R, jolle pétee &(t) = f(x(t),t)
kaikilla ¢ € A ja z(ty) = xo.

Jos differentiaaliyhtalon oikean puolen kuvauksen arvo ei riipu muuttujan ¢ arvos-
ta, tdma riippuvuus jatetadn pois ja tarkastellaan kuvauksen f: U — R™ maardamaa
autonomista differentiaaliyhtaloéa

(3) &= f(z)

Autonomisen differentiaaliyhtdlon (3) ratkaisu alkuarvolla x(tg) = xy on differentioi-
tuva kuvaus z: A — R” joltain avoimelta véliltd A C R, jolle patee @(t) = f(z(t))
t € Ajax(ty) = xo.

Differentiaaliyhtéloiden kurssilla todistetaan ensimmaisen kertaluvun differentiaa-
liyhtéloiden alkuarvotehtévien ratkaisujen olemasaolo- ja yksikésitteisyyslause, OY-
lause. Kutistusperiaatteen avulla osoitamme vastaavan tuloksen differentiaaliyhta-
loryhmille. Témé& on sama todistus, ns. Picardin iteraatio, jolla lause on tapana
todistaa differentiaaliyhtéloiden kurssilla, jossa ei kuitenkaan valttaméatta todisteta
kutistusperiaatetta yleisessé muodossa. Yksiulotteinen tapaus vastaa differentiaa-
liyhtéloiden kurssilla kasiteltdvad tapausta.

Lause 2.4 (OY-lause). Olkoon I C R avoin vdli, ja olkoon U C R™ avoin. Olkoon
f:1xU — R" jatkuva kuvaus, jolle kuvaus x — f(t,x) on M-Lipschitz jokaisella
t € R. Jokaisella (a,b) € I x U on § > 0 siten, etti alkuarvotehtivdilld

{i - f(t,l‘),

(4) x(a) =10

on valilld la — 0, a + §[ madritelty yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Todistamme lauseen tapauksessa, jossa U = R"™ ja f on M-Lipschitz. Ylei-
sen tapauksen todistus samalla idealla esitetdén esimerkiksi Hasselblatin ja Katokin
kirjassa.

Olkoon siis f: R x R* — R" jatkuva kuvaus. Valitaan 0 < 0 < ﬁ Olkoon
(a,b) €]a—d, a+0[xR™. Picardin operaattorion kuvaus &, ;: C°([a—4,a+5],R") —
C%[a — d,a + d],R™),

Pous(@)(t) = b+ / F(s,6(5))ds

Teemme kaksi oleellista havaintoa Picardin operaattorista:

Lemma 2.5. Kuvaus ¢: [a—0,a+ 0] — R"™ on alkuarvotehtivin (4) ratkaisu valilla
la —6,a+ 4], jos ja vain jos se on Picardin operaattorin P, kiintopiste.

Todistus. Kuvaus ¢ on Picardin operaattorin kiintopiste, jos ja vain jos

(5) o0y =0+ [ fls.0ls)ds.
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Jos ¢ on kiintopiste, se toteuttaa siis selvésti alkuehdon ¢(a) = b. Lisdksi kuvaus
¢ on differentioituva ja toteuttaa ehdon ¢(t) = f(t, ¢(t)) analyysin peruslauseen
nojalla.

Toisaalta, jos ¢ on alkuarvotehtévin (4) ratkaisu valilla |a — d, a + [, niin kaikilla
t €la —6,a + §[ pétee

Pl =b+ [ (s, 0(s))ds = b+ / bls)ds = 6(0),

joten ¢ on kiintopiste. 0
Lemma 2.6. Picardin kuvaus on kutistava.
Todistus.
¢
|Z0s(6) = Pus()]| = max | [(£(5,005))  Flsw(s))as| < 5}~ v

Lemman 2.6 ja Lauseen 2.1 mukaan Picardin operaattorilla on tdsmélleen yksi
kiintopiste. Lemman 2.5 mukaan tdma kiintopiste on tarkasteltavan alkuarvotehta-
vin (4) ainoa ratkaisu vélilla Ja — 0, a + 0]. O

Lausetta 4 voi soveltaa aina, kun f: U — R™ on C', silld f|p on Lipschitz-jatkuva,
kun B C U on suljettu pallo.

Seuraus 2.7 (Autonominen OY-lause). Olkoon U C R™ avoin. Olkoon f: U — R"
C'-kuvaus. Jokaisella a € R ja xo € U on & > 0 siten, ettd alkuarvotehtivilli

&= f(x),
(6) {x(a) =b

on valilld la — 0, a + 8] madritelty yksikdisitteinen ratkaisu. O

Esimerkki 2.8. Vaikka tarkastelemmekin ldhinnd korkeampiulotteisia tilanteita,
on hyvd muistaa, miten Picardin iteraatio antaa alkuarvotehtévin ¢ = y, y(0) = 1
ratkaisun: Valitaan ensimmaéiseksi arvaukseksi vakiofunktio yo(¢) = 1. Talloin

n(t) = Z(o)(t) = 1+/0td8 =1+,

2

yo(t) = P(y1)(t) =1+ /Ot(l +s)ds=1+t+ %,

ja induktiolla
k tk
welt) = P(ye-1)(t) = D _ -
j=0 "
Kuvausten y;, muodostama jono suppenee kohti eksponenttifunktiota tasaisesti kom-

pakteilla valeilla.

3. AUTONOMISET DIFFERENTIAALIYHTALOT JA VIRTAUKSET

Autonomisen differentiaaliyhtélon & = f(z) oikean puolen kuvaus f madraa vek-
torikentdin joukossa U. Alkuarvotehtavan

{s‘c = (@)
.T(t()) = 2o

ratkaisu on differentioituva polku joukossa U, jonka tangenttivektori @(t) pisteessi
x(t) on vektorikentén f arvo (siis vektori). Liséksi polku kulkee pisteen zq kautta ja
toteuttaa x(ty) = xo.
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Kuva 1. Vakiovektorikenttd f(x) = (1,1) tasossa ja alkuarvotehta-
van & = f(x), (0) = p = (1,0.3) ratkaisu aikavélilla ¢ €] — 2, 2].

Esimerkki 3.1. Olkoot \,b € R%
(1) Olkoon f: R?* — R? f(x) = X tason vakiovektorikentti. Alkuarvotehtéivin

{s‘c = f(x)
z(0) =10

ratkaisu on affiini suora z(t) = b + tA. Kuvaukset ¢': R? — R?,
¢'(b) = mp(t) = b+ tA,
t € R muodostavat tason virtauksen:
d* 0 d'(b) = (b+t\) +sA=b+ (s+ 1)\ = ¢°T(b)

kaikille b € R?,
(2) Tason lineaarisen alkuarvotehtéavin
(7) {% = A 21, {331(0) = b,

Ty = Ay T, 12(0) = by,

ratkaisu on selviisti z(t) = (b, boe*??). Kun Ay < 0 < Ay, ratkaisut kiyttiytyvit
kuten kuvassa 2. Ratkaisut lahestyvit xi-akselia, kun ¢ — oo ja ws-akselia, kun
t — —00.

Asetetaan

. A 0
A = diag(A1; A2) = (01 )\2>

jar = (il) Télloin yhtélo (7) saadaan matriisimuotoon & = Ax.
2

Ensimmaisissé harjoituksissa tarkastettiin, ettd ratkaisujen maarittamat aika-t-
kuvaukset ¢t : R? — R2,

@' (b) = (b1, o (t) = bye™)

muodostavat tason R? virtauksen.
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Kuva 2. Alkuarvotehtévin (7) vektorikentté ja ratkaisuja.

Esimerkki 3.2. Toisen asteen lineaarisen differentiaaliyhtalon

(8) y'(t) +y(t) =0

kaikki ratkaisut saadaan funktioiden sin ja cos lineaarikombinaatioina. Jokaisella
alkuarvotehtéavalla

y'(t) +y(t) =0,
y(0) = a,
y'(0) =0,

on ratkaisu y(t) = acost + bsint:

-0}

Differentiaaliyhtélo (8) voidaan muuntaa tason differentiaaliyhtéloksi: Asetetaan
x1 =y ja xo = y'. Talloin siis yhtalo (8) on

(9) {1‘1 iZEQ
Tog — —XTq.
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Kuva 3. Differentiaaliyhtélon (9) vektorikenttd f(z) = Ax ja ratkai-
sut alkuarvoilla zo = (0.3,1), zo = (—1,1) ja 20 = (—v/2, —V/2):

Matriisimuodossa yhtélo (9) on siis & = Az, missi (_1 0) . Yhtélo(pari)n (9)
ratkaisu on siis luettavissa edeltd: Yleinen ratkaisu on
cost sint by by cost + bysint
x(t) = : : :
—sint cost b —bysint + by cost
Ensimmaisissa harjoituksissa osoitettiin, etta ratkaisujen méarittamét aika-t-kuvaukset
ot R? — R2,
(bt(b) — (ble)‘lt, b2€/\2t)

muodostavat tason R? virtauksen.

Propositio 3.3. Olkoon f: U — R™ Cl-vektorikenttd, jolle jokaisen alkuarvotehti-
van

z(0) = o,
maksimaalinen madrittelyvalt on R. Talloin kuvaus ¢: R x U — U,
(11) o(t, ) = ¢'(x) = Yo (t)
on joukon U bijektio jokaiselle t € R ja jokaiselle s,t € R pitee ¢* o ¢' = ¢5T°.

Todistus. Olkoon ¢ méaéritelty lausekkeella (14). Olkoon ¢ € R. Télloin kaikille s € R
jabeU

¢(s,6(t,b)) = ¢* 0 ¢'(b) = ¢"(Yo,p(t)) = Vo400 (5) = Wi(s)
ja
B(s+t,b) = ¢°T(b) = op(s +1) = Uy(s)
Molemmat kuvaukset Wy, Wy: R — U ovat differentiaaliyhtélon & = f(z) ratkaisuja.
Lisaksi
U1(0) = 0,0 (0) = thop(t) = ¥2(0),
joten yksikésitteisyyslauseen nojalla Wy = Wy. Siis yhtélo ¢° o ¢f = ¢*1! pétee.
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Koska erityisesti
¢t0¢_t:¢0:id:¢_t0¢t
kaikille ¢ € R, niin ¢ = (¢')~!. Siis kuvaukset ¢’ ovat bijektioita. O

Osoitamme seuraavaksi, ettd toisiaan riittavéin ldhella olevia alkuarvoja vastaavat
ratkaisut pysyvat lahelld toisiaan. Koska Proposition 3.3 mukaan Lauseessa 3.7 tar-
kasteltu differentiaaliyhtélo méasdrad kuvausperheen, joka toteuttaa virtauksen méaa-
rittelyssa vaadittavan yhtalon, tdméa havainto auttaa viimeisteleméén tuloksemme
differentiaaliyhtaloryhmien ja virtauksen yhteydestd. Kéytdmme yleistd metristen
avaruuksien tulosta:

Propositio 3.4. Olkoon X tdydellinen metrinen avaruus, ja olkoon Y metrinen
avaruus. Olkoon 0 < K < 1 ja olkoon F: X XY — X jatkuva kuvaus, jolle kuvaus
F,=F(,y): X = X on K-kutistava kuvaus jokaiselle y € Y. Olkoon g: Y — X
kuvaus, jonka arvo pisteessi y on kuvauksen F, kiintopiste. Tdlloin kuvaus g on
jatkuva.

Todistus. Havaitaan, etté kaikille x € X pétee

d(z, 9(y)) < Z d(F,(x), F, () + d(Ey ™ (2), 9(y))

joten

1

(12) d(w,9(y)) < Y- d(Fi(a), 7 (@) = 7= d(a, Fy @)

silld darellinen summa on pienempi kuin 5d(z, Fy(x)) ja d(f*(z), g(y)) — 0, kun
k — oo, koska g(y) on kutistavan kuvauksen F, kiintopiste. Valitaan x = g(y') =
F(g(y'),v'), jolloin epéyhtilo (12) antaa

1
d(9(y): 9(y) < T d(F(9(y).4), F(9(y).9)) -
Koska kuvaus F' on jatkuva, niin d(F(g9(v'),v'), F(9(y'),y)) — 0, kun ¢ — y, misté
viiite seuraa. 0

Olkoot X = C%([a —6,a+6],R*), Y =R"ja F: X x Y — X,
F(¢7 b) = tgza,b(QS)

ja varustetaan X x Y metriikalla d;, joka maéaritelladan

di((¢1,b1), (@2, 02)) = dx (d1, P2) + dy (by, b2) .

Propositio 3.5. Olkoon U C R"™ avoin ja olkoon f: U — R™ M-Lipschitz- jatkuva.
Olkoon @, alkuarvotehtivin & = f(x), f(a) = b ratkaisu. Olkoon € > 0. Tdlldin on
n >0, jolle

1Pap = Papll = max [|ap(t) — Pay (t)l] <,

[t—al<

jos |lb = V|| <n.

Todistus. Riittaa osoittaa, ettd kuvaus F' on jatkuva. Kolmioepéayhtélon avulla saam-
me

dx (F(¢1,b1), F(¢2,b2)) = max ]||b1—52+/(f(¢1($))—f(¢2(8)))d8||

tela—d,a+8
<oy — ba| + MO dx(h1, ¢2) -

Viite seuraa Propositiosta 3.4. O
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Lause 3.6. Olkoon f: U — R" Cl-vektorikenttd, jolle jokaisen alkuarvotehtivin
& Lol

maksimaalinen madrittelyvili on R. Tdlloin (¢")ier,

(14) 3t x) = ¢'(z) = thoa(t)

on joukon U wvirtaus.

Todistus. Vaite seuraa Propositioista 3.3 ja 3.5. 0

Lauseen 3.6 antama virtaus on differentiaaliyhtalon © = f(x) maaraamd virtaus
tai vektorikentdin f mddridmd virtaus. Voidaan osoittaa, etté , jos C'-kuvaus ¢: R x
U — U on virtaus joukossa U, niin se on vektorikentén % (0, z) madraama virtaus.

Differentiaaliyhtéloiden jatkokurssilla osoitetaan seuraava tulos:

Lause 3.7. Olkoon f: U — R™ Lipschitz-jatkuva vektorikenttd. Jokaisella a € R ja
xo € R™ on yksikdasitteinen funktio 14 4,: R — R", joka on alkuarvotehtivin

(15) { = /().

ratkaisu. O

Seuraus 3.8. Lipschitz-jatkuva vektorikenttd f: R™ — R™ mdardd avaruuden R™
virtauksen. OJ

Esimerkki 3.9. Differentiaaliyhtélon
oy g it
r = g — 52_2 + zg+§%(£2

ratkaisut alkuarvoilla zp = (0.9,0) ja z; = (0.95,0) kiyttdytyvéit samaan tapaan
(itse asiassa kaikilla t € R), kun taas alkuarvolla x5 = (1.1,0) kyttdytyminen on
erilaista kuin alkuarvoilla z ja z1, kun ¢ kasvaa.

X X

1.0~

0.5

L L L L
-1.0 -0.5 -1.0 -0.5

-2.0- -2.0-
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4. LINEAARISTEN AUTONOMISTEN DIFFERENTIAALIYHTALOIDEN DYNAMIIKKAA

Olkoon A reaalinen n x n-matriisi. Differentiaaliyhtdlé £ = Az on lineaarinen
differentiaaliyhtdlo.

Luvussa 3 tarkastelimme kahta tason lineaarista differentiaaliyhtdlod & = Az,
joiden ratkaisut kayttaytyvit selvésti eri tavoin: Esimerkin 7 differentiaaliyhtdlon
radat ovat nollan rataa lukuunottamatta rajoitettuja kun taas Esimerkin 3.2 radat
ovat kaikki ympyroité, siis rajoitettuja joukkoja.

Jos A on reaalinen n x m-matriisi, niin vektori v € R™ — {0} on matriisin A
ominaisvektori ominaisarvolla A € R, jos Av = Av. Ominaisvektori on siis nollasta
poikkeava vektori matriisia A — AI standardikannassa vastaavan lineaarikuvauksen
ytimessd. Téastd ndhddén, ettd matriisin A reaaliset ominaisarvot ovat matriisin A
karakteristisen polynomin

Xa(A) = det(A — )
reaaliset juuret. Lineaarialgebran kurssilla on tapana késitelld ainoastaan reaalisia
ominaisarvoja, mutta talla kurssilla on luontevaa késitella myos karakteristisen po-
lynomin kompleksisia juuria. Kutsumme néitdkin matriisin A ominaisarvoiksi, eri-
tyisesti kompleksisikst ominaisarvoiksi.

Karakteristisen polynomin aste on n, joten Algebran peruslauseen (todistetaan
Kompleksianalyysissa) mukaan karakteristisella polynomilla on algebrallinen kerta-
luku huomioiden n juurta. Ominaisarvon kertaluku karakteristisen polynomin juu-
rena on sen algebrallinen kertaluku.

Matriisin A reaalista ominaisarvoa A vastaavat ominaisvektorit muodostavat nol-
lavektorin kanssa ominaisavaruuden

E\x=E\(A) ={v eR": Av = \v}.

Ominaisavaruuden F\ dimensio on ominaisarvon \ geometrinen kertaluku.

0 1\ . . o .
ei ole reaalisia ominaisarvoja. Sen

Esimerkki 4.1. (1) Matriisilla A = <_1 0

karakteristinen polynomi on

- A 1\ |2
XA(/\) —det (_1 _/\) —/\ +1,
joten silld on kompleksiset ominaisarvot ¢ ja —z.

. 11
(2) Matriisilla (0 1
naisarvon 1 geometrinen kertaluku on 1: Ominaisvektorit maarittava yhtaloryhmé
Av = v kutistuu yhtéloksi v, = 0, joka méaraéd 1-ulotteisen aliavaruuden.

on yksi algebrallisesti kaksinkertainen ominaisarvo 1. Omi-

Lineaarialgebrassa (LAG2) osoitetaan, ettd 2 x 2-matriisi B on diagonalisoitu-
va, jos silld on kaksi eri (reaalista) ominaisarvoa. Toisaalta 2 x 2-matriisi voi olla
diagonalisoituva vaikka silla olisi vain yksi ominaisarvo (A = p ylla), ja esimerkiksi

matriisilla (_? O) ei selvasti ole yhtddn ominaisvektoria eikéd siis yhtddn reaa-

lista ominaisarvoa, koska sitd standardikannassa vastaava lineaarikuvaus on kierto
myotépéaivadn kulman /2 verran.

Jos n X n-matriisi A on diagonalisoituva, niin on avaruuden R" kanta, joka koos-
tuu matriisin A (tai sitd vastaavan lineaarikuvauksen L4: R" — R™, Ljv = Av)
ominaisvektoreista. Erityisesti ominaisavaruuksien dimensioiden summa on n. Line-
aarialgebran kurssilla osoitetuista tuloksista saadaan:

Propositio 4.2. n x n-matriisi A on diagonalisoituva, jos ja vain jos sen ominai-
sarvojen geometristen kertalukujen summa on n

13



Jos A ja B ovat reaalisia n X n-matriiseja ja C' on kidantyva reaalinen n X n-matriisi,
jolle B = CAC™!, niin A ja B ovat toistensa konjugaatteja ja C' on konjugoiva
matriisi. Diagonalisoituva matriisi on siis jonkin diagonaalimatriisin konjugaatti.
Lineaarialgebrassa osoitetaan seuraava tulos:

Propositio 4.3. Olkoot A ja B reaalisia n X n-matriiseja, joille pitee A = CBC~1
jollain kdadntyvdlld reaalisella n X n-matriisilla C. Tdlloin

(1) matriiseilla A ja B on samat ominaisarvot.
(2) matriisia C' vastaava lineaarikuvaus kuvaa matriisin B ominaisavaruudet
bijektitvisesti matriisin A ominaisavaruuksiksi.

Lineaaristen differentiaaliyhtéldiden yhteydesséa konjugointi on usein kiateva véline
seuraavan ominaisuuden vuoksi

Lemma 4.4 (Muuttujanvaihtolemma). Olkoot A ja B n x n-matriiseja, joille pitee
A = CBC™! jollain kédntyvdilld C. Tdlloin, jos x on differentiaaliyhtilon © = Bx
ratkaisu alkuarvolla x(0) = xq, niiny = Cz on differentiaaliyhtilon y = Ay ratkaisu
alkuarvolla y(0) = Cxy.

Todistus. Ketjusaannon (Differentiaalilaskenta 1) nojalla
y(r) =Ci=CBx=CBC'y. O

Esimerkki 4.5. Matriisin
1 3
a=(i )

ominaisarvot ovat 2 ja —2. Sen ominaisavaruudet saadaan ratkaisemalla yhtaloparit
Av = 2v ja Av = —2v, jotka antavat vastaaville ominaisavaruuksille yhtalot v; = 3vy
ja v; = —vy. Matriisi A voidaan diagonalisoida esimerkiksi matriisilla

~ (3 1
o= 3)

jonka sarakkeet w; = (Zl))) ja wy = (_11> ovat ominaisvektoreita. Nythén, jos
B = 5_1146’, niin

B (5) _ &1l (})) G Ay = O 2wy — 26y — 2 (g) |

ja vastaavasti

()4

Alkuarvotehtavan

: ae*
ratkaisu tunnetaan, se on z(t) = .

Lemman 4.4 mukaan
~ 3ae? 4 be=?
vit) = Calt) = (e * 1

14
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KuvAa 4. Kaksi satulaa

on alkuarvotehtavan

j = Aa,

(17) = fa
y(0)=C <b>

ratkaisu.
Matriisia C' vastaava lineaarikuvaus on siis muuttujanvaihto, joka liittda alkuar-
votehtévit (16) ja (17), ja niiden ratkaisut toisiinsa.

Lause 4.6 (Konjugointilause). Olkoon A reaalinen 2 x 2-matriisi. Tdlloin on kddn-
tyvd reaalinen 2 x 2-matriisi C, jolle matriisi CAC~! on

(1) diagonaalimatriisi, jos matriisilla A on kaksi eri reaalista ominaisarvoa tai
yksi geometrisesti kaksinkertainen reaalinen ominaisarvo,

(2) muotoa (3 /\) , jos matriisilla A on yksi geometrisesti yksinkertainen reaa-
linen ominaisarvo, ja
(3) wvinosymmetrinen muotoa (_% g), jos matriisilla A ei ole reaalisia omi-

naisarvoja.

Todistus. (1) Jos matriisilla A on kaksi eri ominaisarvoa, diagonalisoituvuus on to-
distettu kurssilla LAG2. Jos matriisilla A on geometrisesti kaksinkertainen ominai-
sarvo, koko taso R? on sen ominaisavaruus ja A on diagonaalinen.

(2) Oletetaan, ettd matriisilla A on geometrisesti kaksinkertainen ominaisarvo
A € R, ja olkoon u jokin ominaisvektori. Olkoon v € R? miké tahansa vektori siten,
ettd u ja v virittévit koko tason R?. Télloin Av = pu + vo joillekin p,v € R, p # 0.
Jos olisi v # A, niin

1 M B u
A(V_)\u+v) —)\V_/\u+uu+l/v—y(y_/\u+v),

joten v # A olisi ominaisarvo vastoin oletusta. Siispd Av = pu + Av. Valitaan
kannaksi u ja w = v/p. Talldin Au = M ja Aw = pu/p+ M/p = u+ dw, joten
matriisi on téssa kannassa haluttua muotoa.

(3) Oletetaan, ettd matriisilla A ei ole reaalisia ominaisarvoja. Télloin silld on kak-
si kompleksista ominaisarvoa o+ 113, 8 # 0. Ajatellaan A kompleksisena matriisina.
Tilloin ominaisarvoa o + i3 vastaa jokin ominaisvektori u = Rew + i Imu € C2.
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Havaitaan ensin, ettd Rewu ja Im u ovat lineaarisesti riippumattomia reaalisessa vek-
toriavaruudessa R?: Jos niin ei ole, niin Reu = c¢Imu jollain ¢ € R. Talldin

(c+i)Almu = A((c+i)Imu) = A(u) = (« +if)u = (o + if)(c + i) Imu,

joten
Almu = (o +if) Imu,

miké on mahdotonta, silld A Im u on reaalinen vektori, kun taas (a+1i3) Imu ei ole.
Kirjoitetaan matriisi Au komponenteittain kahdella tavalla: Koska A on reaalinen,
patee

Au= A(Reu +ilmu) = A(Reu) + tA(Imw).
Toisaalta
Au= (a+if)(Reu+ilmu) = aReu — fImu +i(fReu + aImu),
joten tarkastamalla reaali- ja imaginaariosat saadaan
AReu=aReu— flmu
ja
Almu = fReu+ almu.
Edelli oleva tarkastelu osoittaa, ettd avaruuden R? kannassa, jonka muodostavat
vektorit v; = Rewu ja vy = Imu, matriisia A vastaava lineaarikuvaus kiyttaytyy

halutulla tavalla. Valitaan kannanvaihtomatriisiksi C' matriisi, jonka sarakkeet ovat
vektorien v; ja vy komponentit. Télloin C' on reaalinen, ja pétee

ClAC ((1)) = C M Av, = CHaw, — Bug) = (_%)

ja
ClAC (i’) — O vy = O (Bur + awy) = (g) O

Tarkastelemme nyt tason lineaaristen differentiaaliyhtéloiden ratkaisuja konju-
gointilauseen antamissa eri tapauksissa. Seuraavassa A on 2 X 2-matriisi:

Matriisi A on diagonalisoituva. Differentiaaliyhtédlon © = Az ratkaisut saadaan
eksponenttifunktion avulla kuten esimerkissé 4.5. Ratkaisuja on ominaisarvojen mer-
keisté riippuen kolmea erilaista tyyppié:

(1) Jos matriisilla A on kaksi ominaisarvoa, jotka ovat erimerkkisié, ratkaisut kéyt-
taytyvat kuten Esimerkissa 4.5. Téassa tapauksessa origoa kutsutaan satulaksi, katso
kuvia Esimerkissa 4.5.

(2) Jos matriisilla A on kaksi negatiivista ominaisarvoa \; ja A, ratkaisut saadaan
samalla tavalla kuin esimerkissa 4.5. Ratkaisujen kdyttdytyminen on kuitenkin eri-
laista: Differentiaaliyhtédlon # = Bx ratkaisut alkuarvoilla, jotka ovat koordinaat-
tiakseleilla, 1ahestyvéat origoa eksponentiaalisesti akselia pitkin, kun ¢ — oco. Muilla
alkuarvoilla ratkaisut lahestyviat myos origoa, mutta kuvan mukaisia kdyria pitkin.
Tassa tapauksessa origoa kutsutaan nieluksi. Huomaa, etté ratkaisukéyréit ovat sa-
teitd, kun A\ = .

(3) Jos matriisilla A on kaksi positiivista ominaisarvoa \; ja Ao, ratkaisukéyrét ovat
kuten nielulla, mutta ratkaisut liikkkuvat vastakkaiseen suuntaan. Téassé tapauksessa
origoa kutsutaan ldhteeksi.
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Matriisi A on konjugaatti matriisin (g\ :)l\> kanssa. Kuvaus z: R — R?,

o(t) = M <antb)

!

ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a, b).

on differentiaaliyhtalon
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KuvA 6. Surkastunut ldhde

Jos matriisilla A on yksi ominaisarvo, jonka algebrallinen kertaluku on yksi ja

geometrinen kertaluku on kaksi, niin Lauseen 4.6 nojalla A on matriisin (O )\)
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konjugaatti jollain A € R, ja differentiaaliyhtdlon # = Ax ratkaisut saadaan Lemman
4.4 avulla. Téassa tapauksessa origoa kutsutaan surkastuneekst nieluksi, jos A < 0 ja

surkastuneeksi lihteeksi, jos A > 0.

Matriisi A on konjugaatti vinosymmetrisen matriisin kanssa Lauseen 4.6
mukaan kaikki reaaliset 2 x 2-matriisit, jotka eivat ole diagonalisoituvia tai matriisin

(E)\ i\) konjugaatteja jollain A € R, ovat vinosymmetrisen matriisin A = (_aﬁ g )
konjugaatteja joillain o, f € R, § # 0. Kuvaus x: R — R2,
ot cos [t sin Bt
z(t) = e™a (— sinﬁt) +b <cos Bt>]
T = Ax

2(0) = (a,b)

(1) Jos @ = 0, niin ratkaisu on muotoa

_ cos [ft sin Bt
z(t) =a (— sin ﬁt) +b (cos ﬁt)
Tama kuvaus parametrisoi ympyran, jonka siade on va? + b%. Yleisessa tilanteessa
ratkaisut parametrisoivat ellipsin, joka saadaan kuvaamalla tdmé ympyrda kannan-
vaihtokuvauksella. Téssa tapauksessa origo on keskus.
(2) Jos a < 0, niin kerroin e** aiheuttaa sen, etté ratkaisu lahestyy origoa, kun ¢ —

oo. Ratkaisukdyra on spiraali, joka kiertaé origoa lineaarisella nopeudella ja ldhestyy
sitd eksponentiaalisella nopeudella. Téssa tapauksessa origo on spiraalinielu.

on alkuarvotehtavan { ratkaisu.
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Kuva 7. Spiraalinielu

(3) Jos o > 0, niin kerroin e* aiheuttaa sen, ettd ratkaisun normi kasvaa rajatta,
kun ¢ — oco. Ratkaisukéyré on spiraali, joka kiertda origoa lineaarisella nopeudella
ja etddntyy siitd eksponentiaalisella nopeudella. Téssé tapauksessa origo on spiraa-

lilahde.
Esimerkki 4.7. Matriisin
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Kuva 8. Spiraalilahde

ominaisarvot ovat +i. Vektori v = (1+1¢,1) on ominaisarvoa i vastaava ominaisvek-
tori. Valitaan tason R? kantavektoreiksi Reu = v; = (1,1) ja Imu = v, = (1,0) ja
kiaytetaan koordinaattimuunnosta
11
(1)

3:0—1A0:< 0 Z)
—1 0

Nyt siis

Differentiaaliyhtélon @ = Bax ratkaisut parametrisoivat ympyroita kuten edelld tote-
simme. Muuttujanvaihtolemman nojalla differentiaaliyhtdlon ¢y = Ay ratkaisut ovat
muotoa C'z, missd x on differentiaaliyhtdlon & = Bz ratkaisu. Siis ratkaisut ovat ym-
pyroiden kuvia lineaarikuvauksella C'. Tasméllisemmin ne ovat kiyrié, joiden pisteet
toteuttavat yhtalon

1 = ()0 = (O C)r = 2’ Qr,

missé
=it =2 11
R e )

on symmetrinen matriisi ja kuvaus z — z'Qz on positiividefiniitti neliGmuoto.
Matriisin () ominaisarvot ovat &Tﬂ ja niita vastaaviksi ominaisvektoreiksi voimme
valita (kesken#én ortogonaaliset) vektorit w; = (1_2\/5, 1)jawy = (%5, 1). Matriisin

() ominaisvektoreiden muodostamassa kannassa neliémuoto on
1++5 L1 V5
z z
2 ™ 2
joten ratakdyréat ovat standardimuotoisia ellipseja vektoreiden w; ja wy muodosta-
massa ortogonaalisessa kannassa, katso kuva 4.

2
2
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Kuva 9. Keskus

Esimerkki 4.8. Matriisia B

01 0
(18) B=|-10 0
00 —1

vastaava differentiaaliyhtélo © = Bz on helppo ratkaista, koska ensimmaiset kaksi
koordinaattia muodostavat oman 2-ulotteisen systeeminsi: Kuvaus

acost+ bsint
z(t) = | —asint + bcost

ce~t

on ratkaisu alkuarvolla x(0) = (a, b, c) € R3.

Jos ¢ = 0, niin ratkaisu pysyy z1re-tasossa ja on v/a? + b?-sdteisen ympyrian para-
metrisointi kuten esimerkissa 3.2. Jos taas a = b = 0, niin ratkaisu pysyy x3-akselilla
ja ldhestyy origoa eksponentiaalisella vauhdilla. Yleisen tilanteen ratkaisukayré kul-
kee sylinterilla

{z eR®: 2% +25 =a® +b°}
ja kasautuu kohti x;xo-tason ympyraé
{(z1,75,0) € R®: 27 + 25 = a® + b*}.

Lause 4.6) on erikoistapaus tuloksesta, joka péatee kaikissa ulottuvuuksissa. Té-
man yleisemmén tuloksen muotoilemiseksi tarvitsemme hieman terminologiaa: Jos
Bi,...,Bn ovat ny X ng,...,ny X ny-neliomatriiseja, ja > ;_; n; = n, niin matrii-
seista Bq, ..., By muodostettu matriisi

By

By
diag(Bl>"'aBN) = . ;

By

jossa loput n? — 32N n? kerrointa ovat nollia, on blokkidiagonaalimatriisi, jonka
blokkeja ovat matriisit B;. Blokin B; koko on n,.

20



002

Kuva 10. Kaksi eri ndkymaéa differentiaaliyhtalon @ = Bz ratkaisusta
alkuarvolla z(0) = (1,1,1), kun B on kaavan (18) matriisi.

Lause 4.9 (Jordanin kanoninen muoto). Olkoon A reaalinen n x n-neliomatriisi, ja
0lkoot Ay . .. Ay Apir1s Art 15 - - -5 Aar, Aar sen eri ominaisarvot. Olkoot a; ja g; omi-
naisarvon A; algebrallinen ja geometrinen kertaluku. Talldin A voidaan konjugoida
reaalisella matriisilla blokkidiagonaalimuotoon, jossa jokainen blokki on joko muotoa

Ao 1
Ao 1
VI
Ai
jos A\; on reaalinen, tai
C\, Iy
Cr b
Q4 ﬂz .
Cy, = (—ﬁi Oéz) tas ,
I
C),

3

Jos \i = a;+1if3; ei ole reaaliluku. Reaalista ominaisarvoa \; vastaa g; blokkia, joiden

kokojen summa on a;. Kompleksista ominaisarvoparia A;, \; vastaa g; blokkia, joiden
kokojen summa on 2a;.

Jordanin kanonisen muodon ja Lemman 4.4 avulla moniulotteiset tapaukset voi-
daan palauttaa helpommin Kkésiteltdvidn muotoon. Télld kurssilla emme todista
Lausetta 4.9, todistus esitetddn monissa hieman edistyneemmaén lineaarialgebran
kirjoissa, esimerkiksi [HJ|, [Ort].

5. KAAOS

Edellisten lukujen esimerkit ovat késitelleet pdaasiassa melko vakaata dynamiikka.
Esimerkiksi kutistavien kuvausten tapauksessa kaikkien pisteiden radat lahestyvét
samaa kiintopistettd eksponentiaalisella nopeudella. Tarkastelemme nyt monimut-
kaisempia systeemeja.

Diskreetti dynaaminen systeemi f: X — X diskreetti dynaaminen systeemi topo-
logisesti transititvinen, jos kaikille avoimille epatyhjille joukoille U,V C X on N € N
siten, ettd fN(U)NV # 0. Yksi kaaokselta yleensi edellytettivisti piirteistd on per-
hosefekti eli herkké riippuvuus alkuarvoista. Dynaaminen systeemi f: X — X riip-
puu herkdsti alkuarvoista, jos on A > 0 siten, ettd jokaisella x € X ja ¢ > 0 on
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y € B(x,€) ja N € N, joille d(f™(x), fN¥(y)) > A. Herkki riippuvuus alkuarvosta
tarkoittaa, ettd pieni epatarkkuus lahtotilanteessa voi muuttaa tulevaisuuden koko-
naan.

R. Devaneyn méaritelméan mukaan dynaaminen systeemi on kaoottinen, jos

(1) sen jaksollisten pisteiden joukko on tihea,
(2) se on topologisesti transitiivinen ja
(3) se riippuu herkésti alkuarvoista.

Esimerkki 5.1. (1) Ympyran kaikki pisteet ovat rationaalisen kierron jaksollisia
pisteité ja irrationaalinen kierto on topologisesti transitiivinen. Kuitenkaan kumpi-
kaan naista ei ole kaoottinen systeemi: Mikdan ympyran kierto ei riipu herkésti al-
kuarvosta silld kierrot ovat ympyréan isometrioita: d(R.(z), Ra(y)) = d(z,y) kaikilla
x,y € Sh

(2) Lineaarikuvaus L: R™ — R", Lz = 2x riippuu herkésti alkuarvosta mutta ei ole
kaoottinen: ||L¥z — L"y|| = 2*||z — y|| — oo, kun k — oo, jos x # y.

Seuraava tulos osoittaa, ettd herkka riippuvuus alkuarvoista seuraa kaoottisuuden
maaritelméan kahdesta ensimmaisesstd kohdasta:

Lause 5.2. Olkoon f: X — X jatkuva. Jos avaruus X ei koostu yhdestd jaksol-
lisesta radasta ja f on kaoottinen, nitn dynaaminen systeemi f: X — X riippuu
herkdsti alkuarvosta.

Todistus. Katso [BBCT], [HK, Theorem 7.2.12]. O

Esimerkki 5.3. Olkoon m € N, k > 2. Olkoon E,,: S! — S! kulman k-kertaistava
kuvaus, jonka lauseke kulmaparametrin s € R avulla lausuttuna on
Ep([s]) = [ms].

Kuvaus E,, on kaoottinen: Harjoituksissa tarkastimme, ettd Fy on hyvin maéaritelty
ja etti jokaisella pisteelld p € S' on tidsmilleen kaksi alkukuvaa kuvauksella Es.
Yleisesti patee vastaava tulos: F,, on jatkuva m — 1-kuvaus.

Olkoon P, (E,,) = {z € S' : E" (z) = x}. Kuten harjoituksissa tehtiin tapauksessa
m = 2 voidaan tarkastaa, etté

Po(Ep) = {[

Joukon P, pisteet jakautuvat ympyrille tasaisesti ja jakavat ympyran S vileihin,
joiden pituus on ——. On helppo tarkastaa, etti jaksollisten pisteiden joukko

P(Em) = U Pn(Em)

k
mn —1

]eSlzkEZ}.

neN
on tihea.
Olkoon U C S' avoin epityhji joukko. Talloin U sisiltaé jonkin m-adisen vdilin
k k+1
— gk  _
F=d = T

Siis F,,(U) € EN(J) = S'. Siis kaikille epétyhjille V C S! pitee EN(U)NV =V #£ (),
joten E,, on topologisesti transitiivinen.

Vaikka se ei loogisesti olekaan valttaméatonta Lauseen 5.4 nojalla, osoitetaan viela
herkké riippuvuus alkuarvoista: Koska jokainen piste x € X siséiltyy addrettoméan
moneen sisdkkiiseen m-adiseen viliin, jotka kuvautuvat koko ympyraksi kuvauksen
E,, sopivilla iteraateilla, on jokaisella téllaisella valilla piste, joka kuvautuu toiselle
puolelle ympyraé kuin .
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Esimerkin 5.3 lopussa osoitimme itse asiassa, ettd kuvaus F,, on topologisesti
sekoittava: kaikille avoimille epatyhjille joukoille U,V C X on N € N siten, ettd
f(U)NV # () kaikille n > N.

Tarkastelemme seuraavaksi topologista transitiivisuutta. Metrinen avaruus X on
separoituva, jos silli on numeroituva tihed osajoukko. Esimerkiksi R* = Q», S' =
{lg] : ¢ € Q}. Toisaalta, jos Y on ylinumeroituva joukko varustettuna diskreetilld
metriikalla d(a,b) = 1 kaikilla a # b, niin Y ei ole separoituva.

Piste x € X on eristetty, jos B(x,r) on dérellinen joukko jollain r > 0. Esimerkiksi
kaikkien diskreettien metristen avaruuksien kaikki pisteet ovat eristettyja.

Lause 5.4. Olkoon f: X — X jatkuva. Jos systeemilla f: X — X on tihed rata
ja avaruudessa X ei ole eristettyjd pisteitd, niin f on topologisesti transitiivinen.
Jos X on taydellinen ja separoituva ja f on topologisesti transitiivinen, niin silld on
tihed rata.

Todistus. Oletetaan, ettd on z € X, jolle ﬁ;’(x) = X. Olkoot U ja V epatyhjia
avoimia joukkoja. T&lloin on ny € N siten, ettd yy = f"V(x) € U. Pisteen yy rata
on tihed koska metrisessd avaruudessa X ei ole eristettyja pisteitd. Siis on Ny siten,
ettd fVV(yy) € V, miki osoittaa, etti f on topologisesti transitiivinen.

Oletetaan sitten, ettd f on topologisesti transitiivinen. Olkoon A metrisen ava-
ruuden X numeroituva tihed osajoukko. Olkoon

{Ur -k eN} ={B(a,r):a€ A;r € Q;}.

Osoitamme, ettd on x € X, jolle Of (z) N Uy # 0 kaikilla k € N. Koska jokainen
avoin joukko siséltdad ainakin yhden joukon kokoelmasta {Uy : k € N} (itse asiassa
aarettoméan monta joukkoa), niin téllaisen pisteen x rata on tiheé.

Topologisen transitiivisuuden nojalla on Ny € N, jolle fN1(U;) NUs, # (). Valitaan
a; € Aja 0 < r < % siten, ettd B(ai,r1) C Uy N f~N1(U;). Samoin on Ny €
N siten, ettd B(ai,r;) N f~2(Us) on avoin epiityhji joukko. Valitaan ay € A ja
0 < ry < 272, jne. Niin saadaan Cauchyn jono (ay), joka tiydellisyyden nojalla
suppenee kohti raja-arvoa a € X. Konstruktiosta seuraa, ettd a € (o, B(ax, %),
joten f¥(a) € Uy kaikilla k > 1. O

Esimerkki 5.5. Lauseen 5.4 nojalla kulman m-kertaistavalla kuvauksella £,,: S* —
S! on tihed rata. Todistus ei anna esimerkkié pisteesti, jonka rata on tihed, mutta
sellainen voidaan antaa melko helposti.

Tarkastellaan kuvausta Es. Jokainen ympyran piste voidaan esittdd muodossa

[i%}

ja kuvaus Es, sopii tdmén esityksen kanssa hyvin yhteen:

o0 [e.o]

B3 U =3 k).

i=1 =1

Olkoon (a;)$2, jono, joka saadaan luettelemalla kaikki dérelliset jonot, jotka voi-
daan muodostaa numeroista 0 ja 1:

(19) 01000110110000001010011100101110111 - -~ .
Olkoon

p:[zg}esl.

=1
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Huomaamme, etté
kok+1 b
ko _ E: il
J2N—[2N’ N ]_{[ 21'}‘

Siis sopivalla M € N pitee EM(p) € J§N mille tahansa dyadiselle vilille, joten
pisteen p rata on tihed. Vastaavalla tavalla voidaan antaa esimerkki tihedstéa radasta
kuvaukselle F,,, kun m > 3, luettelemalla kaikki &déarelliset jonot, jotka voidaan
muodostaa numeroista 0, 1 ja 2.

Jonon (19) avulla saadaan esimerkki ehké vield mielenkiintoisemmasta radasta
kuvaukselle F3: Kaikille jonoille (b;)32, patee
b; —b;
E3([Z g]) = [Z :;1} )

i=1 =1

joten ndemme Esimerkissé 1.5 esitellyn Cantorin %—joukon K kuva
[K]={[z] €S':z € K}

on Fs-invariantti.
Olkoon

a=[Y ] es".

Kuten kuvauksen F, tapauksessa niemme, etti sopivalla M € N pitee £ (q) € I¥,
mille tahansa N € N ja k € Z. Siis pisteen ¢ radan sulkeuma on Cantorin %—joukon
K kuva ympyrilld S*.

6. KONJUGOINTI JA SEMIKONJUGOINTI

Kaytimme muuttujanvaihtolemmaa 4.4 apuna lineaaristen differentiaaliyhtaléiden
ratkaisemisessa. Muuttujanvaihto saattoi differentiaaliyhtédlon sellaiseen muotoon,
jossa se oli helppo ratkaista ja alkuperaisen tehtédvan ratkaisu saatiin konjugoidun
differentiaaliyhtdlon ratkaisusta muuttujanvaihtokuvauksen avulla. Tésséd luvussa
tarkastelemme vastaavaa hieman yleisempéé tekniikkaa diskreeteille systeemeille

Kuvaus ¢g: Y — Y on kuvauksen f: X — X topologinen tekijd, jos on jatkuva
surjektio s: X — Y siten, ettd g o s = so f. Kuvaus s on semikonjugoiva kuvaus.

x I x

IR
y 25 v

Jos kuvaus s on homeomorfismi, niin kuvaukset f ja g ovat konjugaatteja ja s on
konjugoiva kuvaus.

Propositio 6.1. Olkoot f: X — X ja g: Y — Y jatkuvia kuvauksia ja olkoon g
kuvauksen f topologinen tekiji semikonjugoivalla kuvauksella s: X — Y. Tdlloin
(1) s kuwvaa kuvauksen f jaksolliset radat kuvauksen g jaksollisiksi radoiksi.

(2) s kuvaa kuvauksen f tihedt radat kuvauksen g tiheiksi radoiksi.

(3) jos f on topologisesti transitiivinen, niin g on topologisesti transitiivinen.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Seuraus 6.2. Olkoot f: X — X ja g:' Y — Y jatkuvia kuvauksia ja olkoon g
kuwvauksen f topologinen tekijia. Jos Y ei koostu yhdestd jaksollisesta radasta ja f
on kaoottinen, niin g on kaoottinen.
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Todistus. Seuraa Propositiosta 6.1 ja Lauseesta 5.2. 0

Esimerkki 6.3. TsebySovin (Chebyshev) polynomi P, on se yksikésitteinen poly-
nomi, jolle pétee
P,(cosf) = cos(nh)
kaikille 8 € R. Polynomien P, lausekkeet saadaan de Moivren kaavasta:
Py(z) =22 -1, P3(x)=42> 32, Pyz)=8z"—-8z"+1

ja niin edelleen.

Kuvaus P,: [-1,1] — [—1,1] on kaoottinen. Téméi seuraa Seurauksesta 6.2,
koska Pp,|—1,1) on (mééritelménsd mukaan) kulman m-kertaistaistavan kuvauksen
E,.:S' — S! topologinen tekija semikonjugoivalla kuvauksella s: S' — [—1,1],
s([t]) = cos(2nt).

Esimerkki 6.4. Telttakuvaus T5: [0, 1] — [0, 1],
2z, k <!
To(x) = z, kun z < 35 1
2—2x, kunx > 5.

ja logistinen kuvaus Fy: [0,1] — [0,1], Fy(xz(= 4z(1 — x) ovat semikonjugaatte-
ja. Kuvaus Fy on kuvauksen 75 topologinen tekijid semikonjugoivalla kuvauksella
s: :[0,1] — [0, 1],

s(t) = %(1 ~ cos(2mt) :
Nythén, jos z € [0, %], pétee
soT(x) = %(1 — cos(4mt)) = 1 — cos?(2nz)
jajos x € [%, 1], niin kosinin jasollisuuden ja parillisuuden nojalla pétee
50T(z) = %(1 ~ cos(2m(2 — 2t))) = %(1 — cos(2n(—21))) = %(1 _ cos(4nt)).
Toisaalta
Fyos(t) = 4(%(1 — cos(2t)))(1 — %(1 — cos(27))) = 1 — cos(27)

Esimerkki 6.5. Olkoon [K] C S' Esimerkissé 5.5 konstruoitu Es-invariantti Can-
torin joukko. Olkoon s: [K] — S!,

(3 ) = (21 = 1% 5]

Kuvaus s on jatkuva (!) surjektio, jolle pitee so B3 = Fyos. Siis kuvaus Ey: St — St
on kuvauksen Ej: [K]| — [K] topologinen tekija.

7. TASAINEN JAKAUTUMINEN

Luvun 2 kaksikymmenté ensimmaista potenssia ovat 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256,
512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, 65536, 131072, 262144, 524288, 1048576.
Néiden lukujen ensimméisten numeroiden jakauma joukossa {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
nédyttad mielenkiintoiselta
ja 10000 ensimmaisen ndin muodostetun numeron jakauma esitettyné eri numeroiden
suhteellisena esiintymistiheytenéa nayttaa vakiintuvan kohti tiettya jakaumaa:

Luvun 2" ensimméinen numero on k € {1,2,...9}, jos ja vain jos

k-10°<2" < (k+1)-10°
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2 4 6 8

Kuva 11. Lukujen 2" ensimméisten numerojen jakauma, 1 < n < 20.

2 4 6 8 10

KuvA 12. Suhteelliset taajuudet py, (0,10000), & € {0,1,2,...,9},
kierrolle Riog, (»),

eli
(20) log,o k 4+ ¢ < nlogyy2 < logo(k+ 1)+ £.

Dynaamisen tulkinnan kannalta mielenkiintoinen havainto on, ettd epayhtalopari
(20) voidaan ilmaista ympyrélle kuvattuna muodossa

(21) logy, 2([0]) = [nlogy 2] € [logyg k,logy(k + 1)[= Ly .

logq 2

Vilit Ly, k € {1,2,...9} jakavat ympyrin S' kymmeneen osaan, joiden pituudet
ovat log,(k) —log,o(k — 1). Néista pituuksista muodostettu pylvisdiagrammi muis-
tuttaa hyvin tarkasti Kuvan 12 jakaumaa. Huomaa, ettd log;;2 € R — Q.

Olkoon o € R — Q. Olkoon A C S viili ja olkoon

Na(n,z) =#{k € [0,n]NN: R} (z) € A}.
Funktio p: N — [0, 1],
paln, ) =~ Aa(n, )

on suhteellinen taajuus, jolla pisteen x radan alkuosa iteraattiin R} (x) saakka vie-
railee vililli A. Olkoon viillin A C S! pituus A(A).
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Lemma 7.1. Olkoon o € R — Q ja olkoot A1, Ny C St wileji. Jos Ay on lyhyempi
kuin Ao, niin on N € N siten, ettd Na,(n,z) < Aa,(n+ N, z) kaikille x € S*.

Todistus. Harjoitus 5. 0

Haluamme osoittaa, ettd jono (pa(n,))n,en_1 sSuppenee kohti raja-arvoa, joka on
riippumaton pisteesti x € S!. Tissi tarkastelussa on sujuvaa kiyttid reaalilukujo-
non (ay,)nen—{1y yliraja-arvoa

limsupa, = lim sup a,, = inf sup a,,
n—00 n—=00 m>n neN p>n

ja alaraja-arvoa

liminfa, = lim inf a,, = sup inf a,,,
n— 00 n—oo m>n neN m>n

jotka jokaisella jonolla on laajennetussa reaalilukujen joukossa

[—o0,00] = {—o0} URU{—00}.
Reaalilukujonolla (a, )nen—q1} on raja-arvo tésmélleen silloin, kun sen ylé- ja alaraja-
arvot yhtyvat. Talloin

lim a, = limsupa, = liminfa,, .
n—o0 n—oo n—oo

Lemma 7.2. Olkoon o € R — Q ja olkoot Ay, Ay C S' vileji. Jos A(A) = 1, niin

1 <
13:8;1)%(96 n) S

Todistus. Olkoot V; = [1=, ki] C S'. Lemman 7.1 nojalla on N € N siten, ettd
Na(w,n) < M (v,n+ N) kaikille n € Nja j€1,2,...,k — 1. Siispd

k-1
(k—1)Aa(x,n) < ZJ{/ (x,n+ N)=AHa(z,n+N)=n+ N,

7j=1

joten
N
(k= Vpaln,z) < "
n

mista viite seuraa. O

Ensimmaisten numeroiden jakauma selittyy seuraavan tuloksen avulla: Osoitam-
me, etté irrationaalisen kierron rata on tasaisesti jakautunut ympyralla.

Lause 7.3. Olkoon a € R — Q. Olkoon A C S' vdli. Télldin
lim pa(n,x) = A(AQ).
n—0o0

27



Todistus. Olkoon € > 0. Olkoon A’ vili, joka siséltda valin A siten, ettd

AA) = g <AA) +e.

Nyt

¢ k
limsup pa (@, n) < limsup par(z,n) < 7= < (AA) +¢)

Lemman 7.2 ja suhteellisen taajuuden additiivisuuden nojalla. Kun ¢ — 0, véltta-
méattd £ — oo, joten
(22) limsup pa(z,n) < A(A).

n—oo
Vilin A komplementin tarkasteleminen antaa
limsup psi_a(x,n) < A(S' = A).

n—oo
Koska aina pétee pa(z,n) + psi_a(z,n) = 1, niin
liminf pa(x,n) + limsup psi_a(z,n) =1,
n—00 n—o0

ja saamme
(23) liminf pa(z,n) > 1 - A(S' — A) = A\(4Q).
n—oo
Viite seuraa epayhtaloistd (22) ja (23) . O

Itse asiassa edelld tehty todistus kidyttaa luvusta 2 ainoastaan sitd ominaisuutta,
ettd log,, 2 on irrationaaliluku. Sama pétee kaikille luonnollisille luvuille, jotka eivat
ole muotoa 10™ jollain m € N.

Seuraus 7.4. Olkoon b € N, b > 2 ja oletetaan, ettd b ei ole luvun 10 monikerta.
Talloin

Y #{m e NN[0,n]: luvun b" ensimmdinen numero on k}
im

n—o00 n

= log;o(k)—log;o(k—1).
Todistus. Yhdistd Lauseen 7.3 yleistys epayhtéaloparin (21) kanssa. U
Lauseen 7.3 viite yleistyy vélien karakterististen funktioiden avulla:
Lause 7.5. Olkoon o € R — Q. Kaikille Riemann-integroituville funktioille ¢: S' —
R pdtee
1
lim —~ ;aﬁ(RZ(x)) = | #s)ds.

Todistus. Olkoon 1,4 joukon A karakteristinen funktio eli indikaattorifunktio, joka
saa arvon 1 joukossa A ja arvon 0 sen komplementissa. Ehto R¥(z) € A on yhtépi-
tévi ehdon 14 (RF(x)) = 1 kanssa. Siispi Lauseen 7.3 viiite on

ClC 0
JE&E;M(RQ(@) = /S 1a(s)ds.

Funktion ¢ Riemann-integraali méaéritelladn muotoa
N

Z arla,

k=1
olevien porrasfunktioiden avulla, joille véite pétee lineaarisuuden nojalla. Yksityis-
kohtainen todistus esitetédén esimerkiksi lahteessd [HK, Thm. 4.1.15]. O

28



8. DYNAAMISTEN SYSTEEMIEN PARAMETRISOITUJA PERHEITA.

Téssé luvussa tarkastelemme esimerkkien avulla, miten pienet tai hieman suu-
remmatkin muutokset dynaamisessa systeemissd muuttavat systeemin luonnetta.
Samalla tutustumme joihinkin reaalilukujen joukon dynaamisten systeemien erityi-
sominaisuuksiin.

Maarittelemme aluksi ratojen asymptoottista kiayttaytymistd kuvaavia kasittei-
ta. Olkoon f: X — X dynaaminen systeemi. Piste x on positiivisesti (tai eteen-
pdin) asymptoottinen pisteen p kanssa, jos d(f"(x), f*(p)) — 0, kun n — 400 ja
jos f on homeomorfismi, niin & on negatiivisesti (tai taaksepdin) asymptoottinen
pisteen p kanssa, jos d(f"(z), f"(p)) — 0, kun n — —oo. Pisteen p kanssa positii-
visesti asymptoottiset pisteet muodostavat pisteen p vakaan joukon W*(p) = W3(p)
ja negatiivisesti asymptoottiset pisteet muodostavat pisteen p epdvakaan joukon

Wt (p) = Wi(p).

Propositio 8.1. Olkoon I C R on avoin vili ja olkoon xy € I funktion g €
CYI,R) kiintopiste. Jos |g'(xo)| < 1, niin on avoin g-invariantti vili U C I, joka
sisdltid pisteen o siten, etti pisteet F*(x) lihestyvit pistetti xy eksponentiaalisella
nopeudella kaikille x € U. Erityisesti U C W3(xq). Puoleensavetivin kiintopisteen
o vakaa joukko on avoin.

Todistus. Harjoitus 2. Avoimmuus seuraa derivaatan jatkuvuudesta. O

Propositio 8.1 yleistyy moniulotteiseen tilanteeseen oleellisesti samalla todistuk-
sella. Olkoon seuraavassa Dg kuvauksen g: U — U differentiaali.

Propositio 8.2. Olkoon V. C R™ on avoin joukko ja olkoon xo € V kuvauksen
g € CYU,U) kiintopiste. Jos ||Dg(zo)|| < 1, miin on g-invariantti avoin joukko
U C V, joka sisiltid pisteen xq siten, etti pisteet g*(z) lihestyvit pistettd xq ekspo-
nentiaalisella nopeudella kaikille x € U. Erityisesti U C W*(xg). Puoleensavetivin
kuintopisteen xg vakaa joukko on avoin. 0

Esimerkki 8.3. (a) Jos f on kutistava, niin kaikki pisteet ovat positiivisesti asymp-
toottisia yksikésitteisen kiintopisteen kanssa.

(b) Olkoon L: R* — R?, Lz = (21, 325). Kaikki pisteet z € R?, joille z; # 0 ovat
positiivisesti asymptoottisia pisteen (z,0) kanssa:

Wi(z) ={y e R*:y1 = a1}
Vastaavasti, jos xo # 0, niin

Wiz) ={y €R?: yy = 25} .

Jos z¢ on kuvauksen f € C!(I,I) p-jaksollinen piste, niin
(@)= [[ f(=)
xéﬁ;'(a:)

on vakio kaikille jaksollisen radan pisteille. Jos xg on kuvauksen f? puoleensaveta-
va kiintopiste, niin sama péatee kaikille radan pisteille. Tall6in pisteen zy rata on
puoleensavetiva rata.

Olkoon I C R vili. Kuvauksen f: I — [ dynamiikkaa on joskus hyodyllista
havainnollistaa graafisella analyysilla:
(1) Piirretédén samaan kuvaan tarkasteltavan funktion ja identtisen funktion ku-
vaajat.
(2) Valitaan piste z € I.
(3) Piirretdén pystysuora jana [(x, ), (x, f(x))] C I x 1.
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(4) Piirretdén vaakasuora jana [(x, f(x)z), (f(x), f(x))] C I x 1.
(5) Palataan vaiheeseen (3) ja korvataan z — f(z).

Graafisen analyysin ensimmaéinen vaihe néyttda kuvauksen f kiintopisteet.
Seuraava tulos voi olla hyodyllinen graafisen analyysin paikkansapitdvyyden pe-
rustelussa.

Lemma 8.4. Olkoon I C R suljettu ja rajoitettu vili ja olkoon f: I — I monotoni-
nen funktio. Talldin jokaiselle x € I on kuvauksen f kiintopiste p(z) € I, jolle patee
fE(x) = p(x), kun k — oco.

Todistus. Harjoitus 6. OJ
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Kuva 13. Jos x on kiintopiste, | f'(zo)| < 1 ja alkuarvo x on riittédvan
lahelld pistettd xg, niin f"(zr) — x¢ eksponentiaalisella nopeudella,
jolloin kuva on esimerkiksi téllainen.

(Yhdestéd parametrista riippuva) parametrisoitu perhe kuvauksia valilla I C R on
kahden muuttujan siled funktio G: A x I — I,

G\, z) = ga(x)
missd A C R on vili ja g\: [ — I on siled funktio jokaisella A\ € A.

Useamman muuttujan differentiaalilaskennan perustuloksien avulla saamme osoi-
tettua kiintopisteiden vakauden erikoispisteiden komplementissa:

Propositio 8.5. Olkoon G: A x I — I siled kuvausperhe. Olkoot \g € A ja x¢ € 1
siten, ettd xo on kuvauksen gy, kiintopiste, gy (vo) # 1. Tdlléin on avoimet wvdlit
L C A ja J C I siten, ettd (Ao,xo) € L x J ja siled funktio p: L — J siten,
etti p(No) = o, [L(p(N)) = p(\) kaikille X € L ja kuvauksella fy ei ole muita
kiintopisteitd valillda 1.

Todistus. Olkoon G(X, ) = G(\, z)—=. Oletuksen nojalla G(\g, 7o) = 0 ja ,G(\, x) =
0.G(\,x)—1 = ¢} (z) — 1 # 0. Implisiittifunktiolausetta voidaan nyt soveltaa, ja sen
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mukaan on kuvaus p: L — J, jolle é()\, p(A)) = 0 kaikilla A € L riittévin pienilld
L ja J kuten véitteessd. Lisiksi muille (A, z) € L x J pitee G(A,p(A)) # 0 O

Vaikka Proposition 8.5 ehto toteutuu, kiintopisteen luonne voi muuttua paramet-
rin liikkuessa ja lisdksi voi tapahtua erilaisia bifurkaatioita, esimerkiksi voi ilmaan-
tua uusia jaksollisia ratoja. Seuraava esimerkki havainnollistaa, miten dynamiikka
voi muuttua parametrisoidussa perheessa.

Esimerkki 8.6. Tarkastellaan logististen kuvausten perhettd F,: R — R, p €
[1, 00[. Kuten telttafunktion 73 tapauksessa havaitsemme, etta kaikille z € R — [0, 1]
pitee F}(z) — —o0, kun n — oo, joten kaikki mielenkiintoinen dynamiikka tapah-
tuu yksikkovalilla. Kun 1 < p < 4, kuvauksen [, maksimi toteuttaa

1
0< max Fu(z) = Fu(3) <1
ja voimme rajoittua tarkastelemaan dynaamista systeemid F,: [0, 1] — [0, 1].

On helppo tarkastaa, ettd 0 on kuvauksen F7 epaméériinen kiintopiste: se hylkii
negatiivisia lukuja ja vetdd puoleensa kaikkia yksikkovilin pisteitd. Kuvauksella F),
on kaksi kiintopistetta 0 ja p, = “T_l , kun g > 1.

Kun p > 0, niin 0 on hylkiva kiintopiste. Toinen kiintopiste p, on Proposition 2.2
nojalla puoleensavetava kiintopiste, kun 1 < p < 3 koska télléin

|F(pu)| = I = 2ppu| = 12— p| < 1.

Kun p = 3, Fj(p,) = —1 ja osoittautuu, ettd pz = % on puoleensavetava koko
avoimella yksikkovélilla. Nyt se ei kuitenkaan vedé pisteité puoleensa eksponentiaa-
lisella nopeudella vaan huomattavasti hitaammin. Kuva néayttaé graafisen analyysin

ensimmaiset 10 iteraatiota ja ensimmaiset 500 iteraatiota.

1.0 , 1.0
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04 \ 041 \
\ \

/
02F  / \ 02/ \
\ \

0.0

L L L L L L L L
0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Kun g > 0, niin |F},(p,)| > 1, joten p, on hylkivd. Témén huomaa myds graafisella
analyysilla. Vasen kuva nayttdd 500 ensimmaisté iteraatiota alkuarvolla x = 0.66,
joka on lahelld kiintopistettd ja oikeanpuoleinen kuva nayttéa iteraatiot 450-500.

Radat lahestyvét nyt puoleensavetivdd rataa, jonka jakso on 2. Tata ilmentavét
myos kuva funktion f? graafista ja erotuksesta f2 —id (Kuva 14).

Kun parametria p kasvatetaan edelleen, dynamiikka séilyy luonteeltaan saman-
laisena, kuva 15 esittda tilannetta, kun p = 3.3.

Kun g = 1+ /6 ~ 3.4495, ensimmiisten iteraatioiden perusteella niyttid, etté
dynamiikka on muuttunut, mutta jos jatdmme radan alkuosan pois ja tarkastelemme
vain iteraatioita 4950 — 5000, havaitsemme, etté systeemilld nayttéisi olevan edelleen
puoleensavetéiva rata, jonka jakso on 2. Lasku osoittaa, ettd téllainen rata koostuu
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KuvA 14. Funktion F3; toinen iteraatti.
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Kuva 15. p=3.3.

pisteistd 1/10(4 + v/6 £ /14 — 41/6), joissa (F?)" = —1, joten rata ei ole vahvasti
puoleensavetéiva, mikd on yhteensopiva edelld tekemdmme havainnon kanssa.

Kun parametria p kasvatetaan edelleen, ilmestyy 4-jaksollinen puoleensavetavé ra-
ta. Nailld parametreilld kuvauksella /), on edelleen myos kiintopiste ja 4-jaksolliseen
rataan sisdltyméton 2-jaksollinen rata, jotka ovat nyt kuitenkin hylkivid. Paramet-
rilla =~ 3.5440903596 4-jaksoinen rata muuttuu hylkiviksi ja ilmestyy puoleensa-
vetdva 8-jaksollinen rata. Parametrilla 4 = 3.55 8-jaksollinen puoleensavetéva rata
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KuvA 17. Kuvauksen F,_, 5 toinen iteraatti.

erottuu hyvin. Mutta mita on tapahtunut parametrilla g = 3.67 Molemmissa kuvissa
on jatetty alusta noin 5000 iteraatiota huomioimatta.

Osoittautuu, ettd on #dretén kasvava parametrijono (uz), = 1,3,1 + /6, ...,
jolla on se ominaisuus, ettéd Kuvauksella F,, on puoleensavetivi 2"-jaksollinen rata,
kun g1 < p < py. Lisiksi kuvauksella F, on 2‘-jaksollinen hylkivé rata jokaisella
0 </ < k. Tata hallittua logistisen funktion dynamiikan monimutkaistumista para-
metrin kasvaessa kutsutaan jakson kaksinkertaistavaksi sarjaksi bifurkaatioita. Jono
(pr)52, suppenee kohti raja-arvoa i, ~ 3.58

Saamme melko hyvin kuvan dynamiikan kehittymisesté piirtdmalla bifurkaatio-
kaavion Lasketaan tasavélisesti valituille parametriarvoille ¢ € [0,4] funktion F,
kriittisen pisteen rataa melko pitkélle. Jos kuvauksella F), on "kohtuullisen mit-
tainen"puoleensavetévé rata, niin pisteet F;’f(%) ovat lahelld tatd rataa, kun k on
riittédvan suuri (Proposition 8.9 nojalla). (Olettaen tietenkin, etté pyoristykset eivét
aiheuta mainittavia laskuvirheita. )

Funktion f: I — R Schwarzin derivaatta on
f/// T 3 f// T 2
S = L@ 3 (1@
fx) 2\ f"(z)
Lemma 8.7. Jos f,g: I — I ovat sileitd ja Sf,Sg < 0, niin S(f o g) < 0.

Todistus. Seuraa ketjusddnnosta. O
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KUVA 18. p=3.55 ja i = 3.6
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KuvAa 19. =358 = i

Lemma 8.8. Jos Sf < 0, niin funktiolla f' ei ole positiivista lokaalia maksimia
eikd negatiivista lokaalia minimid.

Todistus. Jos f'(yo) = f"(yo) = 0, niin ];l:/((ygf)o)) < 0. Jos o on derivaatan maksimi,

niin f"”(yo) > 0, joten f’(yo) < 0. O

Bifurkaatiodiagrammin uskottavuus perustuu Propositioon 8.9. Sanotaan, etta p-
jaksollisen pisteen xz( rata on vahvasti puoleensavetivd, jos |(fP) (xq)| < 1.

Propositio 8.9. Jos kuvauksella F), on vahvasti puoleensavetivd jaksollinen rata,
nun krittinen piste % sisaltyy sen vakaaseen joukkoon.

Todistus. Olkoon x puoleensavetévin p-jaksollisen radan piste ja olkoon J =|e, d[C
W*(x) C I maksimaalinen avoin vili. Jos mikién vileista J, f(J), ..., fP~1(J) ei si-
salld kriittista pistettd, niin f?|; on monotoninen. Oletetaan, etté se on kasvava, toi-
nen tapaus todistetaan samaan tapaan. Talloin paétepisteet ¢ ja d ovat p-jaksollisia
koska ne eivit sisilly vakaaseen joukkoon.

Oletuksen mukaan 0 < (f?)(zo) < 1 ja suljetulla vililld [c,d] ei ole muita
kiintopisteita. Véliarvolauseen nojalla on pisteet ¢ < ¢ < xg < d' < d, joissa
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KuvA 20. Logistisen perheen bifurkaatiokaavio, kun p € [1,4] ja yksityiskohta.

(f2) () = f(f?)(d") = 1. Koska SF},, < 0, niin Lemmojen 8.7 ja 8.8 nojalla funk-
tion F7 derivaatalla ei ole positiivista maksimia, silla on oltava nollakohta yo vé-
lilla [¢/, d']. Ketjusdénnén mukaan pisteen y, rata sisdltdd funktion F), kriittisen
pisteen. 0

Seuraus 8.10. Kuvauksella F),: [0,1] — [0, 1] on korkeintaan yksi vahvasti puoleen-
savetdvd rata. U

Luonnollisten lukujen Sarkovskin jdrjestys maaritellaén

1 <2<4=<-..<2F <okt o
e =<28.5<2%.3...<22.5<22.3... <14<10<6---<7<5<3.

Lause 8.11 (Sarkovskin lause). Jos kuvauksella f: I — I on k-jaksollinen piste,
nun silld on (-jaksollinen piste kaikilla ¢ < k. Erityisesti, jos kuvauksella f on 3-
jaksollinen piste, niin sillé on {-jaksollinen piste kaikilla ¢ € N — {0}.

Todistus. Osoitamme vain jalkimmaisen véitteen. Koko véitteen todistus on esimer-
kiksi Devaneyn kirjassa [Dev, Thm. 10.2]. Aloitamme médritelmilla ja teknisilla
tuloksilla, joita tarvitaan myos yleisen tilanteen tarkastelussa.

Olkoon I C R suljettu vali ja olkoon f: I — [ jatkuva. Vali J C I véileja peittdd
valin K C I, jos K C f(J). Jos J peittdd vilin K, merkitdan J — K.

Lemma 8.12. Jos J — I, niin kuvauksella f on kiintopiste.

Todistus. Harjoitus 2. O
Lemma 8.13. Jos J — K, niin on vili L C J siten, etti f(L) = K.
Todistus. Harjoitus. O

Lemma 8.14. Olkoot Ay, Ay, ..., A, C I suljettuja vileja siten, ettd Ay — Ay —
o= A, Talloin on vali A C (i, ['A; siten, etta f*(A) = A,.

Todistus. Lemman 8.13 nojalla on A; C Ay, jolle f(A;) = Ay. Koska Ay — A —
Ay, niin Lemman 8.13 nojalla on Ay, C Ay, jolle f?(Ay) = A,. Viite seuraa induk-
tiolla. O

35



Palaamme Lauseen 8.11 todistukseen. Oletetaan, etté pisteet a < b < ¢ muodos-
tavat 3-jaksoisen radan siten, ettd f(a) = b, f(b) = c ja f(c) = a. Olkoot Iy = [a, b]
ja Iy = [b,c]. Vilien I ja I; peittamisrelaatiot voidaan kuvata kitevisti Markovin

graafilla
L 5L )

Lemman 8.12 nojalla vililla I; on kiintopiste. Lemman 8.13 nojalla on [} C Iy, jolle
pitee f (1)) = I,. Vili I sisiltdd kuvauksen f? kiintopisteen z; Lemman 8.12 nojalla
koska I}, — I} — I}. Koska f(I}) = I, niin x5 voi olla kuvauksen f kiintopiste vain,
jos k9 = b, mutta b ei ole kiintopiste, joten x5 on 2-jaksollinen piste.

Olkoon sitten n > 4. Kaytdmme Lemmaa 8.13 useita kertoja. Olkoon Ay = I;.
Koska Ay — Ay, niin on vili A} C Ay, jolle f(A;) = Ag. Koska A; — Aj, niin on
vali Ay C Ay, jolle f(Ay) = A;. Induktiivisesti konstruoimme vélit Ay C Ag_; siten,
ettd f(Ag) = A1 kaikille & € {1,2,...,n — 2}. Nyt siis f" (A, o) = Ay = I,
joten Iy C f" 1 (A,_12) Siison A,_1 C A,_o, jolle [ (A, 1) = Io.

Oletuksen mukaan Iy — I, joten Lemman 8.13 nojalla (sovellettuna kuvaukseen
f™) vili A sisiltad kavauksen f" kiintopisteen x,. Koska z,, f(z,), ... ["%(z,) €
I, ja f~!(x,) € Iy, niin piste x,, on n-jaksollinen.

O
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