
Dynaamiset systeemit
Harjoitus 11, 6.4.2010

1. Olkoon (M,d) metrinen avaruus ja f : X → X jatkuva kuvaus, ja olkoon

dn(x, y) = max
0≤k≤n

d(fk(x), fk(y)).

Osoita, että dn on metriikka, joka määrää saman topologian kuin d.

2. Olkoon X kompakti metrinen avaruus, ja olkoon f : X → X jatkuva kuvaus.
Osoita, että

span(n, ε, f) ≤ sep(n, ε, f) ≤ cov(n, ε, f) .

Osoita, että topologisen entropian eri määritelmät ovat ekvivalentteja.

———

Metrisen avaruuden X yläpallodimensio on

dimB(X) = lim sup
ε→0

log Nε(X)

− log ε
,

missä Nε(X) on pienin määrä ε-säteisiä palloja, joka peittää avaruuden X.

3. Olkoon X kompakti metrinen avaruus, jonka yläpallodimensio on äärellinen, ja
olkoon f : X → X L-Lipschitz-kuvaus. Osoita, että

htop(f) ≤ dimB(X) max(0, log L) .

———

Homeomorfismi (vastaavasti jatkuva kuvaus) f : X → X on ekspansiivinen, jos on
δ > 0 siten, että jos kaikille n ∈ Z (vastaavasti kaikille n ∈ N) pätee d(fn(x), fn(y)) <
δ, niin x = y. Tällöin δ on systeemin ekspansiivisuusvakio.

4. Osoita, että topologiset Markovin ketjut ovat ekspansiivisia.

5. Osoita, että toruksen hyperboliset automorfismit ovat ekspansiivisia homomor-
fismeja.

5Vihje: Tarkastele laajenevien ja kutistuvien aliavaruuksien kuvia toruksella.
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