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1. Olkoon ε > 0. Tarkastellaan tason di�erentiaaliyhtälöä

(∗) ẋ =

(−x2 + εx1‖x‖
x1 + εx2‖x‖

)
.

• Määritä di�erentiaaliyhtälön (∗) tasapainopisteet.
• Linearisoi yhtälö (∗) tasapainopisteissä.
• Ratkaise linearisoitu di�erentiaaliyhtälö ja kuvaile sen ratkaisujen käyttäyty-
minen.

• Muuta epälineaarinen di�erentiaaliyhtälö (∗) napakoordinaattimuotoon ja rat-
kaise se.

• Miten parametri ε vaikuttaa ratkaisujen käyttäytymiseen? Piirrä muutamia
selventäviä kuvia.

2. Olkoon V : R2 → R2,
V (x) = x2

1(x1 − 1)2 + x2
2,

ja olkoon ∇V sen gradienttivektorikenttä. Tarkastellaan di�erentiaaliyhtälöä ẋ =
−∇V (x).

• Määritä di�erentiaaliyhtälön (∗) tasapainopisteet.
• Linearisoi yhtälö (∗) tasapainopisteissä.
• Määritä hyperbolisten tasapainopisteiden tyypit.
• Miten vektorikenttä −∇V ja funktion V tasa-arvokäyrät suhtautuvat toisiin-
sa?

• Hahmottele di�erentiaaliyhtälön ratkaisujen käyttäytymistä.

3. Olkoon f : Rn → Rn jatkuvasti di�erentioituva vektorikenttä ja olkoon x0 ∈ Rn.
Olkoon x alkuarvotehtävän

(†)
{

ẋ = f(x)

x(0) = x0

ratkaisu. Oletetaan, että x∞ = limt→∞ x(t) ∈ Rn. Osoita, että x∞ on di�erentiaa-
liyhtälön (†) tasapainopiste.

4. Olkoon V : Rn → R C∞-funktio. Osoita, että di�erentiaaliyhtälön ẋ = −∇V
linearisoinneilla tasapainopisteissä on vain reaalisia ominaisarvoja.
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