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JOUNI PARKKONEN

Kurssi 1

1. JOHDANTO

Olkoon U C R™ ja I C R avoimia joukkoja ja f: U x I — R™ (jatkuva) kuvaus.
Talla kurssilla tarkastelemme differentiaaliyhtdloryhmid

(1) &= f(x,t),
ja niihin littyvia alkuarvotehtévid, joissa vaaditaan lisiksi z(ty) = ¢ jollain o € U.

Merkinta #(t) = 2/(t) tarkoittaa vektoriarvoisen kuvauksen z: A — R", A C R
derivaattaa. Komponenteittain kirjoitettuna differentiaaliyhtéloryhmé (1) on

T = fl((xh cee ,l‘n),t),
jfz = fg((ivl, Ce ,[En),t),

(2)

T = fu((z1,. .., 2,),1).

Yleensa kutsumme differentiaaliyhtiloryhmééa yksinkertaisemmin differentiaaliyhtd-
loksi. Differentiaaliyhtalon (1) ratkaisu alkuarvolla x(ty) = x¢ on differentioituva
kuvaus x: A — R" joltain avoimelta vililta A C R, jolle patee ©(t) = f(x(t),t)
kaikilla t € A ja x(ty) = 0.

Jos differentiaaliyhtélon oikean puolen kuvauksen arvo ei riipu muuttujan ¢ arvos-
ta, tdma riippuvuus jatetdin pois ja tarkastellaan kuvauksen f: U — R™ madrddmad
autonomista differentiaaliyhtaloa

(3) &= f(z)
Autonomisen differentiaaliyhtdlon (3) ratkaisu alkuarvolla x(tg) = xy on differentioi-

tuva kuvaus z: A — R" joltain avoimelta vililtd A C R, jolle patee &(t) = f(z(t))
t € Ajax(ty) = x.

Talla kurssilla rajoitumme ldhinna autonomisten differentiaaliyhtéloiden
tarkasteluun.

Nimityksia:
e Parametrid ¢ kutsutaan usein ajaksi, ja differentiaaliyhtilon ajatellaan ku-
vaavan jonkin systeemin tilan x kehittymistd ajan kuluessa.
e Jos A: R — R" on lineaarikuvaus, yhtélo # = Az on lineaarinen (autono-
minen) differentiaaliyhtlo

Huomaa:



(a) Jos differentiaaliyhtélé ei ole autonominen, niin pisteen (xo,tp) tulee olla
kuvauksen f kannalta mielekis.
(b) Kuvauksen f méérittelyjoukko jitetddn usein hieman epaméériiseksi.

Esimerkki 1.1. (1) Olkoot A\, a € R. Lineaarisen alkuarvotehtévéin

{i = \z
z(0)=a

ratkaisu on z(t) = ae*. Kuvassa ratkaisut parametrien arvoilla A = a =2 ja A = 1,
a=—1.
X

Taman alkuarvotehtavan ratkaisu voidaan maaritelld koko reaaliakselilla.

(2) Alkuarvotehtévin
i = ax?
r(0)=a ’

missd a € R, ratkaisu taas “rajahtad dérellisessd ajassa tulevaisuudessa tai mennei-
syydessd”.

X
10~

—-10-

Geometrinen tulkinta: Autonomisen differentiaaliyhtélon (3) oikean puolen ku-
vaus [ maarad vektorikentdin joukossa U. Alkuarvotehtavin

{ab = f()
.T(to) = 2o
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ratkaisu on differentioituva polku joukossa U, jonka tangenttivektori Z(t) pisteessé
x(t) on vektorikentén f arvo (siis vektori). Lisiiksi polku kulkee pisteen zo kautta ja
toteuttaa x(ty) = xo.
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Kuva 1. Vakiovektorikenttd f(z) = (1,1) tasossa ja alkuarvotehté-
vin & = f(x), (0) = p = (1,0.3) ratkaisu aikavililld ¢ €] — 2, 2].

Esimerkki 1.2. Olkoot i, A2, a,b € R. Tason lineaarisen alkuarvotehtiavin

Ltg = )\2 Ta, LUQ(O) = b,
t At
ratkaisu on Esimerkin 1.1 kohdan (1) mukaan {xlgt; ae)\ t’ . Kun Ay <0 < Aq,
T9 ae?

ratkaisut kiayttaytyvit kuten kuvassa:

-1
*
N
X
\
\

b

Ratkaisut ldhestyvit x;-akselia, kun t — oo ja xs-akselia, kun t — —oo.

3



Differentiaaliyht&lo (4) voidaan esittdd matriisimuodossa: Asetetaan
o (M0
A = diag(A1, A2) = ( 0 )\2)

jax = (il) Talloin yhtélo (4) saadaan matriisimuotoon & = Ax.
2

Esimerkki 1.3. Toisen asteen lineaarisen differentiaaliyhtdlon
(5) y'(t) +y(t) =0

kaikki ratkaisut saadaan funktioiden sin ja cos lineaarikombinaatioina. Jokaisella
alkuarvotehtéavalla

y'(t) +y(t) =0,
y(0) = a,
y'(0) =0,

on ratkaisu y(t) = acost + bsint:

Differentiaaliyhtélo (5) voidaan muuntaa tason differentiaaliyhtéloksi: Asetetaan
1 =1y ja xg = y'. Télloin siis yhtélo (5) on

.i'l = X2
(6) { _
To = —XT71.

Matriisimuodossa yhtdlo (6) on siis & = Az, missi (_01 é) Yhtalo(pari)n (6)

ratkaisu on siis luettavissa edelta: Yleinen ratkaisu on

(t) = ( acost+ bsint ) ‘

—asint + bcost

Differentiaaliyhtélon (6) vektorikenttd f(x) = Az ja ratkaisut alkuarvoilla zp =
(0.3,1), mo = (—1,1) ja zg = (—V2, —V2):
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Esimerkki 1.4 (Lotka-Volterra). Tarkastellaan esimerkkié differentiaaliyhtéloiden
kaytosta biologisen tilanteen mallittamisessa. Meressd on kahdenlaisia kaloja: haita
ja hainruokaa. Olkoon haitten lukumé&éira A ja hainruoan lukumééard r. Oletetaan,
ettd ilman haita hainruoan populaatio kehittyisi Malthusin lain mukaan eksponen-
tiaalisesti yhtdlon 7 = ar mukaan, missd a on positiivinen vakio. Hain ja hainruoan
kohtaamisia tapahtuu byhr kappaletta, ja jollain todennékoisyydelld hai sy6 hainruo-
an. Siis hainruoan méaérd vihenee nopeudella bhr. Vastaavasti haitten lukuméiran
luonnollinen poistumanopeus on suhteessa lukuméérdin ch, ja ruoan saanti kasvat-
taa populaatiota nopeudella dhr. Niiden kahden lajin lukumé&iria sdédtelee tAmén
padttelyn mukaisesti differentiaaliyhtélopari

7 = ar — bhr
7 . ’
(M) {h:—ch+dhr

joillain positiivisilla vakioilla a, b, ¢, d.

3.0)1, ,,4<‘\\\\\\\\
| y r 4 A,‘\\\\\\\\
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Osoittautuu, etta positiivisilla alkuarvoilla ratkaisut ovat jaksollisia: x(t + 1) =
x(t) kaikilla ¢ € R jollain 7" € R. Lisiksi alkuarvoa (c¢/d, a/b) vastaa vakioratkaisu:
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Nythén
f(r,h) = (ar — bhr,—ch + dhr) = ((a — bh)r, (dr — ¢)h),

G8)=(-9) 5599 -0

Vakiokuvauksen ¢ — (C é) derivaatta on nolla, joten se toteuttaa differentiaaliyh-

d’a
tilon (7).

ja

Kuvauksen f nollakohdat ovat differentiaaliyhtilon @ = f(x) tasapainopisteitd
(equilibrium point). Edellisen esimerkin argumentilla saadaan:

Lemma 1.5. Jos zq on differentiaaliyhtilon © = f(x) tasapainopiste, niin vakioku-
i = f(z)

ratkaisu. O
x(t) = xo

vaus t — xq on alkuarvotehtdvin

Alkuarvotehtévalld voi olla useita eri ratkaisuja:
Esimerkki 1.6. Alkuarvotehtévalla
@ = 32?/3,
{x(O) =0,
on kaksi koko ratkaisua x;,z5: R — R: vakiokuvaus z;(t) = 0 ja kuvaus zy(t) = t3.

Tassa esimerkissd kuvaus f on jatkuva, mutta se ei ole differentioituva pisteessé
r=0.

Todistamme kurssilla myohemmin tuloksen, joka kertoo, milloin ratkaisuja on vain
yksi:

Lause 1.7 (Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslause). Olkoon U C R™ avoin joukko,
ja olkoon f € CY(U). Olkoon xy € U. Tilléin alkuarvotehtivilli

{ab = f(a),
z(0) = z¢

on yksikdsitteinen ratkaisu, joka on mdadritelty jollain avoimella vdlilla | — 9, 4.



2. TASON LINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

Johdannossa tarkastelimme kahta tason lineaarista differentiaaliyhtélod © = Ax,
joiden ratkaisut kiyttaytyvét selviisti eri tavoin:

s
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Vasemmanpuoleisessa esimerkissd A = 0 ”>, < 0 < A, ja oikeanpuoleisessa

)

Kun tarkastellaan alkuarvotehtévin & = Ax, x(tg) = xo ratkaisua maksimaalisella
maédrittelyvalilla I C R, joukkoa z(I) kutsutaan usein pisteen xy radaksi. Yllaole-
vissa esimerkeissd vasemmanpuoleisen differentiaaliyhtdlon radat ovat rajoittamat-
tomia ja ||z(f)|| — oo, kun t — oo tai ¢ — oco. Oikeanpuoleisen differentiaaliyhtélon
radat taas ovat kaikki ympyroité, siis rajoitettuja joukkoja. Tésséd luvussa luokitte-
lemme kaikki tason lineaariset differentiaaliyhtilot. Tatd varten tarvitaan hieman
lineaarialgebraa:

2.1. Lineaarialgebraa. Jos A on reaalinen n X n-matriisi, niin vektori v € R™\ {0}
on matriisin A ominaisvektori ominaisarvolla A € R, jos Av = Av. Ominaisvektori
on siis nollasta poikkeava vektori matriisia A — A\l standardikannassa vastaavan
lineaarikuvauksen ytimessd. Téastd ndhdaén, ettd matriisin A reaaliset ominaisarvot
ovat matriisin A karakteristisen polynomin

Xa(A) = det(A — )

reaaliset juuret. Lineaarialgebran kurssilla on tapana kisitelld ainoastaan reaalisia
ominaisarvoja, mutta talla kurssilla on luontevaa kasitelld myos karakteristisen po-
lynomin kompleksisia juuria. Kutsumme néitdkin matriisin A ominaisarvoiksi, eri-
tyisesti kompleksisikst ominaisarvoiksi.

Karakteristisen polynomin aste on n, joten Algebran peruslauseen (todistetaan
Kompleksianalyysissa) mukaan karakteristisella polynomilla on algebrallinen kerta-
luku huomioiden n juurta. Ominaisarvon kertaluku karakteristisen polynomin juu-
rena on sen algebrallinen kertaluku.

Matriisin A reaalista ominaisarvoa A vastaavat ominaisvektorit muodostavat nol-
lavektorin kanssa ominaisavaruuden

E\x=E\(A) ={v eR": Av = \v}.
Ominaisavaruuden F) dimensio on ominaisarvon A geometrinen kertaluku.
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Esimerkki 2.1. (1) Matriisilla A = (_1 0

) ei ole reaalisia ominaisarvoja. Sen

karakteristinen polynomi on

B -2 1\
Xa(A) = det (_1 _)\) =\ +1,
joten silld on kompleksiset ominaisarvot ¢ ja —z.

(2) Matriisilla on yksi algebrallisesti kaksinkertainen ominaisarvo 1. Omi-

11

0 1
naisarvon 1 geometrinen kertaluku on 1: Ominaisvektorit méaérittava yhtaloryhmé
Av = v kutistuu yhtéloksi v, = 0, joka médrad 1-ulotteisen aliavaruuden.

Lineaarialgebrassa (LAG2) osoitetaan, ettd 2 x 2-matriisi B on diagonalisoitu-
va, jos silld on kaksi eri (reaalista) ominaisarvoa. Toisaalta 2 x 2-matriisi voi olla
diagonalisoituva vaikka silla olisi vain yksi ominaisarvo (A = p ylla), ja esimerkiksi

-1 0
lista ominaisarvoa, koska sitda standardikannassa vastaava lineaarikuvaus on kierto
myotapaivadn kulman /2 verran.

Jos n X n-matriisi A on diagonalisoituva, niin on avaruuden R" kanta, joka koos-
tuu matriisin A (tai sitd vastaavan lineaarikuvauksen L,: R" — R" L,v = Av)
ominaisvektoreista. Erityisesti ominaisavaruuksien dimensioiden summa on n. Line-
aarialgebran kurssilla osoitetuista tuloksista saadaan suoraan:

matriisilla ( ) ei selvisti ole yhtdan ominaisvektoria eiki siis yhtdan reaa-

Lemma 2.2. n X n-matriisi A on diagonalisoituva, jos ja vain jos sem ominaisar-
vojen geometristen kertalukujen summa on n

Jos A ja B ovat reaalisia n X n-matriiseja ja C' on kidantyva reaalinen n X n-matriisi,
jolle B = CAC™!, niin A ja B ovat toistensa konjugaatteja ja C on konjugoiva
matriisi. Diagonalisoituva matriisi on siis jonkin diagonaalimatriisin konjugaatti.
Lineaarialgebrassa osoitetaan seuraava tulos:

Lause 2.3. Olkoot A ja B reaalisia n X n-matriiseja, joille pitee A = CBC~! jollain
kddntyvdilld reaalisella n x n-matriisilla C. Tdlloin

(a) matriiseilla A ja B on samat ominaisarvot.

(b) matriisia C' vastaava lineaarikuvaus kuvaa matriisin B ominaisavaruudet bi-
jektitvisesti matriisin A ominaisavaruuksiksi.

(c) trA=trB.

(d) det A = det B.

Lineaaristen differentiaaliyhtéloiden yhteydesséa konjugointi on usein kiteva véiline
seuraavan ominaisuuden vuoksi

Lemma 2.4 (Muuttujanvaihtolemma). Olkoot A ja B n x n-matriiseja, joille pitee
A = CBC™ jollain kddntyvdlld C. Tdlloin, jos x on differentiaaliyhtilén © = Bx
ratkaisu alkuarvolla x(0) = xg, niin y = Cx on differentiaaliyhtilon y = Ay ratkaisu
alkuarvolla y(0) = Cxg.

Todistus. Harjoitus 2. 0

Esimerkki 2.5. Matriisin
A 1 3
S\l -1

ominaisarvot ovat 2 ja —2. Sen ominaisavaruudet saadaan ratkaisemalla yhtaloparit
Av = 2v ja Av = —2v, jotka antavat vastaaville ominaisavaruuksille yhtélot vy = 3vy
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ja vy = —vy. Matriisi A voidaan diagonalisoida esimerkiksi matriisilla

L (3 1
=1 1)

jonka sarakkeet w; = (3> ja we = <_1) ovat ominaisvektoreita. Nythén, jos
B = C~'AC, niin

B (é) _GAc (g) G Aw, = 2w, — 2Ctw, — 2 (3) |

ja vastaavasti

()

Alkuarvotehtavin

X;

3
N T
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Kuva 2. Kaksi satulaa

Lemman 2.4 mukaan

y(t) = Ca(t) = (3066% + be——;t)

ae®t — be

on alkuarvotehtiavan

9) A fa
y(0) =C <b>

ratkaisu.
Matriisia C' vastaava lineaarikuvaus on siis muuttujanvaihto, joka liittda alkuar-
votehtévit (8) ja (9), ja niiden ratkaisut toisiinsa.

Lemma 2.6. Jos A on 2 X 2-matriisi, niin

Xa(\) = A2 — Atr A + det A,
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Toisen asteen polynomin juurten kaava antaa nopean tavan selvittda ominaisarvot
ja niiden laadut:

Propositio 2.7. Olkoon A 2 x 2-matriisi.

(a) Jos det A < 0, niin matriisilla A on kaksi erimerkkistd ominaisarvoa.

(b) Jos det A > 0 ja tr* A > 4det A, niin matriisilla A on kaksi samanmerkkisti
0MINAISarvoq.

(c) Jos det A > 0 ja tr* A < 4det A, niin matriisilla A on kaksi kompleksista
ominaisarvoa, jotka ovat toistensa liittolukuja.

(d) Jos det A = 0, niin ainakin toinen ominaisarvo on 0. Tdlléin mahdollinen
nollasta poikkeava ominaisarvo on reaalinen.

Lause 2.8 (Konjugointilause). Olkoon A reaalinen 2 x 2-matriisi. Talloin on kadn-
tyvd reaalinen 2 x 2-matriisi C, jolle matriisi CAC~' on

(a) diagonaalimatriisi, jos matriisilla A on kaksi eri reaalista ominaisarvoa tai
yksi reaalinen ominaisarvo,

(b) diagonaalimatriisi tai muotoa (3 }\), jos matriisilla A on yksi kaksinker-
tainen reaalinen ominaisarvo, ja
(c) wvinosymmetrinen muotoa (_% g), jos matriisilla A ei ole reaalisia omi-
naisarvoja.
Tarkastelemme nyt eri tapaukset. Seuraavassa A on 2 X 2-matriisi:
Matriisi A on diagonalisoituva.

Differentiaaliyhtialon @ = Ax ratkaisut saadaan eksponenttifunktion avulla kuten
esimerkissd 2.5. Ratkaisuja on ominaisarvojen merkeistd riippuen kolmea erilaista
tyyppid:

(1) Jos matriisilla A on kaksi ominaisarvoa, jotka ovat erimerkkisii, ratkaisut
kayttaytyvat kuten esimerkissa 2.5. Téassa tapauksessa origoa kutsutaan satulakst,
katso kuvia Esimerkissi 2.5.

(2) Jos matriisilla A on kaksi negatiivista ominaisarvoa A; ja A, ratkaisut saa-
daan samalla tavalla kuin esimerkissi 2.5. Ratkaisujen kiyttdytyminen on kuitenkin
erilaista: A on konjugaatti diagonaalimatriisin B = diag(\;, A2) kanssa. Differentiaa-
liyhtdlon © = Bz ratkaisut alkuarvoilla, jotka ovat koordinaattiakseleilla, lihestyvit
origoa eksponentiaalisesti akselia pitkin, kun ¢ — oo. Muilla alkuarvoilla ratkaisut
ldhestyvit myos origoa, mutta kuvan mukaisia kiyrid pitkin. Tésséd tapauksessa ori-
goa kutsutaan nieluksi. Huomaa, ettd ratkaisukiyrit ovat siteitd, kun ominaisarvot
ovat samanlaisia.

(3) Jos matriisilla A on kaksi positiivista ominaisarvoa A1 ja Mg, ratkaisukéyrét
ovat kuten nielulla, mutta ratkaisut liikkuvat vastakkaiseen suuntaan. Téssa tapauk-
sessa origoa kutsutaan [dhteeks.

1
0 A
.Qj(t) _ 6)\t (a—ztb)

O
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Matriisi A on konjugaatti matriisin (A ) kanssa.

Kuvaus z: R — R?,

on differentiaaliyhtdlon
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Kuva 4. Surkastunut ldhde

ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a, b).
Jos matriisilla A on yksi ominaisarvo, jonka algebrallinen kertaluku on yksi ja

geometrinen kertaluku on kaksi, niin Lauseen 2.8 nojalla A on matriisin 0 1)

konjugaatti jollain A € R, ja differentiaaliyhtdlon & = Ax ratkaisut saadaan Lemman
2.4 avulla. Téssd tapauksessa origoa kutsutaan surkastuneeksi nieluksi, jos A < 0 ja

surkastuneeksi lihteeksi, jos A > 0.
Jos A on neliématriisi ja A on sen ominaisarvo, niin vastaava ominaisavaruus on

matriisin A — A/ ydin:
E\(A) = ker(A — ).

Jos k on luonnollinen luku, £ > 1, niin vektorialiavaruus
E¥(A) = ker(A — \)F

11



on ominaisarvoa A vastaava kertaluvun k yleistetty ominaisavaruus.

. . L. (A1 . .
Esimerkki 2.9. Koko taso on matriisin (0 /\) kertaluvun 2 yleistetty ominaisa-

(A—AI)? = <8 (1)>2 0.

Matriisi A on konjugaatti vinosymmetrisen matriisin kanssa

Lauseen 2.8 mukaan kaikki reaaliset 2 x 2-matriisit, jotka eivit ole diagonali-

varuus ominaisarvolle \:

soituvia tai matriisin 0 1 konjugaatteja jollain A € R, ovat vinosymmetrisen

matriisin A = (_Oéﬁ g) konjugaatteja joillain o, 8 € R, 3 # 0. Kuvaus z: R — R?,

o) =ea (B0 ) o ()]
T = Ax

2(0) = (a,b)

(1) Jos @ = 0, niin ratkaisu on muotoa

- cos [t sin Gt
() =a (— sin ﬁt) +o (cos 5t>
Tama kuvaus parametrisoi ympyran, jonka side on va? + b%. Yleisessi tilanteessa
ratkaisut parametrisoivat ellipsin, joka saadaan kuvaamalla tdm& ympyrd kannan-

vaihtokuvauksella. Tésséd tapauksessa origo on keskus.

(2) Jos @ < 0, niin kerroin e®* aiheuttaa sen, etté ratkaisu ldhestyy origoa, kun ¢ —
oo. Ratkaisukiyra on spiraali, joka kiertad origoa lineaarisella nopeudella ja ldhestyy
sitd eksponentiaalisella nopeudella. Téssa tapauksessa origo on spiraalinielu.

on alkuarvotehtavan { ratkaisu.
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Kuva 5. Spiraalinielu

(3) Jos o > 0, niin kerroin e* aiheuttaa sen, etti ratkaisun normi kasvaa rajatta,
kun ¢t — oo. Ratkaisukéyrd on spiraali, joka kiertdéd origoa lineaarisella nopeudella
y J g
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ja etddntyy siitd eksponentiaalisella nopeudella. Tésséd tapauksessa origo on spiraa-
lildhde.

¥
¥
Ve
Ve

Ve
Kuva 6. Spiraalilahde

2.2. Kompleksista lineaarialgebraa. Lineaarisen algebran ja geometrian kurs-
seilla késitellddn yleensd ainoastaan reaalisia vektoriavaruuksia ja niiden lineaariku-
vauksia. Lineaarialgebran teoria voidaan kuitenkin muotoilla yleisemmin korvaamal-
la aksioomissa esiintyvé reaalilukujen kunta R milld tahansa kunnalla, esimerkiksi
rationaaliluvuilla tai kompleksiluvuilla. Kompleksinen lineaarialgebra auttaa meité
ymmértdméain paremmin Lauseen 2.8 kolmatta tapausta.

Esimerkiksi kompleksisen vektoriavaruuden aksioomat ovat samat kuin reaalisessa
tapauksessa, mutta kaikki ominaisuudet, joissa reaalisessa tapauksessa esiintyy R
vaaditaan kompleksiluvuille. Esimerkiksi

e Kompleksisessa vektoriavaruudessa V' a(u + v) = au + av kaikille o € C ja
kaikille u,v € C.

e Kuvaus L: V — V on (kompleksinen) lineaarikuvaus, tai kompleksilineaa-
rinen kuvaus, jos L(au + (fv) = alLu + fLv kaikille o, 3 € C ja kaikille
u,v € C.

e Lineaarikuvaukset ja matriisit vastaavat toisiaan, kun kannat on valittu kuten
reaalisessa tapauksessa

e Vektori v € C” on lineaarikuvauksen L: C — C" ominaisvektori ominaisar-

volla A € C, jos Lv = Jv.
e Lineaarinen rippuvuus ja siis myos aliavaruuden dimensio méaéritellidn myds

kompleksilukujen avulla: Vektorit u;, ¢+ € I ovat lineaarisesti riippuvia, jos
kaikille darellisille summille pétee

N
g opu;, =0
k=1

vain, jos ay = -+ = a = 0.

Esimerkki 2.10. C" on kompleksinen vektoriavaruus, jonka (kompleksinen) di-
mensio on n: Standardikanta, joka koostuu vektoreista ey, ... e,, missi e; on vektori,
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jonka ainoa nollasta poikkeava kerroin on 1 € C paikalla ¢, on selvésti lineaarisesti
riippumaton. Kompleksisessa vektoriavaruudessa C maéritelladn vektorien reaali- ja
imaginaariosa ja kompleksikonjugaatti komponenteittain kuvauksina C* — R": Jos
z=(z1,...,2,) € C, niin

Rez = (Rez,...,Rez,),

Imz = (Imz,...,Imz,)

ja

Nyt voimme palata Lauseen 2.8 todistukseen.

(1) Jos matriisilla A on kaksi eri ominaisarvoa, diagonalisoituvuus on todistettu
kurssilla LAG2. Samoin, jos matriisilla A on geometrisesti kaksinkertainen ominai-
sarvo, on helppo ndhdi, ettd A on diagonaalinen.

(2) Oletetaan, ettd matriisilla A on geometrisesti kaksinkertainen ominaisarvo
A € R, ja olkoon u jokin ominaisvektori, jolle siis pitee Au = Au. Olkoon v € R?
miki tahansa vektori siten, ettd u ja v virittivit koko tason R?. Talloin Av = pu+vv
joillekin pu,v € R, p # 0. Jos olisi v # A, niin

1 B N u
A(V_Aquv) —)\V_)\u+uu+l/v—u(y_)\u+v),

joten v # X olisi ominaisarvo vastoin oletusta. Siispd Av = pu + Av. Valitaan
kannaksi v ja w = v/p. Talloin Au = \u ja Aw = pu/p+ Av/p = u + Aw, joten
matriisi on tdssd kannassa haluttua muotoa.

(3) Oletetaan, ettd matriisilla A ei ole reaalisia ominaisarvoja. Tlloin silli on kak-
si kompleksista ominaisarvoa o + i3, 3 # 0. Ajatellaan A kompleksisena matriisina.
Till6in ominaisarvoa a + i3 vastaa jokin ominaisvektori v = Reu + iImu € C?.
Havaitaan ensin, ettd Rewu ja Im u ovat lineaarisesti riippumattomia reaalisessa vek-
toriavaruudessa R?: Jos niin ei ole, niin Reu = cImwu jollain ¢ € R. TAlléin

(c+i)Almu = A((c+1i)Imu) = A(u) = (a« +if)u = (a + if)(c + i) Imu,

joten

Almu = (o +if) Imu,
miké on mahdotonta, silld AIm u on reaalinen vektori, kun taas (a+1i3) Imu ei ole.
Kirjoitetaan matriisi Au komponenteittain kahdella tavalla: Koska A on reaalinen,
patee
Au= AReu+ilmu) = A(Reu) +iA(Imu).
Toisaalta
Au= (a+if)(Reu+ilmu) = aReu — fImu + i(fReu + almu),
joten tarkastamalla reaali- ja imaginaariosat saadaan
AReu=aReu— Glmu
ja
Almu = fReu+ almu.

Edellii oleva tarkastelu osoittaa, etti avaruuden R? kannassa, jonka muodostavat
vektorit v; = Rewu ja vo = Imwu, matriisia A vastaava lineaarikuvaus kiyttaytyy
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halutulla tavalla. Valitaan kannanvaihtomatriisiksi C' matriisi, jonka sarakkeet ovat
vektorien v; ja vy komponentit. T&llin C' on reaalinen, ja pitee

CtAC <(1)> = C M Av, = C Haw, — Bug) = (g)
ja

CtAC ((]i)) = C M Av, = C7H By + avy) = (i) )
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3. LINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT KORKEAMMISSA ULOTTUVUUKSISSA

Tason tilanteessa yksinkertaistimme lineaaristen differentiaaliyhtéloiden tarkaste-
lua osoittamalla, ettd kaikki reaaliset 2 x 2-matriisit voidaan konjugoida reaalisella
matriisilla yhteen kolmesta perusmuodosta (Lause 2.8). Itse asiassa edelldimainittu
tulos on erikoistapaus tuloksesta, joka pétee kaikissa ulottuvuuksissa.

. . . .. . . N
Terminologiaa: Jos By, ..., By ovat ny Xnq, ..., nyXny-neliomatriiseja, ja > ;_, n;
n, niin matriiseista, By, ..., By muodostettu matriisia

B,

By
diag(By,...,By) = . ,

Bn

jossa loput n? — Zf\il n? kerrointa ovat nollia, on blokkidiagonaalimatriisi, jonka
blokkeja ovat matriisit B;. Blokin B; koko on n,.

Lause 3.1 (Jordanin kanoninen muoto). Olkoon A reaalinen n x n-neliématriisi, ja
0lkoot A1, .., ey Apie1s Artls - - s Aars Aar sen eri ominaisarvot. Olkoot a; ja g; omi-
naisarvon \; algebrallinen ja geometrinen kertaluku. Tdlloin A voidaan konjugoida
reaalisella matrisilla blokkidiagonaalimuotoon, jossa jokainen blokki on joko muotoa

Ao 1
Ao 1
A1
Ai
jos \; on reaalinen, tai
C\, Iy
Cy, Do
Cy, = <—ﬁi ai) tai . . ,
S
Ch,

jos N\i = a;+1if3; et ole reaaliluku. Reaalista ominaisarvoa \; vastaa g; blokkia, joiden
kokojen summa on a;. Kompleksista ominaisarvoparia \;, \; vastaa g; blokkia, joiden
kokojen summa on 2a;.

Jordanin kanonisen muodon ja Lemman 2.4 avulla moniulotteiset tapaukset voi-
daan palauttaa helpommin Kkisiteltividn muotoon. Talla kurssilla emme todista
Lausetta 3.1, todistus esitetddn monissa hieman edistyneemmén lineaarialgebran
kirjoissa, esimerkiksi Horn-Johnson, Ortega.

Esimerkki 3.2. Olkoon A reaalinen 3 x 3-matriisi, jolla on yksi kompleksinen omi-
naisarvopari A\, A\ = £, ja yksi reaalinen ominaisarvo —1. Talloin A on Lauseen 3.1
mukaan matriisin

01 0
(10) B=|[-10 o0
00 —1

konjugaatti. Matriisia B vastaava differentiaaliyhtilo © = Bz on helppo ratkaista,
koska ensimmaéiset kaksi koordinaattia muodostavat oman 2-ulotteisen systeeminsé:
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Kuvaus
acost + bsint
z(t) = | —asint 4 bcost
ce”t

on ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a,b,c) € R3,

Jos ¢ = 0, niin ratkaisu pysyy xjzo-tasossa ja on v/ a? 4 b?-séteisen ympyrian para-
metrisointi kuten esimerkissd 1.3. Jos taas a = b = 0, niin ratkaisu pysyy xs-akselilla
ja ldhestyy origoa eksponentiaalisella vauhdilla. Yleisen tilanteen ratkaisukayré kul-
kee sylinterilla

{r e R®: 2% + 25 = a® + b*}
ja kasautuu kohti x;xo-tason ympyria

{(z1,79,0) € R?: 23 + 23 = a® + b°}.

Kuva 7. Kaksi eri nikyméi differentiaaliyhtélon @ = Bx ratkaisusta
alkuarvolla z(0) = (1,1,1), kun B on kaavan (10) matriisi.

Alkuperiisen differentiaaliyhtilon ratkaisut saadaan muuttujanvaihtolemman 2.4
avulla.

Kun lineaarinen autonominen differentiaaliyhtilé y = Ay konjugoidaan muotoon
# = Bz, missi B = C7'AC on Jordanin kanonisessa muodossa, niin alkuperiinen
differentiaaliyhtalé korvataan ekvivalentilla yhtdlolla, jonka ratkaiseminen on help-
poa: Jos B = diag(By, ..., By), niin differentiaaliyhtidlon & = Bx ratkaisu saadaan
yvhdistimilld kutakin blokkia vastaavien differentiaaliyhtildiden ) = B;z\¥) rat-
kaisut x = (z, ..., z™). Jos Bj on reaalista ominaisarvoa vastaava 1 x 1-blokki
tai kompleksista ominaisarvoa vastaava 2 x 2-blokki, niin ratkaisu zU) tiedetfin
aiemman perusteella, samoin Luvussa 2 huomattiin, ettd alkuarvotehtivin

e 0=

2(t) = e (&Jz;tb) '

17
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Propositio 3.3. Olkoon xq = (z},...,20) € R". Alkuarvotehtivin

A1
A1
i = r,  z(0) =1
Ao 1
Ai
ratkaisu on
1 t t2/2 t"t/(n —1)!
0 1 t t"=2/(n — 2)!
2(t) = e [xél) 0 +x(()2) 0 +$(()3) 1 4o +xé”) : ] ‘
: 5 t
0 0 0 1

Palaamme yleisen kompleksista ominaisarvoa vastaavan blokin ratkaisuun hetken
kuluttua.

Esimerkki 3.4. Koska matriisi

11 -10
01 01
A= 00 11
00 01

on yldkolmiomatriisi, ndemme heti, ettd sen ainoa ominaisarvo on 1. Ominaisvektorit
madrittava yhtaloryhmé koostuu kahdesta yhtalostéa

To = I3
.T4:0,

joten v = (1,0,0,0) ja wy = (0,1,1,0) virittdvat 2-ulotteisen ominaisavaruuden
E;. Ominaisarvon 1 algebrallinen kertaluku on 4 ja sen geometrinen kertaluku on 2,
joten matriisin A Jordanin kanoninen muoto on (permutaatiota vaille) joko

1100 1000
0100 tai 0110
0011 0 011
0001 0001

On siis selvitettdva ainoaa ominaisarvoa 1 vastaavan yleistetyn ominaisavaruuden
rakenne tarkemmin: Yhtalolla (A — I)z = v on 2-ulotteinen ratkaisuavaruus, josta
voimme valita vektorin vo = (0,1,0,0), joka on lineaarisesti riippumaton vektorin
v1 kanssa. Sen sijaan yhtalolla (A — I;)x = v, ei ole ratkaisua. Vastaavasti yhtalolld
(A — Iy)x = w; on 2-ulotteinen ratkaisuavaruus, josta voimme valita vektorin wy =
(0,0,0,1).

Jos F': X — X on kuvaus, niin osajoukko Y C X on F-invariantti, jos F(Y) C
Y. Matriisia A vastaavalla lineaarikuvauksella on siis kaksi invarianttia 2-ulotteista
aliavaruutta V' = (vy,vg) ja W = (wy, we). Lineaarikuvauksen L|y&matriisi kannan
v1, vy ja lineaarikuvauksen L|y matriisi kannan wq,w, suhteen on sama matriisi
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0 1) Vektorit v, v9 ja wy, we muodostavat kaksi Jordanin ketjua ominaisarvolle

1: (A - I4>U2 = V1, AUl =V ja (A - ]4)’(1]2 = Wy, Aw1 = Wj.
Haluttu matriisin A Jordanin kanoninen muoto on siis

1100

01 00
B = 00 1 1|

0001

ja kannanvaihto saadaan matriisilla

1 000

0110
“=1loo1 o0

0001

A = CBC™!. Differentiaaliyhtilén & = Bxaratkaisut ovat

a+ bt
b

c+dt
d

z(t) = ¢

Differentiaaliyhtilon § = Ayaratkaisut ovat siis funktiot y: R — R*,

1 000 a—+ bt
01 10 b
_ _t
yO =Cx®)=<1g o 1 0| |crar
0001 d
a—+ bt
| bte+dt
c+dt
d
Ratkaisu toteuttaa ehdon y(0) = (c1,c2 + ¢3,¢3,¢4), mikd pitdd ottaa huomioon
alkuarvotehtidvia ratkaistaessa.
Yleisessa tilanteessa, jos lineaarisesti riippumattomat vektorit vy, . .., vx toteutta-

vat (A—X)v; = v;_4 kaikilla j =2,..., K, (A—Al)v; = 0 ja yhtalolld (A — )z =
vk ei ole ratkaisua, niin ndmé vektorit muodostavat Jordanin ketjun. Jos kiy-
tettdva kanta valitaan niin, ettd vektorit vq,...,vg sisdltyvit siihen, aliavaruutta
(v1,...,vk) vastaa blokki
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3.1. Matriisien eksponenttifunktio. Tarkastelemme nyt toista, periaatteessa suo-
raviivaista menetelméa lineaarisen autonomisen differentiaaliyhtdlon ratkaisemisek-
si. Varustetaan reaalisten n X n-matriisien vektoriavaruus M,, normilla

| Al = [|(ay)]] = 1g7§1>§<n|aij|-

Jono A; suppenee kohti matriisia A, jos ||A; — Al — 0, kun i — o0, ja sarjojen
Z;’il c; A7 suppeneminen médritelldén osajonojen suppenemisen kautta.

Muista: Airellisulotteisessa vektoriavaruudessa kaikki normit ovat ekvivalentteja,
joten suppenemiskisite ei riipu normin valinnasta. Monessa tilanteessa olisi luonteva
kdyttad operaattorinormia

Al = max [[Az],

llz(|=1

missé || - || on euklidinen normi.
Maidritelliin tavanomaiseen tapaan A° = I,, kaikille A € M,,.

Propositio 3.5. Sarja

(11) > A

= 7

suppenee kaikille neliomatriiseille A.

Sarja (11) méérittelee matriisien eksponenttifunktion exp: M, — M,,

00 )
Al
eXpA = E 7 .
Jj=0

Todistus. Olkoon af; matriisin A* 4j-kerroin. T&ll6in

n
il = D amar;| < nll AP,
k=1
ja induktiolla
n
lafy| = D al agg| < nVHIAY
k=1
Siispa
jag | _ N THIAIN e NAY
< <
N! — N! - N! 7
ja koska reaalinen eksponenttifunktio suppenee itseisesti, niin Weierstrassin M-testin
ja méiritelmén nojalla sarja (11) suppenee. O

Esimerkki 3.6. Olkoon

1= (5 0)
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Talloin

a2
(3 -5 )

U (2 —g) A,

A4 254127

ja induktiolla saadaan siis

o0 3(2k) X (1)kgEE+D)
Y Y
0 4j k=0 k=0
exp(A4) = Z - =
= ) kﬁ (kD) 2 1)kgER)

OM8

C2k+1) (2k)!

k=0
([ cosf sinf
~ \—sinf cosf) °
Vastaavasti muille (luvulla ¢ € R kerrotuille) 2 x 2-matriisien perusmuodoille
saadaan

N1 1t t3/2 ... t"1/(n-1)
A1 01 t - t"?%/(n—2)!
expt =eM|0 0 1 :
Al T : - :
A 00 0 --- 1
ja jos
B a [ . - cos Bt sin Ot
A= (—ﬁ a) ja H= (—sinﬂt cosﬁt)’
niin
A I R Rt Rt?*/2 ... Rt"'/(n-—1)!
AL 0 R Rt -+ Rt"?/(n-—2)!
expt =10 0 R :
A 0 0 0 R

Matriisien eksponenttifunktiolla on seuraavat perusominaisuudet:
Propositio 3.7. Jos A, B,C € M,,, C' on kddntyvi ja AB = BA, niin
(a) exp(CAC™!) = Cexp(A)C7L,
(b) exp(A+ B) = exp Aexp B, ja
(c) exp(—A) = (exp A)~!
Todistus. (a) On helppo todistaa tarkastelemalla osasummien jonoja.
(b) On hieman hankalampi: Binomikaava antaa kommutoiville matriiseille

Al BF
A+B ”:n! T
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joten vaite on

- Al BF Y = B*

>y At (28 ()

n=0 j+k=n 7=0 k=0
Taméi yhtilo todistetaan samalla tavalla kuin vastaava reaalilukujen tulos (Cauchyn
tulo/Analyysi 3), yksityiskohdat matriisitapauksessa esitetéén esimerkiksi kirjassa

Hirsch-Smale-Devaney.
(c) Seuraa (b)-kohdasta valitsemalla B = —A. O

Erityisesti siis exp A on kdadntyvé kaikilla A € M,,.
Propositio 3.8. Olkoon A € M,,, ja olkoon ®: R — M,

d(t) = e
Talloin
(1) = A = d(1)A.
Todistus.
Dty + s) = ot = ploAesA — AT 1 5 A 1 O(s%)) = €0 4 e A s 4+ O(s?).

O

Lause 3.9. Olkoon A € M,. Alkuarvotehtivin & = Ax, x(0) = x¢ ainoa ratkaisu
onz: R —R" z(t) = eay.

Todistus. Edellisestd tuloksesta seuraa heti, etté

2 (t) = i(emxo) = e Axy = Ae'xy = Axy

dt
kaikilla t € R, joten x(t) on ratkaisu.
Jos y: R — R" on alkuarvotehtivén ratkaisu, niin maaritellian kuvaus z: R — R"
asettamalla z(t) = e *y(t). Nyt
(1) = —Ae Hy(t) + e Ay(t) = e (A — A)y(t) = 0,

joten z on vakiokuvaus z(t) = z. Siispd kuvauksen z médritelmi antaa y(t)

et xg.

Esimerkki 3.10. Olkoot

Ol

AL
A L
( a B . B .
A= (—ﬁ a) ja A=

I

A
Lauseen 3.9 mukaan alkuarvotehtévin & = Ax, 2(0) = z, ratkaisu on

R Rt Rt*/2 ... Rt"'/(n—1)!

0 R Rt -+ Rt"?/(n-2)
z(t)=e*10 0 R - : T ,

0 0 0 R

missa

R cos 3t sin 5t
-~ \—sinft cospft)’
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Erityisesti siis tapauksessa

(AN L
=0 %)
ratkaisu alkuarvolla = = (x1, 9, z3,4) on

cos Bt sinfft tcos(t tsin Gt 1
—sint cos(Bt —tsinfBt tcosft T
0 0 cos Bt sin (Gt x3

0 0 —sin gt cos Gt Ty

z(t) = e

3.2. Vakion variointi. Jos differentiaaliyhtilon & = f(¢,z(¢)) oikean puolen ku-
vaus on summa lineaarikuvauksesta avaruusmuuttujassa x ja jatkuvasta kuvaukses-
ta aikamuuttujassa t, niin ratkaisu saadaan menetelmélld, jota kutsutaan wvakion
varioinniksi. Harjoituksissa todistetaan:

Lause 3.11. Olkoon A nxn-matriisi, ja olkoon G: R — R" jatkuva kuvaus. Kuvaus

x(t) = exp(tA) (xo + /Ot exp(—sA)G(s) ds)

on alkuarvotehtdvan

{:t(t) = Az(t) + G(b),
z(0) = xg

ratkaisu, kun xy € R.

Esimerkki 3.12. Tarkastellaan vaimenevaa virahtelijad: Kiinnitetdan ideaalinen
jousi seinddn toisesta padstddn. Kiinnitetddn jousen toiseen padhin pisteméiinen
paino, jonka massa on m. Ajatellaan, ettd jousen liike on rajoitettu parametrilld x
parametrisoidulle viivalle, jota pitkin sitd voi vetédd tai painaa kokoon. Olkoon jousen
toinen paa pisteessid z = 0. Kun jousta venytetdén tai painetaan kasaan, se vastustaa
siirtyméad voimalla —kx, missd £ > 0 on jousivakio. Jousi aiheittaa siis tarkastelta-
valle painolle kiihtyvyyden yhtdlolla ma = —kz. Oletetaan vield, ettd tarkasteltava
paino liikkuu pinnalla, jossa siihen vaikuttaa nopeuteen verrannollinen kitka —bz,
missd b > 0. Tété systeemid kutsutaan vaimenevaksi (harmoniseksi) virdhtelijiksi.
(Jos b = 0, saadaan jo aiemmin késittelemédmme harmoninen vdrdihteliji.) Systeemin
aikakehitystd kuvaa toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyht&lo

mZ + bz + kx = 0.

Valitsemalla y; = = ja y» = & saadaan ekvivalentti lineaarinen yhtalépari

(12) {3]1 = Y2,

Yo = _%yl - %?JQ,

0 1
A= B k _ b |,
m m
matriisimerkinnallé siis

0 1
(13) y'szz( k b)y.

jonka kerroinmatriisi on



Tamén yhtdlon ratkaisun tyyppi riippuu parametreistd m, k ja b. Matriisin A de-
terminantti £/m on aina positiivinen ja sen ominaisarvot ovat

trA+Vtr? A —4detA  —b+ Vb2 — 4km
2 B 2m '

e Jos b? < 4km, niin matriisilla A on kaksi kompleksista ominaisarvoa, joiden
reaaliosa on negatiivinen, joten ratkaisu on spiraalinielu. Jos jousi padstetain
liikkeelle alkuarvolla z(0) # 0, £(0) = 0, niin se vérdhtelee tasapainopisteen
ympaérilld darettoméan monta kertaa.

e jos b> > 4km, niin matriisilla A on kaksi negatiivista ominaisarvoa, joten rat-
kaisu on nielu. Jos jousi padstetddn liikkkeelle alkuarvolla x(0) # 0, ©(0) = 0,
niin se palautuu kohti tasapainopistettd ylittamatta pistettd x = 0 kertaa-

kaan.

Ao =

-
T

Kuva 8. Vaimennettu virdhteliji parametreilld m =k =b = 1.

. . . , . L
B N - \J
i

KuvA 9. Vaimennettu vardhteliji parametreilla m =k =1, b = 2.

Tarkastellaan nyt pakotettua vaimenevaa virdhtelijaid: Edelld kuvattuun jousen
pédssé liikkkuvaan painoon vaikuttaa jokin ulkoinen voima ¢(t), joka aiheuttaa ajasta,
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et patkasta riippuvan kithtyvyyden. Epdautonomisen alkuarvotehtavin
% = Y2,

(14) T b
Yo = ——y1 — =y2 + g(t),

ratkaisu saadaan Lauseen 3.11 avulla. Tarkastellaan erityisesti tilannetta, jossa pa-
kottava voima on jaksollinen, ja erityisesti g(¢) = cos(t). Talloin Lauseen 3.11 kuvaus

G on G(t) = (cog(t)>’ ja alkuarvotehtévin (14) ratkaisu on

y(t) = exp(tA)yo + exp(tA)/O exp(—sA)G(s)ds.

X

8
v

L X
05 o

KuvA 10. Pakotettu vaimeneva virdhteliji parametreilld m = k =
b = 1 alkuarvoilla y(0) = (2,0), y(0) = 0, y(0) = (1,0), y(0) = (0, —1).

Numeerisesti laskettuja esimerkkeji tarkastelemalla nayttaisi silté, etta alkuarvos-
ta riippumatta ratkaisut lihestyvit samaa ympyrai, jonka koko riippuu vaimenevan
vardhtelijin parametreista. Kuvista huomaamme myos, ettd epdautonimisen diffe-
rentialiyhtdlon ratkaisukdyrit voivat leikata itseddn “epétriviaalilla tavalla” kuten
kuvassa 10. Jos OY-lauseen oletukset toteuttavan autonomisen yhtélon ratkaisulle
pétee y(t1) = y(t2), niin ratkaisu on |ty — t1|-jaksollinen. Tarkasteltavassa alkuarvo-
tehtivissa (14) pakottava termi on 27-jaksollinen, joten, jos tdmén alkuarvotehtédvin
ratkaisulle pétee y(27) = yo = y(0), niin ratkaisu y on 27-jaksollinen. Itse asiassa
alkuarvotehtévalld on tdsmiélleen yksi 27-jaksollinen ratkaisu: Jos y(2m) = yo, niin

2m
Yo = exp(2mA)yo + exp(2mA) / exp(—sA)G(s)ds = exp(2mA)yo + w,
0

joten alkuarvo yo vastaa 2m-jaksollista rataa, jos ja vain jos se on yhtalén
(15) (exp(2mA) — Iyo = w

25



ratkaisu. Matriisin A ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia, joten matriisin
exp A ominaisarvot ovat itseisarvoltaan pienempié kuin 1, erityisesti siis kumpikaan
niista ei ole 1. Siis matriisi exp(2wA) — I on kddntyva ja yhtalolla (15) on tdsmélleen
vksi ratkaisu yo = (exp(2mA) — I)~'w € R?.

Jos zp € R?, niin alkuarvotehtéviin (14) ratkaisu alkuarvolla zo on

z(t) =exp(tA)zy + exp(tA) /Ot exp(—sA)G(s)ds

=exp(tA)(zo — yo) + exp(tA)yo + exp(tA) /Ot exp(—sA)G(s)ds

=exp(tA)(z0 — yo) + y(t),

missi y(t) on 2m-jaksollinen ratkaisu. Termi exp(tA)(zo—vo) ldhestyy nollaa, kun t —
oo koska se on spiraalinielua vastaavan lineaarisen homogeenisen alkuarvotehtidvin
(12) ratkaisu alkuarvolla zy — xo.
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4. EPALINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT

Aiemmissa luvuissa tarkastelimme lineaaristen autonomisten differentiaaliyht&loi-
den ratkaisemista. Monissa tilanteissa tavattavat differentiaaliyhtélot ovat kuitenkin
yleisempdd muotoa, esimerkiksi muotoa

e & = f(x), missd vektorikenttd f ei ole lineaarinen, tai
e & = f(x,t), missd kuvaus f on ajasta riippuva.

Jalkimmaéinen ongelma on pieni: Korvataan n muuttujan differentiaaliyhtilo = =
f(z,t) n + 1 muuttujan yhtalolla lisdamalla uusi muuttuja x,,1 = ¢ ja yhtalo:
Tpe1 = 1. Huomaa, ettd ndin saatava differentiaaliyhtilo

(‘iil = fl((xh s 7xn)7t)7

$2 = fZ((xb s 7xn)7t)7

i’n = fn((ﬁl, e ,ZL’n),t).

ei ole koskaan lineaarinen viimeisen yhtdlon vuoksi. Todistamme téssa luvussa epé-
lineaaristen yhtaloiden Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen. Sitd ennen valmis-
telemme hieman tarkastelemalla kutistavia kuvauksia yleisessé tilanteessa.

4.1. Kutistavat kuvaukset metrisessi avaruudessa. Olkoon X # (). Kuvaus
d: X x X — [0, 00[ metriikka joukossa X, jos

e d(z,y) =0, jos ja vain jos z = y (positiivisuus),

e d(z,y) = d(y,x) kaikille z,y € X (symmetrisyys), ja

o d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) kaikille x,y, z € X (kolmioepayhtilo)

Pari (X, d) on metrinen avaruus.

Metrisia avaruuksia késitellaan laajemmin muunmuassa topologian kurssilla, tassa
valitsemme teoriasta vain tarpeelliset osat.

Metriikka on tapa mitata joukon X pisteiden etdisyyksid, sen madritelmaédn on va-
littu ominaisuuksia, jotka euklidisen normin maaradmalld avaruuden R" euklidisella
etéisyydelld (metriikalla)

on.

Metrisen avaruuden X Cauchyn jonot ja jonojen suppeneminen méaéaritellian ku-
ten euklidisessa avaruudessa. Metrinen avaruus X on tdydellinen, jos sen kaikki
Cauchyn jonot suppenevat.

Esimerkki 4.1. Olkoon I C Rasuljettu vili. Valilla I méaariteltyjen jatkuvien ku-
vausten f: I — R" vektoriavaruus C°(/, R") varustettuna maksiminormilla

171/ = max{| £ (2)]

on tdydellinen metrinen avaruus, kun se varustetaan metriikalla d(f, g) = ||f — g
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Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus F': X — Y on K- Lipschitz-
kuvaus tai K-Lipschitz-jatkuva, jos

dy (F(z), F(y)) < Kdx(z,y)

kaikille z,y € X. Jos F' on K-Lipschitz jollain K > 0, niin sanotaan, ettid F' on
Lipschitz-jatkuva. Jos F' on K-Lipschitz jollain K < 1, niin sanotaan, etti £’ on
kutistava (vakiolla K).

Piste x € X on kuvauksen F': X — X Ekiintopiste, jos F(x) =

Lause 4.2 (Kutistusperiaate eli Banachin kiintopistelause). Olkoon X tdydellinen
metrinen avaruus. Talloin jokaisella kutistavalla kuvauksella F': X — X on tdsmidl-
leen ykst kiintopiste.

Todistus. Olkoon x € X, ja olkoot m,n € N, m < n. Olkoon F: X — X kutistava
kuvaus vakiolla K < 1.Téllin
n—m—1
d(F™(z), F'(x)) < Y d(F™*(z), P (2)
k=0
n—m-—1

d(F " (@), P (F ()

k=

n—m—1

< Z K™k d(x, F(x)) <
=0

m

1-K

d(xz, F(x)) .

Siis jono (F7(x))32; on Cauchyn jono, ja koska X on téydellinen, se suppenee kohti
jotain pistettd xo, € X.
Piste x,, on kuvauksen F' kiintopiste, silld kaikille 7 € N pétee

d(Too, F(200)) <d(Too, F(2)) + d(F?(z), F (2)) + d(FI (7)), F(14))
<1+ K)d(zs, F'(x)) + Kd(x, F(z)) — 0,

kun j — oo. Metriikan positiivisuudesta seuraa, ettd ro,, = F'(2).
Jos T ja ys ovat kiintopisteitd, niin

Kd(Too, Yso) 2 d(F(2e0), F(Yoo)) = d(T o0, Yoo)
joten d(Zoo, Yoo) = 0, ja siiS Too = Yoo- O
Lause 4.3 (OY-lause). Olkoon I C R avoin vili, ja olkoon U C R™ avoin. Olkoon

f: 1 xU — R" jatkuva kuvaus, jolle kuvaus x — f(t,x) on M-Lipschitz jokaisella
t € R. Jokaisella (a,b) € I x U on § > 0 siten, etti alkuarvotehtivilld

T = f(ta .T),
16
(16) {x(a) =b
on valilld Ja — 9, a + 0] mddritelty yksikasitteinen ratkaisu.

Todistus. Todistamme lauseen tapauksessa, jossa U = R" ja f on M-Lipschitz. Ylei-
sen tapauksen todistus samalla idealla esitetdén esimerkiksi Hasselblatin ja Katokin
kirjassa.

Olkoon siis f: R x R® — R” jatkuva kuvaus. Valitaan 0 < § < ﬁ Olkoon
(a,b) €]a—3d,a+8[xR™. Picardin operaattori on kuvaus 2, ;: C°([a—d,a+0],R") —

C%[a — §,a + 4], R™),
Pos(6)(T) = b+ / £(s

Teemme kaksi oleellista havaintoa Picardin operaattorista:

28



Lemma 4.4. Kuvaus ¢: [a—0,a+6] — R™ on alkuarvotehtivin (16) ratkaisu valilld
la —6,a+ 6], jos ja vain jos se on Picardin operaattorin P, kiintopiste.

Todistus. Kuvaus ¢ on Picardin operaattorin kiintopiste, jos ja vain jos

(17) www+fﬂmmWa

Jos ¢ on kiintopiste, se toteuttaa siis selvésti alkuehdon ¢(a) = b. Lisiksi kuvaus
¢ on differentioituva ja toteuttaa ehdon ¢(t) = f(t, ¢(t)) analyysin peruslauseen
nojalla.

Toisaalta, jos ¢ on alkuarvotehtévin (16) ratkaisu valilla Ja —d, a + 0], niin kaikilla
t €la —9d,a + & pitee

t t
Zus0)O)=b+ [ fls.006)ds =+ [ ds)ds = o(0),
joten ¢ on kiintopiste. O
Lemma 4.5. Picardin kuvaus on kutistava.

Todistus.

|Pap(d) = Pap(¥)| = max

[t—al <5

/kﬂaw@»—ﬂ&w@»w < 5M|lo— ] .

O

Lemman 4.5 ja Lauseen 4.2 mukaan Picardin operaattorilla on tdsmailleen yksi
kiintopiste. Lemman 4.4amukaan tama kiintopiste on tarkasteltavan alkuarvotehté-
vin (16) ainoa ratkaisu vélilld Ja — 9, a + . O

Lausetta 16 voi soveltaa aina, kun f: U — R™ on C!, silli f|g on Lipschitz-
jatkuva, kun B C U on suljettu pallo.

Seuraus 4.6 (Autonominen OY-lause). Olkoon U C R™ avoin. Olkoon f: U — R"
Cl-kuvaus. Jokaisella a € R ja xg € U on 6 > 0 siten, ettd alkuarvotehtivdlli

&= f(x),
(18) {x(a) =0

on valilld la — 0, a + o[ mddritelty yksikasitteinen ratkaisu. O

Esimerkki 4.7. Vaikka tarkastelemmekin ldhinnd korkeampiulotteisia tilanteita,
on hyvi muistaa, miten Picardin iteraatio antaa alkuarvotehtiavin ¢y = y, y(0) = 1
ratkaisun: Valitaan ensimmaéiseksi arvaukseksi vakiofunktio yo(t) = 1. Téll6in

mwzﬂmwzwéﬁzum

2

yo(t) = P(y1)(t) =1+ /0t<1 +s)ds=1+1t+ %,

ja induktiolla
k

() = P(yei)(t) = Y

J=0

tk
H .
Kuvausten y, muodostama jono suppenee kohti eksponenttifunktiota tasaisesti kom-

pakteilla vileilla.

29



Osoitamme seuraavaksi, etté toisiaan riittavin ldhelld olevia alkuarvoja vastaavat

ratkaisut pysyvét lihelld toisiaan: Merkitddan jatkossa alkuarvotehtivin & = f(x),
f(a) = b ratkaisua ¢,p.

Propositio 4.8. Olkoon U C R™ avoin ja olkoon f: U — R"™ K-Lipschitz- jatkuva.
Olkoon € > 0. Tdlléin on n > 0, jolle

||¢a,b - ¢a,b’|| = |tr£1zﬁ§6 ||¢a,b(t) — Qa by (t)H <€,
jos ||[b—=b'|| <.

Todistus. Todistus seuraa suoraan seuraavasta parametrisoitujen kutistavien ku-
vausten tuloksesta valitsemalla kutistavien kuvausten perheeksi Picardin operaatto-
rit, jotka parametrisoidaan alkuarvoilla b € U.

Kéytdmme kahden metrisen avaruuden (X, dx) ja (Y, dy )atuloavaruudessa tulo-
metriikkaa d = dgxy,

d((z1,31), (2, 92)) = Vdx (21, %2)2 + dy (31, y2)?

Propositio 4.9. Olkoon X tdydellinen metrinen avaruus, ja olkoon Y ametrinen
avaruus. Olkoon 0 < K < 1 ja olkoon F: X XY — Xajatkuva kuvaus, jolle kuvaus
F, = F(.,y): X — Xdon kutistava kuvaus vakiolla K jokaiselle y € Y. Olkoon
g:Y — X kuvaus, jonka arvo pisteessi yaon kuvauksen F,akiintopiste. Tdalloin
kuvaus g on jatkuva.

Todistus. Havaitaan, etté kaikille x € X pétee

) < Z d(F,(x), F, " (2)) + d(Fy ™ (2),9(y)) |
joten

e, Fy(a))

)< S d(Fi@), Fitl () =
i=0
silld ddrellinen summa on pienempi kuin 5d(z, Fy(x)) ja d(f**(z), g(y)) — 0, kun
k — oo, koska g(y) on kutistavan kuvauksen Fj kiintopiste. Valitaan x = g(y') =
F(g(y'),y'), jolloin ylla oleva epayhtilo antaa
1 1
dg(y): 9(y) < T d(F(9(y),) Fl9(y).9)) = 7—
misti viite seuraa. 0

dy (Y, y)

Palaamme Proposition 4.8 todistukseen tapauksessa U = R": Viite seuraa valit-
semalla X = C%([a—6,a+0],R"), Y =R"ja F': XxY — X, F(¢,b) = P,4(¢). U

Esimerkki 4.10. Differentiaaliyhtilon

m—l—mx

. Bty + L5
Tr =

a:—l—mm

—IE1 :EQ_|_ Loy L2 2

ratkaisut alkuarvoilla zy = (0.9,0) ja z; = (0.95,0) kiyttiytyvit samaan tapaan
(itse asiassa kaikilla ¢ € R), kun taas alkuarvolla xo = (1.1,0) kdyttdytyminen on
erilaista kuin alkuarvoilla x( ja z1, kun ¢ kasvaa.

Olkoon f: U — R", U C R", Cl-vektorikentti. Autonomisella alkuarvotehtivill
.T(to) = 2o
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X2 X2

L L
-1.0 -05

-15f -15
-20- -20-

on OY-lauseen mukaan jollain avoimella vililld ¢, € I méiritelty yksikdsitteinen
ratkaisu. Maksimaalista téllaista vilid kutsutaan ratkaisun maksimaaliseksi mddrit-
telyvdliksz.

Propositio 4.11. Olkoon U C R" avoin ja olkoon f: U — R™ Ct. Tlldin

(a) Jokaisella xy € Udja ty € R on alkuarvotehtivin (19) maksimaalinen avoin
mddrittelyvdli.
(b) Jos U =R" ja f on K-Lipschitz, niin maksimaalinen madrittelyvali on R.

Todistus. (a) Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etté ¢y = 0. OY-lauseen mukaan
alkuarvotehtivilla on ratkaisu, joka on yksikésitteisesti maéritelty jollain valilla
| — 9, d]. Tehdéén ensin seuraava havainto: Jos I; ja Iy ovat avoimia véleja, joilla al-
kuarvotehtévin ratkaisut z; ja zo on maéritelty, niin z1(t) = xo(t) kaikilla t € ;N 1.
Nimittéin, jos tdméa ei péade, niin on maksimaalinen osavéli [0,¢*] C I; N Iy, jossa
ratkaisut yhtyvét. Olkoon z* = x1(t*) = x9(t*). Nyt x1 ja x5 ovat alkuarvotehtivin
& = f(x), x(t*) = z* ratkaisuja jollain valilla |t* — a,t* + af, joten ne yhtyvi talla
valilld. Tama on ristiriita ajan t* maaritelman kanssa.

Olkoon J =], 3] yhdiste kaikista alkuarvotehtévin ratkaisuvéleistd. Madritellddn
kuvaus z: |a, f[— U néin: Jokaisella t € J on alkuarvotehtavin (19) ratkaisu u,
joka on médritelty jollain ajan ¢ sisaltamélla valilli. Asetetaan z(t) = u(t). Edella
tehdyn havainnon mukaan x on nyt hyvin méaéritelty. Lisiksi se on alkuarvotehtivin
(19) ratkaisu.

(b)-kohta todistetaan harjoituksissa. O

Silloinkin, kun differentiaaliyhtdlé on méaaritelty koko avaruudessa R™, niin maksi-
maalinen madarittelyvali voi olla pienempi kuin koko R, jos f ei ole Lipschitz-jatkuva,
kuten harjoituksissa kisitelty esimerkki @ = 22, osoittaa.

Esimerkki 4.12. Alkuarvotehtavaa

—T2/x} 0
r=4q x/xF r(l/m)=[ -1
1 1/m
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on luonnollista tarkastella joukossa U = {x € R? : x3 > 0}. Témiin alkuarvotehtivin
ratkaisu voidaan itse asiassa antaa helposti:
sin(1/t)
z(t) = [ cos(1/t)
t

Ratkaisun maksimaalinen méérittelyvili on ]0, oo[. Ratkaisukiiyré on sylinterilld 3+
x5 =1, ja kun ¢t — 0, niin ratkaisukiyrs kasautuu kohti ympyrii

{r eR* a2l +23=1,23=0}.

Koko avaruudessa R™ maiaéritellyille differentiaaliyhtiloille saadaan Proposition
4.11 nojalla soveltamalla Propositiota 4.8 toistuvasti (luokkaa 7'/ kertaa) saadaan
jatkuvuus alkuarvosta pidemmille aikavaleille:

Propositio 4.13. Olkoon R™ C R" avoin ja olkoon f: R" — R™ K-Lipschitz-
jatkuva. Olkoon € > 0. Tdlléin on n > 0, jolle

|Pap — Pap |l = max [[@ap(t) — dap (t)]| <,

jt—al <T

jos ||b="0| <mn.
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5. EPALINEAARISTEN DIFFERENTIAALIYHTALOIDEN RATKAISUJEN
TARKASTELUA

Olkoon f: R™ — R" jatkuvasti differentioituva. Olkoon p € R™ differentiaaliyhtdlon
&= f(x)
tasapainopiste (siis f(p) = 0). Lineaarinen differentiaaliyhtilo
&= Df(p)z

on differentiaaliyhtélon © = f(x) linearisointi pisteessa p. Jos lineaarikuvauksel-
la Df(p) ei ole ominaisarvoja, joiden reaaliosa on nolla, niin tasapainopiste p on
hyperbolinen.

Esimerkki 5.1. Differentiaaliyhtalolla

(20) i = (5”1_253)

on yksi tasapainopiste x = 0. Téassi pisteessd sen linearisointi on

= ()

Linearisoitu yhtédlé on hyperbolinen, ja sen ratkaisut tunnemme jo hyvin: Origo on
satulapiste. Alkuperdisen epélineaarisen differentiaaliyhtélon (20) ratkaiseminen ei

ole vaikeaa:
3 t 13 /0,—2t
z(t) = ((a o /Q)bZ—t b'/2e )

on ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a,b) € R?.
Jos tasapainopiste p on hyperbolinen, niin differentiaaliyhtdlon & = f(x) ratkaisut

kayttaytyvat lahelld pistettd p kuten linearisoidun yhtdlon ratkaisut ldhelld origoa.
Téasmallisemmin:

Lause 5.2 (Grobmanin ja Hartmanin lause). Olkoon f: R"™ — R" jatkuvasti dif-
ferentioituva. Jos p on differentiaaliyhtilon @ = f(x) hyperbolinen tasapainopiste,
nin on avoimet joukot p € U C R™ ja 0 € V. C R"™ ja homeomorfismi H: U — V
siten, ettd jokaiselle o € U on avoin vili 0 € I C R, jolla on seuraava ominaisuus:
Olkoon x: I — R™ differentiaaliyhtilon © = f(x) ratkaisu alkuarvolla xo, ja olkoon
A lineaarikuvauksen D f(p) matriisi standardikannassa. Talldin kaikille t € I pitee

(21) Hox(t) = exp(At)H(xp). O

Hyperbolisen tasapainopisteen tyyppi on vastaavan linearisoidun differentiaaliyhtéa-
16n tyyppi (satula, nielu, lihde,...).

Esimerkki 5.3. Esimerkin 5.1 differentiaaliyhtdlolla on satulapiste origossa. Téssé
tapauksessa Grobmanin ja Hartmanin lauseen homeomorfismi i on globaali homeo-

morfismi H: R? — R?,
[T +.T%/3 .
H(z) = ( y =y

Kuvaus H on homeomorfismi, itse asiassa se on diffeomorfismi, sen kddnteiskuvaus
on
—2/5
H—l — n y2/ — .
() ( ”s y
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KuvaA 11. Esimerkin 5.1 epélineaarisen differentiaaliyhtilon ratkaisukayria.

Nyt differentiaaliyhtilé tulee uudessa koordinaatissa yamuotoon

) ) . s 2,
y1=w1+§w2x2=x1+x2——x2=y1

3
ja
?JQ =Ty = —Ty = —Y2,

joka on alkuperiisen differentiaaliyhtdlon linearisointi tasapainopisteessé 0.
Kuvaus H kuvaa xi-akselin y;-akseliksi ja paraabelin

1
S:{ZEER2:$1+§JZ3}

yo-akseliksi. Yhtélon (21) mukaan alkuarvoja xy € S\ {0} vastaavat ratkaisut 13-
hestyvét origoa oleellisesti eksponentiaalista vauhtia. Kayra S on tasapainopisteen
0 vakaa kdyrd (stable curve). Vastaavasti x1-akseli on tasapainopisteen 0 epavakaa

kdyra: silta valituilla alkuarvoilla ratkaisut menevit direttomyyteen eksponentiaali-
sella nopeudella.

Esimerkki 5.4. Differentiaaliyhtilon

T xi’—kx%xl
2T T
xr=
) 33'%"‘55%1‘2
rnt = ——
2 2
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ainoa tasapainopiste on 0. Linearisoitu yht&lé on

T 1

L -

T+ — 1 =
2 2

Matriisin A ominaisarvot ovat % =+ 4, joten Grobmanin ja Hartmanin lausetta voi
soveltaa: 0 on spiraalilahde. Ratkaisukiyrit ovat samat kuin aiemmassa esimerkissa,
mutta ratkaisut kulkevat toiseen suuntaan.

Epélineaarinen yhtilo voidaan ratkaista vaihtamalla napakoordinaatteihin: Napa-
koordinaattikuvaus on N: R x R, — R?\ {0},

N(r,0) = (rcos,rsind).

Nyt
iy =7 cosf —rsinf 6
iy =7 sin 6 + 1 cos 6 6,
ja
% T w :%(r —73) cos — rsind
T + % — w :%(r —73)sinf + rcos b,

Vertaamalla sinin ja kosinin kertoimia saadaan alkuperéisen kanssa ekvivalentti dif-
ferentiaaliyhtilo napakoordinaateissa:

{f:ru—rap
=1
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Kulmakomponentin ja radiaalisen komponentin yhtélot siis eriytyvit. Ratkaisusta
6(t) = t + 0y nahdadn, ettd ratkaisut kiertéviit origoa tasaisella kulmanopeudel-
la. Yksikk6ympyrin sisilté, siis ldheltd spiraalilihdettd O ldhtevit ratkaisut pysy-
vat kuitenkin rajoitettuina: OY-lauseen nojalla ratkaisukiyrét eivét leikkaa toisi-
aan. Koska alkuarvolla 7p = 1 ratkaisukiyrd on yksikkGympyrdn parametrisointi
vakionopeudella, yksikkGympyrista lahtevit ratkaisut pysyvét rajoitettuina yksik-
kéympyrain. Koska linearisoidun systeemin ratkaisut menevét darettomyyteen, kun
t — 00, ei Grobmanin ja Hartmanin lauseen homeomorfismi H voi olla koko tasossa
maéadritelty kuvaus.
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Kurssi 2

6. DIFFERENTIAALIYHTALON VIRTAUS

Olkoon U C R™ avoin, ja olkoon f: U — R" Cl-vektorikentti. Ensimmaéisells
kurssilla tarkastelimme alkuarvotehtéivin

22) {x = /().

I(to) = Ty,

ratkaisua, joka on jollain vililla A C R méaritelty differentioituva polku x: A — R™.
OY-lauseen 4.6 mukaan alkuarvotehtévilld (22) on ratkaisu jokaisella alkuarvolla
ro € R". Propositiossa 4.8 osoitimme, ettd alkuarvotehtdvan ratkaisu riippuu jat-
kuvasti alkuarvosta. Tarkastelemme nyt ldhemmin differentiaaliyhtalon madraamia,
kuvauksia joukolta U itselleen.

Esimerkki 6.1. Olkoon A reaalinen n x n-matriisi. Lineaarisen differentiaaliyhtalon
& = Az jokaisen ratkaisun maksimaalinen méérittelyvéli on R. Lauseen 3.9 mukaan
ratkaisu alkuarvolla z(0) =z on

Vo.20 () = exp(At)zo.

Matriisien eksponenttifunktio méaarda jokaisella kiintedlld ajanhetkelld ¢ € R ku-
vauksen ¢; = exp(At): R" — R", jolle pitee kaikilla s,t € R

(1) ¢o = id,

(2) ¢t o ¢s — ¢s+t — ¢s o (bt-
Erityisesti pitee ¢p;0p_; = ¢p_;0¢; = id, joten kuvaus ¢; on bijektio jokaisella ¢ € R.
Koska exp(At) on kiddntyvd n X n-matriisi, se méarad avaruuden R" lineaarisen
automorfismin, joka on tunnetusti jatkuva kuvaus.

Jos tarkasteltavan differentiaaliyhtdlon ratkaisun maksimaalinen méaérittelyvéli on
R kaikilla alkuarvoilla, osoitamme, ettd se madriaa vastaavanlaisen perheen kuvauk-
sia ¢y, t € R, jolla on ominaisuudet (1) ja (2) kuten ylla.

Olkoon U C R™ avoin. Jatkuva kuvaus ¢: R x U — U, jolle pétee
(1) ¢(0,z) = x kaikilla x € U,
(2) o(t, (s, ) = ¢(s + t,x) kaikilla x € U ja kaikilla s,t € R.

on virtaus joukossa U. Kuvaus ¢;: U — U, ¢i(x) = ¢(t, ) on virtauksen ¢ aika-t-
kuvaus.

Huomaa, ettd aika-t-kuvauksella on ominaisuudet
(1) ¢o(b) = ¢(0,b) = b kaikilla b € U, joten ¢y = id ja
(2) pros(b) = d(t,p(s,b)) = P(s+1t,b) = ¢ps1+(b) kaikilla s, € R ja b € b, joten
Pt 0 s = Pyt
Ominaisuuksista (1) ja (2) ja jatkuvuudesta seuraa, ettd ¢, on homeomorfismi, silla
¢_; on sen kdanteiskuvaus: Kaikilla ¢ € R péatee

Pro gy = o =1d.

37



Propositio 6.2. Olkoon f: U — R"™ Cl-vektorikenttd, jolle jokaisen alkuarvotehtdi-
van

&= f(x),
(23) {x(O) = Iy,

maksimaalinen mddrittelyvili on R. Tdlldin kuvaus ¢: R x U — U,

(24) O(t, ) = oa(t)

on virtaus joukossa U, differentiaaliyhtilon & = f(x) maaraama virtaus tai vekto-
rikentin f madrddmai virtaus. Toisaalta, jos Cl-kuvaus ¢: R x U — U on virtaus
joukossa U, niin se on vektorikentdin %qﬁ(o,x) mddraamd virtaus.

Todistus. Olkoon ¢ mééritelty lausekkeella (24). Olkoon ¢ € R. Télloin kaikille s € R
jabeU

¢<3> ¢(tv b)) = @0 ¢t(b) = %(%,b(t)) = wU#Jo,b(t)(s) = \Ijl(s)
ja
P(s+t,b) = Qsyt(b) = Yop(s + 1) = Wy(s)
Molemmat kuvaukset Uy, ¥o: R — U ovat differentiaaliyhtélon & = f(z)aratkaisuja.
Lisdksi
W1(0) = Yo,56)(0) = Yo(t) = 2(0),
joten yksikésitteisyyslauseen nojalla W, = W5, mistd ensimmaéisen viite seuraa jat-

kuvuutta lukuunottamatta.
Ensimmaéisen viitteen jatkuvuusosa ja toinen viite todistetaan harjoituksissa. [

Vektorikentdn méidrddmé virtaus on jatkuva-aikainen dynaaminen systeemi. Se
liittyy ehké tutumpiin diskreettiaikaisiin dynaamisiin systeemeihin tai iteraatioteo-
riaan aika-t-kuvausten kautta: Esimerkiksi ¢(n, x) = ¢} (x)akaikilla n € Z.

Esimerkki 6.3. Jos A, > 0, niin pisteen zq € R?\ {0} rata iteroitaessa matriisin
B = diag(\, ) médraamad lineaarikuvausta, siis joukko {B"zy : n € Z} on osa
pisteen zy rataa differentiaaliyhtilon & = Az, A = diag(log A, log i), maaraaméssi
virtauksessa.

Virtaustulkinnan mukaan vektorikenttd f: U — R” (tai differentiaaliyht&lo & =
f(z)) méaarda joukon U jatkuvan deformaation itselleen. Témé deformaatio pitaa
vektorikentin tasapainopisteet paikallaan.

Edelld oletettiin, ettd maksimaalinen maarittelyvali on kaikilla alkuarvoilla koko
R. Tarkastelemamme esimerkki 4.12 ja ensimmaisen kurssin ensimmaisten harjoitus-
ten tehtavit 2 ja 3 osoittavat, ettd tdméa ehto ei aina toteudu. Jos vektorikentdn f
madradman differentiaaliyhtdlon maksimaalinen méarittelyvili ei ole kaikilla alkuar-
voilla koko R, niin se mairaéd kuitenkin osittaisen virtauksen: yhtalo ¢; o o3 = ¢siy
on voimassa, jos s,t, s+t ovat kaikki maksimaalisella maarittelyvalilla. Osoitamme
seuraavaksi, ettd jos olemme kiinnostuneita ainoastaan ratkaisujen radoista, voim-
me “muuttaa differentiaaliyhtdlon ajan” siten, ettd maksimaalinen méarittelyvili on
R kaikilla alkuarvoilla. Tarkastelemme alkuun yleistd tapausta:
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Olkoon seuraavissa tuloksissa f: U — R™ Cl-vektorikentti ja olkoon I = I(xq, ) =
|o, 7] alkuarvotehtévin

25) {x = /().

maksimaalinen méérittelyvili. Téssd 0 < 0 < 7, 0 € [—00,00[. ja T €] — 00, 9]

Olkoon
Q) = (J 1, £) x {b}.
beU
Harjoituksissa osoitetaan

Propositio 6.4. Joukko Q(f) C R x U on avoin. O

Propositio 6.5. Jos 7 < 0o tai 0 > —o0, ja K C U on kompakti, niin on t €]0, 7],
jolle x(t) ¢ K.

Todistus. Tarkastellaan vain ylhdalta rajoitetun maksimaalisen méaarittelyvilin ta-
paus, alhaalta rajoitettu tilanne todistetaan samalla tavalla. Koska K on kompakti
ja f on jatkuva, niin on M > 0, jolle

< M.
ma | /()] < M

Oletetaan, ettd z(t) € K kaikilla ¢ € [0, 7[. Talloin kaikille 0 < ¢, < t5 < Tdpitee
[ (t1) — z(b2) || < Mty — 1o,
joten ratkaisu on tasaisesti jatkuva valilla [0, 7], ja silld on raja-arvo

T, = ltlim z(t) € K.

Nyt
T, :tlim_x(t) z(0) + Em_ z(s)ds
~a(0) + Jim_ | ' Fals) 0+ [ s

Ratkaisu x voidaan jatkaa d1ﬁ'erent101tuvak81 kuvaukseksi paitepisteeseen 7 saakka

lausekkeella T
u(t) = xo —|—/ f(z(s))ds
0

erityisesti u(7) = f(u(7)) = f(z,). Alkuarvotehtavilla

&= f(z)
x(1) =z,
on yksikisitteinen ratkaisu jollain valilld |7 — a, 7 + a[, joten ratkaisun yksikésittei-

syyden nojalla alkuperiisen alkuarvotehtivélla olisi siis ratkaisu vélilla |o, 7 + af,
miké taas on vilin o, 7| maksimaalisuuden kanssa ristiriidassa. 0

Seuraus 6.6. Olkoon U on rajoitettu ja olkoon x(t) alkuarvotehtivin 25 ratkaisu,
jonka maksimaalinen mdadarittelyvali o, T[ on ylhaalta rajoitettu. Jos x(t) suppenee,
kun t # 7, niin lim x(t);—.— € OU.

Rajoitetun ja rajoittamattoman maksimaalisen méirittelyvilin tulokset voidaan
yvhdistidéd seuraavalla muotoilulla:
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Seuraus 6.7. Olkoon x alkuarvotehtdvin 25 ratkaisu maksimaalisella mdarittelyvd-
lilli o, T[. Talloin (t,x(t)) poistuu kaikista joukon QU f) kompakteista osajoukoista,
kunt ™\, 7 tait / o.

Esimerkki 6.8. Seurauksessa 6.6 esiintyvia raja-arvoa ei aina ole: Jos Esimerkin
5.4 differentiaaliyhtaloa

T .fCil)) + x%xl
P 2
3 2 )
To Ty + T1T2
X1 - —
2 2

joka on napakoordinaateissa

r=r(l-r%/2

0=1 ’
tarkastellaan yksikkokiekossa, niin kaikilla alkuarvoilla maksimaalinen maéarittely-
vali on R. Differentiaaliyhtalon ratkaisu alkuarvolla (rg, 6p) on

et/2

Vel +1/r2—1

0=00+1

r(t) =

Ratkaisu alkuarvolla xy # 0 kasautuu kohti koko yksikkdympyréé, kun t — oc.

X X2

Kun ry > 0, niin ratkaisun méérittelyvili on ]log(1/r3 — 1), 00|, joten differen-
tiaaliyhtdlo ei méaarittele virtausta ja dynaamista systeemid suljetun yksikkokiekon
ulkopuolella. Kun alkuarvo on suljetun yksikkokiekon ulkopuolella, niin alkuarvo-
tehtavan ratkaisu t — xz(t) poistuu kaikista tason kompakteista joukoista, kun ¢
lahestyy maksimaalisen maérittelyvalin alkua:

lim z(t)|| = oco.
t—>10g(1/7"8—1)|| @I

Olkoon ¢ virtaus joukossa U. Pisteen z € U w-rajajoukko on

W¢(I) - ﬂ¢([tvoo[7 x) = ﬂ ( ¢(t,$)> )

t>0
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ja sen a-rajajoukko on

aglx) = (ol —orthr) = () | Uet.o) | .

t<0

Esimerkki 6.9. Jos tarkastellaan edellisen esimerkin differentiaaliyhtalon suljetussa
yksikkokiekossa médradmas virtausta ¢, niin tasapainopisteelle 0 pétee wy(0) =
as(0) = {0}. Jokaisella 2 # 0 piitee wy(x) = S'. Jos ||z]| = 1, niin wy(z) = ay(z) =
St. Jos ||z|| < 1, niin ay(z) = {0},

Esimerkkien 5.4, 6.8 ja 6.9 tapaisessa tilanteessa, jossa maksimaalinen méaéarittely-
vili ei valttamatta ole koko R, on luontevaa kiyttda hieman yleisempéda méaritelméa
a- ja w-rajajoukoille: Jos alkuarvotehtivin & = f(z), z(0) = zp, maksimaalinen
madrittelyvéli on ]o, 7[, ja maksimaalinen ratkaisu talla valilla on vy ,,, mééritelldan

W(IO) = m wﬁ,wo([tﬂ_[)v
0<t<Tt
ja
(o) = [ Yoo, 1));-
o<t<0
Téassd tapauksessa maksimaalinen ratkaisu méarittelee osittaisen virtauksen, jolla
on virtauksen ominaisuus (1) ja ominaisuus (2) on voimassa, jos lauseke on hyvin
madritelty tarkasteltaville ajoille.

Olkoon ¢ virtaus metrisessa avaruudessa X. Osajoukko A C X on positiivisesti
invariantti virtauksessa ¢, jos ¢(A) C A kaikilla t > 0. Se on negatiivisesti in-
variantti virtauksessa ¢, jos ¢i(A) C A kaikilla ¢t < 0, ja ¢invariantti, jos se on
positiivisesti ja negatiivisesti invariantti virtauksesssa ¢

Propositio 6.10. Olkoon ¢ virtaus metrisessi avaruudessa X . Talldin

e jokaisen pisteen x € X w-rajajoukko wy(x) on suljettu ja -invariantti.

e jos avaruuden X suljetut pallot ovat kompakteja ja pisteen x posititvinen ¢-
rata on rajoitettu, niin wy(x) ei ole tyhjd joukko.

e jos avaruuden X suljetut pallot ovat kompakteja ja pisteen x rata on rajoi-
tettu, niin wy(x) on yhtendinen.

Todistus. Joukot ovat suljettuja, koska ne ovat suljettujen joukkojen leikkauksia.
Loput harjoituksissa. 0

Esimerkki 6.11. Olkoon a € R. Tarkastellaan lineaarista differentiaaliyhtaloé

(26) {zl — iz

22 = 27T()éi22

avaruudessa C2. Jos C? ja R* identifioidaan asettamalla z; = x1 +iy; ja 2o = To+iys,
saadaan reaalinen differentiaaliyhtalo

T1 = —2m
Y1 = 2mxy

To = —2TQYs
Yo = 2TQX
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Yhtilo (26) on helppo ratkaista: sen virtaus on ¢®: R — C?:
¢?<w1’w2) — (62Mtw1, 627raitw2).

Molempien kompleksisten koordinaattien virtaukset sailyttavit kaikki O-keskiset
ympyrit kompleksitasossa, joten jokaisella r1, 75 > 0 muodostettu torus

T(ri,re) ={z € C*: || =1, |22 =7}
={zn €C:|zn|=r}x{necC:|n =r}~S"' xS§!
on invariantti virtauksessa.

Jos @ = p/q on rationaaliluku, p € Z, ¢ € Z, niin ¢“(t + q,z) = ¢“(t, z) kai-
killa z, joten kaikki radat ovat jaksollisia. Erityisesti kaikkien tasapainopisteestd 0
poikkeavien pisteiden radat ovat homeomorfisia ympyriin S! kanssa.

Jos a on irrationaaliluku, niin kuvaus ¢ — ¢¢(2) on injektiivinen kaikille z € C?,
joille 21 # 0 ja z9 # 0, silld €*™ = 1, jos ja vain jos ¢ € Z mutta e?™ £ 1 kaikilla
q € Z. Osoittautuu, etta

wy(2) = ag(2) = T(|z],]2)) =T
jokaiselle z # 0: Jokaiselle z € T pétee
¢a(t + q, Z) — (21, 627riocq22)
kaikilla ¢ € Z. Koska joukko {€*™®%zy : ¢ € Z} on tihedi ympyrilld {z; € C : |z| =
ro}, niin ympyrd {z1} X {z2 € C : |2a| = ro} sisiltyy pisteen z w-rajajoukkoon.
Toistamalla sama tarkastelu joukolle
¢a(t + q =+ s, Z) — (627ri52:17 627ri5627riocq22)

kaikille s € [0, 1], saadaan wy(z) =T

Jos toruksella T'(r1, m2) kilytetdén kulmakoordinaatteja (61, 65), niin torus voidaan
esittdd nelion [0, 27] x [0, 27] tekijiavaruutena kuten topologian kurssilla samasta-
malla nelion pystysivut kesken#in ja vaakasivut keskenéifin tai yhtipitivisti tason R?
tekijivaruutena R? /Z2, joka saadaan samastamalla pisteet (z,y) ja (z+27mn, y+27m)
kaikilla n,m € Z. Télloin differentiaaliyhtdlod (26) vastaa vakiovektorikentéin anta-
ma differentiaaliyhtilo

91 =27
27 i
(27) {92 = 2ma,

jonka ratkaisuja ovat kaikki affiinit suorat, joiden kulmakerroin on «. Tasossa dif-
ferentiaaliyhtélon (27) virtaus on siis triviaali kaikilla o mutta tekijdavaruudessa
R?/Z? sen radat ovat joko harvoja tai tiheitd parametrin a rationaalisuudesta riip-
puen.
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7. RATAEKVIVALENSSI

Olkoot U C R™ ja V C R"™ avoimia joukkoja, ja olkoot f: U — R" ja g: V — R"
Cl-vektorikenttifi. Olkoot ¢/ ja ¢9 vektorikenttien f ja g miiriimit osittaiset vir-
taukset. Vektorikentét f ja g ovat rataekvivalentteja, jos on homeomorfismi H: U —
V, ja jos jokaisella b € U on aidosti kasvava bijektio 7,: I(b, f) — I(H(b), g) maksi-
maalisten maarittelyvilien vilill4, jolle patee

Ho¢!(t,b) = ¢*(n(t), H(D))

kaikille t € I(b, f). Sanotaan, ettii osittaiset virtaukset ¢/ ja ¢ saadaan toisistaan
muuttamalla aika. Joskus sanotaan myds, ettd f ja g (ja vastaavasti ¢/ ja ¢9) ovat
topologisesti ekvivalentteja.

Jos kuvaus 7 on identtinen kuvaus kaikille b € U, niin osittaiset virtaukset ¢/ ja
@9 ovat topologisesti konjugaatteja ja H on konjugoiva homeomorfismi.

Harjoituksissa osoitettiin, etti koko avaruudessa R™ miritellylle rajoitetulle C'-
vektorikentélle jokaisen alkuarvotehtidvin maksimaalinen méarittelyvili on R, joten
tallainen vektorikenttd méaadrad dynaamisen systeemin. Tdmén havainnon avulla to-
distetaan seurava tulos:

Propositio 7.1. Jokainen koko avaruudessa R"™ mddritelty C'-vektorikenttd on ra-
taekvivalentti sellaisen Cl-vektorikentin kanssa, joka mddrdd dynaamisen systee-
min.

Todistus. Olkoon f: R® — R™ Cl-vektorikenttd. Olkoon M: R"® — R, siled funk-
tio, jolle ||f(x)|| < M(f(x)) kaikille z € R"™. Téalloin vektorikenttd g = f/M(f)
on rajoitettu, ||g(x)|| < 1, joten se médrdd dynaamisen systeemin kuten harjoituk-
sissa osoitettiin. Osoitetaan vield, ettd kaikille b € R™ on jatkuva kasvava bijektio

7: 1(b, f) — R, jolle pétee
¢! (t,b) = ¢°(r(1),b).

Olkoon x: I(b, f) — R™ alkuarvotehtiavin & = f(x), z(0) = b ratkaisu, ja mééritel-
144n ajanvaihto 7: I(b, f) — R asettamalla

:AMummm

Kuvaus 7 on selvisti jatkuva ja se on aidosti kasvava, koska M saa vain positiivisia

arvoja. Lisiksi, jos I(b, f) =|a, 8] ja B < oo, niin Proposition 6.5 nojalla
0= [ st |m—/wxnw>w/ s)ds| = o,
kun s — co. Olkoon y: R — R™, y = z o 71, Nyt 4(0) = 2(0) = b ja

e @<<m :me)
10 = OGO = GrE o)) - M)

joten y on alkuarvotehtavin

I
M(f(x))
z(0) =10
ratkaisu kuten pitikin. O

Jos f: R® — R" on Cl-vektorikenttii, niin Proposition 7.1 mukaisia rataekviva-
lentteja vektorikenttia ovat esimerkiksi

(@) i@
L+ f(x)? #) 14 f(x)?

43

f(z)

Fle = T+ 7@

F(zx) =



Niéissé siis vektorikentdn F' suunta on jokaisessa pisteessd sama kuin alkuperdisen
vektorikentédn f.

Jos vektorikentin méérittelyjoukko on avaruuden R™ aito osajoukko, niin Propo-
sition 7.1 menetelméa ei ole riittava. Yleisempi tulos pétee, seuraavassa tuloksessa
tosin menetdmme osan sileydesta.

Lause 7.2. Olkoon U C R™ avoin joukko ja olkoon f: U — R™ C'-vektorikenttd.
Talloin f on rataekvivalentti sellaisen jatkuvan vektorikentin g: U — R™ kanssa,
joka mdadrdd dynaamisen systeemin.

Todistus. Toistamalla Proposition 7.1 konstruktio, voidaan olettaa, ettd f on rajoi-
tettu, || f(z)|| <1 kaikilla z € U. Olkoon g: U — R™,

B d(xz,0U)
g(x) = f(l‘)m

Vektorikentit f ja g ovat rataekvivalentteja kuten Lauseessa 7.1. Osoitetaan viela,
ettd jokaisen vektorikenttidd g vastavan alkuarvotehtévin maksimaalinen méarittely-
véli on R.

Koska jokaiselle x € U pétee ||g(z)|| < ||f(z)]|, niin alkuarvotehtivin & = g(z),
x(0) = xo maksimaalinen méérittelyvili on R, jos alkuarvotehtavin & = f(z), x(0) =
o maksimaalinen maarittelyvali on R.

Oletetaan, ettd on alkuarvo b € U, jolle alkuarvotehtévian

i = g(z)
(28) {x(O) =0

maksimaalinen maérittelyvili on ], 5[ ja § < oo. Télléin alkuarvotehtivin (28)
ratkaisukdyrd v = top|p, on ddrellisen mittainen , £(y) = L < oo, koska g on
rajoitettu ja y(¢) suppenee johonkin joukon U reunapisteeseen p, kun t /3.

Tarkastellaan kdyran v pituutta tarkemmin. Koska kiyra v ei kulje vektorikentén
g tasapainopisteiden kautta, niin kuvaus ¢: [0, [— [0, L],

ea>:fmmwo=ié|mov@nus

on aidosti kasvava. Jokaiselle s € [0, 3] pitee

oG <5 @ < do(9).00) < d(5) )

< [l = [ lattnias <.

Siispi
= [t = [Clate @iz [ 5= )
0 0
=log ——— B — 00,
B—Ll1(s)
kun s /' 3, joten maksimaalinen positiivinen maarittelyvéli on [0, col. 0]

Huomaa, ettid vaikka Lauseen 7.2 antama alkuperiisen vektorikentén kanssa ra-
taekvivalentti vektorikenttd ei ole C!, niin sen miirdamilld alkuarvotehtivilli on
konstruktion perusteella yksikésitteinen ratkaisu.

44



Rataekvivalenteilla vektorikentilld f: U — R" ja g: V — R” on homeomorfismi, jo-
ka kuvaa vektorikentén f radat vektorikentéin g radoiksi. Jos rataekvivalenssin méa-
ritelméissi homeomorfismit H ja 7 ovat C*-kuvauksia, niin sanotaan, etti vektori-
kentit f ja g ovat CF-rataekvivalentteja. Vaatimalla lisii sidinnollisyyttd saamme
virtaukset muistuttamaan enemmén toisiaan:

Propositio 7.3. (1) Jos vektorikentit f ja g ovat C'-ratackvivalentteja C*-homeo-
morfismeilla H ja T,

Ho¢!(t,b) = ¢*(n(1), H(D)),
niin H kuvaa vektorikentin f tasapainopisteet vektorikentin g tasapainopisteiksi.
(2) Jos wvektorikentit f ja g ovat C?-ratackvivalentteja C*-homeomorfismeilla H
ja Ty, ja jos by on vektorikentin f tasapainopiste, niin D f(by) ja 7,(0)Dg(H (b))
ovat lineaarisesti konjugaatteja. Jos f ja g ovat C*-konjugaatteja, niin D f(by) ja
Dg(H (b)) ovat lineaarisesti konjugaatteja.

Todistus. (1) Derivoimalla yhtilo

Ho ¢! (t,x) = ¢*(r(t), H(x))
ajan suhteen saadaan yhtilo
or(t)

DH(¢!(t,2)) f(¢! (t,2)) = g(¢°(t, H(@))—5,~

Olkoon z vektorikentin f tasapainopiste. Tillsin OY-lauseen nojalla ¢/ (t, zo) = 2

kaikilla ¢, joten

or(t
ot 1) ~ 0

kaikilla ¢. Oletetaan, etté jollain to péatee g(¢9(t, H(x))) # 0. Jatkuvuuden nojalla
83—9 = 0 jollain vélilld, mutta tdm& on mahdotonta koska 7 on aidosti kasvava
C'-funktio,

(2) Oletetaan, etti f ja g ovat C*-konjugaatteja. Tilléin siis pétee

DH(z)f(z) = g(H(x))
kaikille « € U. Differentioimalla edellinen yhtdlo saadaan tasapainopisteessd b € U
yhtalo

DH(b)Df(b) = Dg(H (b)) DH(b),
joka antaa toisen viitteen. Rataekvivalenssin tapaus on hieman monimutkaisempi,

ohitamme yksityiskohdat. 0

Grobmanin ja Hartmanin lauseen 5.2 mukaan Cl-vektorikentiin virtaus on topo-
logisesti konjugaatti vektorikentén linearisoinnin virtauksen kanssa pienessé ympé-
ristOossa.

Esimerkki 7.4. Olkoot € # 0 ja @ > 7 > 0. Olkoon f: R?* — R3 vektorikentti

axy
(29) f(x) = | (@ —7)22 + exy23
—7T3
Differentiaaliyhtélon @ = f(z) ratkaisu alkuarvolla (X7, X5, X3) on
Xleat
w(t) = | (Xy + eX Xst)el@™)?
X3€7nyt
Differentiaaliyht&lon (29) linearisointi tasapainopisteessd 0 on § = Ay, missd A =
diag(a, @« — v,7), on tyypiltaan lihde. Olkoon ¢ vektorikentén f virtaus. Koska
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matriisin A kaikki ominaisarvot ovat positiivisia, Grobmanin ja Hartmanin lauseen
mukaan on lokaali homeomorfismi H: U — H(U), joka on mééritelty jossain origon
ympéristossa, ja jolle pitee

H((t,2)) = exp(At)H (x)

kaikille z € U ja itseisarvoltaan riittdvéin pienille .
Homeomorfismit
T
Hi(z) = | x3 — exyx3log |x1]/loga
T3
ja
x
Hy(x) = | 2 — exyzlog |x3]/ loga
T3
konjugoivat vektorikentdn f ja sen linearisoinnin virtaukset. Vektorikentta f on sel-
visti C*-kuvaus mutta kuvaukset H, ja H, eiviit ole Cl-kuvauksia. Yleisemmin
osoittautuu, ettd differentiaaliyhtélon (29) virtausta ei voi konjugoida linearisoin-
tinsa virtaukseksi C'-kuvauksella.
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8. EPAAUTONOMISET LINEAARISET DIFFERENTIAALIYHTALOT JA VIRTAUKSEN
SILEYS

Osoitamme tissi luvussa, ettd Cl-vektorikentiin virtaus on Cl-kuvaus. Todistus
perustuu variaatioyhtdlon kdyttoon: Autonomisen differentiaaliyhtédlon & = f(z)
ratkaisun x: I — R" variaatioyhtalé on

(30) a(t) = Df(x(t))u().

Variaatioyhtdlo on erikoistapaus suuremmasta luokasta epdhomogeenisia differen-
tiaaliyhtdloitd, joiden ratkaisujen kiyttdytyminen tunnetaan melko hyvin. Tarkas-
telemme siis ensin yleisempéda vektorikentédstd riippumatonta tilannetta:

Olkoon A jatkuva kuvaus joltain reaalilukuvililtd n X m-matriisien avaruuteen
M, (R). Differentiaaliyht&lo

u(t) = A(t)u(t)
on epdaautonominen lineaarinen differentiaaliyhtilo. Koska A(t) on lineaarikuvaus
jokaisella t, tallaisen differentiaaliyhtdlon ratkaisut muodostavat vektoriavaruuden.

Harjoituksissa osoitetaan, ettd epdautonomisille yhtaldille pitee vahvempi versio
OY-lauseesta:

Lause 8.1. Olkoon I = [ty,to+a] C R kompakti vili. Olkoon A: I — M, (R) jatkuva
kuvaus. Talloin alkuarvotehtavdlla

on yksikdsitteinen ratkaisu valilld I.

Olkoon E C R™. Olkoon A epityhji joukko ja olkoon f,: EF — R" jokaiselle
a € A. Kuvausperhe (f,)aca on yhtdjatkuva, jos jokaisella € > 0 on § > 0 siten, etti
| fa(z) = faly)]| < € kaikille z,y € E, joille ||z — y|| < ¢ kaikille a € A . Erityisesti,
jos kaikki kuvaukset f,, a € A ovat K-Lipschitz-jatkuvia samalla K > 0, niin perhe
(fa)aca on yhtdjatkuva.

Topologian kurssilla osoitetaan
Lause 8.2 (Arzelan ja Ascolin lause). Olkoon E C R™ kompakti joukko. Jos (fa)aen

on tasaisesti rajoitettu yhtdjatkuva jono kuvauksia, niin silld on tasaisesti suppeneva
osajono. Tdmd osajono suppenee kohti tasaiseti jatkuvaa kuvausta f: E — R". [

Lauseen 8.1 todistuksen voi perustaa esimerkiksi seuraavaan yleiseen tulokseen.

Lause 8.3 (Peanon olemassaololause). Olkoon U C R™ avoin. Olkoot b € U ja
r > 0 siten, etti B(b,r) C U. Olkoon I = [to,to + a] C R suljettu vili. Oletetaan,
ettd kuvaus f: I xU — R"™ on jatkuva ja || f(x,t)|| < M joukossa I x B(b,r). Olkoon
a = min(a,r/M). Tallin alkuarvotehtivalla

:'t - f(t7 x)?
31
(31) {x(a) =b
on ainakin yksi valilld [to, to + o] mddritelty ratkaisu.
Todistus. Olkoon ¢ > 0, ja olkoon yo: [—d, 8] — R™ Cl-kuvaus, jolla on ominaisuudet
yolto) =0, lyo(t) = bll <, ja [lyo(@)] < M,
kun t € [—4,d]. Mairitellddn kuvaus y.: [to — 0,0 + a] — R™ kaikille 0 < € < ¢
asettamalla ensin
ye(t) = yo(t), kun t € [t() - 5, to],
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ja
t
ye(t) =10 +/ f(s,ye(s —€))ds, kun t € [tg,to + min(e, a)],
to

Talloin y. toteuttaa

lye(t) = bl = ||/t f(s,ye(s — €))ds|| < Mt —to| <,

koska |t — to| < a < r/M, ja vastaavalla laskulla niahd&én, ettd y. on M-Lipschitz-
jatkuva vialilla [ty — 6, ¢ + min(e, )]. Asetetaan sitten

= b+/ f(s,y(s —€))ds, kun t € [ty + min(e, o), to + min(2e, a)],

ja saadaan M-Lipschitz-jatkuva kuvaus, joka toteuttaa |ly.(t) — b|| < r, kun t €
[to— 9, to+min(2e, a)]. Jatketaan néin, kunnes on médritelty jatkuva kuvaus y.: [to—
d,to + a] — R™, jolla on samat ominaisuudet koko méirittelyvalillaan.

Perhe (ye)o<e<s on rajoitettu, koska kaikkien kuvausten kuvajoukot sisiltyvét pal-
loon B(b,7) ja se on yhtijatkuva koska kaikki kuvaukset ovat M-Lipschitz-jatkuvia.
Siis Arzelan ja Ascolin lauseen 8.2 nojalla on jono (€(n))nen, jolle €(n) — 0 ja yem)
suppenee tasaisesti kohti jatkuvaa kuvausta y: [to—d,to+a] — B(b,r), kun n — oo.
Koska kuvaus f on tasaisesti jatkuva kompaktissa joukossa I x B(b,r), saadaan in-
tegraaliyht&lo

t

ot) = Jim () = b Jim [ Flspn()ds = b+ [ fGs,u(s)ds

n— o0 to
joten y on alkuarvotehtévin (31) ratkaisu. O
Esimerkki 8.4. Tarkasteltaessa yksiulotteisen alkuarvotehtavin {y (:)y ) rat-
y =

kaisua valilla [0, 1] Peanon olemassaololauseen avulla voidaan aloittaa vakioratkai-
sulla yg = 1. Maéritellddn sitten

t
ye(t)zl—l—/ds:lth
0
valilla [0, €] ja sen jilkeen
t t (s —¢)?
yg(t)—l—l—/ ye(s—e)ds—1+e+/(1+s—e)ds—1+s+T
0 €

ja jatketaan ndin. Kun € — 0 funktiot y. suppenevat tasaisesti kohti eksponentti-
funktiota. Kuvassa funktion y /5 ja alkuarvotehtivin ratkaisun, eksponenttifunktion
(ylempi kdyra) kuvaajat.

25+
201

15+

“02 04 06 08 10
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Seuraavia tuloksia tarvitaan C'-vektorikentiin virtauksen differentioituvuuden to-
distuksessa. Nami sisdltyvit ensimmaisen kurssin toiseen harjoitustyohon, todistuk-
set esitetddn mm Perkon [Per| ja Hirsch-Smale-Devaneyn [HSD| kirjoissa.

Propositio 8.5 (Gr(é)nwallin epayhtdld). Olkoon g: [0,a] — [0, 00[ jatkuva funktio.
Jos on C' >0 ja K > 0, joille

g(t) < C + K/Otg(s)ds

kaikille t € [0, a], niin g(t) < CeX? wililld [0, a]. O

Toinen tarvitsemamme tulos on ratkaisujen jatkuva riippuvuus alkuarvosta hie-
man eksplisiittisemmassid muodossa:

Lause 8.6. Olkoon U C R™ avoin. Olkoon f: U — R™ K-Lipschitz-kuvaus. Olkoot
x,y: I — U differentiaaliyhtilon & = f(x) ratkaisuja suljetulla vdlilla I = [to, t1].
Talloin kaikille t € I pdtee

ly(t) — 2] < [ly(to) — (to) "™ . O

Nyt voimme todistaa luvun paédtuloksen:

Lause 8.7. Olkoon U C R™ avoin joukko ja olkoon f: U — R™ Cl-vektorikenttd.
Olkoon x: I = [to, to + a] — U alkuarvotehtivin

ratkaisu. Olkoon & € R™ siten, ettd x + & € U. Olkoon y = y¢: I — U alkuarvoteh-

tavan
y=f(y)
y(to) =b+¢

ratkaisu ja olkoon u = ug: I — R"™ alkuarvotehtdvin (32) ratkaisua x vastaavan
variaatioyhtdlon

u(t) = Df(x(t))u(t)

ratkaisu alkuarvolla &. Talldin

y(t) = z(t) + u(t) + o(§)
tasaisesti katkilla t € 1.

Todistus. Koska f on jatkuvasti differentioituva, sille péatee

f(p)=f(¢) + Df(p)(q — ) +o(q —z), kun p — ¢

kaikilla p, ¢ € U tasaisesti (muuttujan ¢ suhteen) kompakteilla joukoilla. Tarkastel-
tavien alkuarvotehtavien kanssa ekvivalenteista integraaliyhtaloista

y(t) =b+ €+ / F(y(s))ds,
x(t) :b~|—/t f(z(s))ds, ja

u(t) =& +/t Df(x(s))u(s)ds
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saadaan
(33)

y(t) — (z(t) +u(t)) = /t (f(y(s)) = f(x(s)) = Df(x(s))u(s))ds
= t Df(x(s) (y(s) —x(s) — u(s))ds —i—/ o(z(s) — y(s))ds.

to

Valitaan 0 > 0 siten, ettd ratkaisukiyrin x(/) suljettu J-ympéristo As5(z(1))
sisiiltyy joukkoon U. Koska f on C!, se on K-Lipschitz- jatkuva joukossa A;(z(I))
jollain K > 0. Oletetaan, etté ||€|| = ||y(to) — z(to)|| < e 6. Tilldin jainndstermii
voidaan arvioida Lauseen 8.6 avulla:

/ o(x(s) — y(s))ds = / o(2(0) — y(0) X)) ds = o(),

to to

kun £ — 0.
Olkoon N = maxer [|[Df(x(s))]|. Yhtédlostd (33) saadaan arvio

t
ly(t) — (@(t) + u(®))]] < N/ ly(t) — (x(t) + uw(t))[| + o(£),
to
joten Gronwallin epéyhtilon nojalla kaikille ¢ € [to, to + a] pétee

ly(t) = ((t) + u(@®))]| < o(€)e™ ™ < o(€)e™ = o(€) .
0

Seuraus 8.8. Jatkuvasti differentioituvan vektorikentdn virtaus on jatkuvasti diffe-
rentioituva.

Todistus. Vektorikentén f virtauksen ¢ aikaderivaatta on % = f(¢(t,x)), joten
se on jatkuva.
Lauseen 8.7 antama kuvaus £ — ue(t) on lineaarikuvaus. Nyt

O(1,0+€) = ye(t) = 2(t) + ue(t) + 0(€) = b(t, b) + ue(t) + o(E),

joten avaruuskomponenttien suhteen osittaisderivaatat sisiltyvit edellisen lauseen

mukaan lineaarikuvaukseen & — wug(t). Jatkuvuus alkuarvoista antaa jatkuvuuden.
O

Pistetté, joka ei ole tarkasteltavan vektorikentin tasapainopiste, sanotaan usein
sadnndlliseksi pisteeksi. Lauseen 8.8 avulla voimme nyt osoittaa, ettd sddnnollisen
pisteen lahelld virtaus kiyttaytyy hyvin sdannollisesti:

Propositio 8.9. Olkoon f: U — R™ Cl-vektorikenttd. Olkoon xo vektorikentin f
sidnnéllinen piste. Télloin on pisteen xo avoin ympéiristo N ja C'-diffeomorfismi
H: N —] — e €¢[" siten, ettd

(34) H(¢(t, x)) = H(x) + (£,0,...,0)
kaikille x € U ja itseisarvoltaan riittdvin pienille t.

Todistus. Oletetaan, ettd xy = 0, ja ettd f(0) = («,0,...,0). Olkoon 0 € V- C R"
pieni pallo, ja méaritellidn G: V — R",

G(y) = o1, (0,52, - -, Yn))-
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Kuvaus G on selviisti C!, koska se on muodostettu siistiksi oletetun virtauksen avulla.
Lisdksi G on kidntyvi jossain origon pienessd ymparistossa kadnteiskuvauslauseen
nojalla:

9G(0)  96(0,0) .
oI o ot _f(o)—(Oé,O,...,()),

ja kuvaus x — ¢(0,(0,z)) on avaruuden R"~! identtinen kuvaus, joten DG(0) =
diag(a, 1,...,1), joka on kddntyva.

Olkoon nyt H kuvauksen G kddnteiskuvaus jossain pienessd origon ympéristossa.
Talloin H toteuttaa ehdon (34), jos ja vain jos G toteuttaa

o(t, G(y)) = Gy + (£,0,...,0))
kaikille y ldhelld origoa ja kaikille itseisarvoltaan riittdvin pienille £. Mutta virtaus-
ominaisuuden perusteella saadaan

o(t,G(y)) = ot (Y1, (0,92, - .., yn))) = (Y1 +1, (0,92, - .., Yn))
=Gy +t,y2, -, yn) = G((y1, 92, - - -, Yn) + (£,0,...,0))

kuten pitikin. Halutun muotoinen ympéristé saadaan valitsemalla sivun pituus e
riittavan pieneksi U

Proposition 8.9 antama ympéristé N on wirtauslaatikko (flow box): Diffeomor-
fismin A antamissa koordinaateissa virtaus on yksinkertaisesti siirto ajan ¢ verran
suuntaan, joka méiraytyy vektorikentdn arvosta pisteessi p, kunhan aika on riitta-
vén pieni. Hypertason {y; = 0} kuutiota | — €, €[ leikkaavan osan alkukuvaa kuvauk-
sella H, joka on siis sen kuva kuvauksella G = H 1,

G(07y27"‘7yn) - ¢(O’ (07y27"'ayn>> - (O’y27"'7yn)

sanotaan lokaaliksi poikkileikkaukseksi tai lokaaliksi sektioksi pisteessa xq. Tassé kon-
struktiossa lokaali poikkileikkaus on vektorin f(z() kanssa pisteessi xy kohtisuora
hypertason osa.

Yleisemmin mikd tahansa lokaali hyperpinta S, joka on vektorikentdn f kanssa
lokaalisti transversaalinen (siis f ei ole pinnan S tangenttivektori missidn pisteessé)
on vektorikentdn f lokaali poikkileikaus.

“H ’
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9. LINEAARISTEN YHTALOIDEN STABIILISUUS

Palaamme hetkeksi lineaaristen differentiaaliyhtdloiden tarkasteluun ja tdyden-
ndmme ensimmaiselld kurssilla luvussa 3 tehtyé tarkastelua.

Olkoon A reaalinen n x n-matriisi. Reaalista ominaisarvoa A\ vastaava juuriavaruus
on

E,\ = E)\(A) ={v € R": (A —\)Fv =0 jollain k € N} = ﬂ ker(A — X,
keN
ja kompleksiselle ominaisarvolle A se on
Ex=E\(A) ={veC": (A— A" =0 jollain k € N} = ﬂ ker(A — \I)* c C".
keN

Kompleksista ominaisarvoparia A, A vastaava reaalinen juuriavaruus on
E\M;\ = EA’;(A) = (E)\ @D E;\) NR" = Re E)\ @ Im E/\ = Re E;\ @ Im E\j\.

Tata aihetta sivuttiin ensimméisen kurssin kolmansissa harjoituksissa, kun tarkas-
teltiin 2n X 2n-matriiseja, joilla ei ole reaalisia ominaisarvoja, ja osoitettiin, etté
kompleksisten ominaisvektorien reaali- ja imaginaariosat muodostavat avaruuden
R2" kannan.

Matriisin A vakaa aliavaruus eli stabiili aliavaruus on

E=EA) =PEe P E.s
A<0 AEC\R
Re A<0

sen epdvakaa aliavaruus eli epdstabiili aliavaruus on

E* = EY(A) = EBE\/\ ® GB By,
A>0 AeC\R
ReA>0

ja sen keskusaliavaruus on

Esimerkiksi Jordanin kanonisen muodon (Lause 3.1) avulla ndhd&én, etté
R"=E*® E°® E".
Esimerkki 9.1. Olkoot «, # € R. Matriisin

a B 0
_Baﬂ:: —%3 (6% 0
0 0 -1

ominaisarvot ovat —1 ja a£43. Matriisin A, g vakaa, epédvakaa ja keskusaliavaruus
riippuvat reaalisen parametrin o merkista:

Matriisin

0

0
-1

SO W®

0
Bog=| -8
0

ominaisarvot ovat —1 ja +¢/3, joten
E*(Byg) = {x € R® : 2y = x5 = 0},
E°Byg) ={x € R® : 13 =0}
ja E*(Bog) = {0}
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Jos a # 0, niin E°(B, 5) = {0}. Lisiiksi, jos @ < 0, niin E*(Ba) = R3, ja jos
a > 0, niin

E*(Bag) = {r € R® : 2y = 1y = 0},

ja

Kuva 12. Kaksi eri ndkyméa epéstabiilissa aliavaruudessa olevasta
ratkaisusta (punainen) ja toisesta ratkaisusta, joka ei ole stabiilissa
eiké epastabiilissa aliavaruudessa, kun oo = 1 ja 3 = 15.

Ensimmaéinen havainto avaruuden jaosta vakaasen ja epidvakaaseen aliavaruuteen
ja keskusaliavaruuteen on, ettd jako on invariantti, myos eksponentoinnin jilkeen:

Lemma 9.2. (1) A(E*(A)) C E*(A), A(E“(A)) C E*(A) ja A(E°(A)) C E°(A).
(2) Aliavaruudet E*(A), E°(A), E*(A) ovat invariantteja avaruuden R" virtaukses-
sa ¢i(x) = exp(At)z. O

Todistus. Kohta (1) on helppo havainto ja kohta (2) seuraa kiyttamalld matriisien
eksponenttifunktion sarjaesitysta. 0

Differentiaaliyhtilon © = Ax virtaus on

¢i(x) = exp(At)z.

Lineaarikuvauksen exp(A) ominaisarvot ovat luvut e*, missi A kiiy lipi matriisin A
ominaisarvot. Lineaarikuvausta kutsutaan yleensa hyperboliseksi, jos silla ei ole yh-
tdan ominaisarvoa, jonka moduli on 1. Téstd aiheutuu pieni terminologinen kiemu-
ra: Lineaarista differentiaaliyhtilod © = Ax sanotaan hyperboliseksi, jos matriisin A
keskusaliavaruus on triviaali. Télloin siis matriisi exp(A) on hyperbolinen. Epéline-
aaristen differentiaaliyhtéloiden yhteydessd sanotaan vastaavasti, ettd vektorikentan
f tasapainopiste b on hyperbolinen, jos differentiaaliyhtilon & = f(z) linearisointi
pisteessi b on lineaarinen.
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Neliomatriisin B ominaisarvot muodostavat matriisin B spektrin Sp(B) ja sen
spektraaliside on

r(B) = max{|\| : A on matriisin B ominaisarvo} = max{|\| : A € Sp(B)}.

Sanomme, ettd jono x; € R™ suppenee kohti pistettd z,, € R" eksponentiaalista
vauhtia, jos ||y — Tl < CKF joillain C' > 0 ja 0 < K < 1, kun n — oo. Jos jono
xr € R™ on rajoittamaton, niin ||zgx|| — oo eksponentiaalista vauhtia, jos ||xy| >
CK* joillain C > 0ja K > 1, kun k — oo.

Propositio 9.3. Jos 7(B) < 1, niin B¥(x) — 0 kaikille v € R™\ {0} eksponentiaa-
lista vauhtia, kun k — oc.

Todistus. Oletetaan, ettd B on reaalisessa Jordanin kanonisessa muodossa. Tehddin
muuttujanvaihto lineaarikuvauksella, jonka matriisi on

diag(1,6,62,...,6mM1)

reaalista ominaisarvoa A\ vastaavaa Jordanin blokkia vastaavassa B-invariantissa ali-
avaruudessa, jonka dimensio on m(\), ja jonka matriisi on

diag(ll, 5]2, 5212, ey 5m(/\)/2—1]2)

kompleksista ominaisarvoa A vastaavaa Jordanin blokkia vastaavassa B-invariantissa
aliavaruudessa, jonka dimensio on m(\).
Uudessa kannassa Jordanin blokkeja vastaavat matriisit ovat muotoa

A0
A0
()\) tai
A0
A
reaaliselle ominaisarvolle A ja
C\ 0l
C\ ol
C\ = (—&ﬁ g) tal '
0l
Cx

kompleksiselle ominaisarvolle A = « + 3.

Muistetaan vield, etta kaikki avaruuden R™ normit ovat ekvivalentteja ja ne méaa-
rdavit saman topologian, joten lauseen viitteen todistamisessa voidaan valita ti-
lanteeseen sopiva normi. Olkoon siis || - || euklidinen normi edelli muodostetussa
kannassa. Télloin

6] = max [|Az]| <r(A) + 9

[lzll=1
Valitsemalla § riittdvin pieneksi saadaan siis ||B|| < K < 1, joten kaikilla z €
R™\ {0} pétee
|B || < E*||z]| — 0,
kun k£ — oo. O
Propositiosta 9.3 seuraa helposti vastaava tulos tilanteessa, jossa matriisin B kaik-

ki ominaisarvot ovat itseisarvoltaan suurempia kuin 1.
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Propositio 9.4. Jos
min{|A| : A € Sp(B)} > 1,
niin B*(z) — oo kaikille v € R™\ {0} eksponentiaalista vauhtia, kun k — oo.

Todistus. Matriisi B on kdantyvé, koska nolla ei ole sen ominaisarvo. Liséksi
Sp(B) = {1/A: A € Sp(B™)},
joten r(B~') < 1 ja Proposition 9.3 mukaan B~! on kutistava. Viite seuraa tésté.
O

Harjoituksissa edellisten tulosten avulla saadaan tulos, joka kuvailee hyperbolisten
lineaaristen differentiaaliyhtéloiden ratkaisujen kiyttdytymisen:

Lause 9.5. Olkoon A reaalinen n X n-matriisi, jonka keskusaliavaruus on triviaali.
Tdlloin

(1) Jos x € E*, niin exp(At)x — 0 eksponentiaalisella nopeudella, kun t — oo ja
|| exp(At)x|| — oo eksponentiaalisella nopeudella, kun t — —oo.

(2) Jos x € E*, niin exp(At)x — oo eksponentiaalisella nopeudella, kun t — oo ja
| exp(At)x|| — 0 eksponentiaalisella nopeudella, kun t — —oo.

(8) Jos x ¢ E*U E*, niin ||exp(At)z|| — oo eksponentiaalisella nopeudella, kun
t — *oo. U

Tason differentiaaliyhtéloiden tapauksessa Lause 9.5 antaa karkean version luvus-
sa 2 tehdysta luokittelusta.
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10. EPALINEAARISEN YHTALON TASAPAINOPISTEEN STABIILISUUS

Tarkastelemme seuraavaksi tasapainopisteen ympéristoa epélineaarisen vektori-
kentdn tapauksessa. Grobmanin ja Hartmanin lause kertoo, ettd hyperbolisen ta-
sapainopisteen ldhelld differentiaaliyhtilon virtaus on topologisesti konjugaatti dif-
ferentiaaliyhtélon linearisoinnin virtauksen kanssa. Yhdistdmaélla tama tieto edelli-
sen luvun tulosten kanssa saadaan hyvi kuva hyperbolisten yhtaléiden lokaalista
kiyttaytymisesti. Téassa luvussa tarkastelemme hyperbolisia tasapainopisteitd kiyt-
tdmattd Grobmanin ja Hartmanin lausetta ja lisdksi selvitimme, milld keinoilla
voidaan tarkastella sellaisten tasapainopisteiden stabiilisuutta, jotka eivit ole hy-
perbolisia.

Olkoon U C R™ avoin joukko ja olkoon f: U — R" vektorikenttd. Vektorikentéin
f tasapainopiste b on
o stabuili tai vakaa, jos jokaiselle avoimelle joukolle V- C U on avoinb € W C V,
jolle ¢(W) C V kaikille t > 0.
e asymptoottisesti stabiili tai asymptoottisesti vakaa, jos b on vakaa ja on pisteen
b avoin ympéristo W, jolle ¢;(x) — b kaikille z € W, kun t — oc.
Jos b ei ole vakaa, se on (tietenkin) epévakaa. Lauseesta 9.5 saadaan télla termino-
logialla

Seuraus 10.1. Origo on hyperbolisen lineaarisen differentiaaliyhtilon © = Ax vakaa
tasapainopiste, jos ja vain jos E*(A) = R".

Lause 10.2. Olkoon b Ct-vektorikentin f tasapainopiste.

(a) Jos kaikki lineaarikuvauksen D f(b) ominaisarvot ovat negatiivisia, niin b on
asymptoottisesti vakaa.

(b) Jos jokin lineaarikuvauksen D f(b) ominaisarvo on positiivinen, niin b on
epdvikaa.

Todistus. (1) Harjoitustehtava.
(2) Oletetaan yksinkertaistamiseksi, ettd b on differentiaaliyhtilon & = f(z) hy-
perbolinen tasapainopiste. Affiinilla koordinaattimuunnoksella voimme olettaa, etté,
b =0, ja ettii differentiaalin D f(0) matriisille A pitee E*(A) = RF, E*(A) = Rk
ja E*(A) L E"(A). Olkoon = = (x4, 2,), xs € E*, x,, € E*. Olkoot 0 < K < 1 ja
K, > 1siten, ettd ||Az|| < K||z| kaikille x € E* ja ||Az|| > K,||z|| kaikille z € E".
Olkoon f(z) = Az + R(z), missd R(z) = o(z), kun x — 0. Valitaan 0 < € <
(K, — K)/4 ja r > 0 siten, ettd ||R(z)|| < €||z]|, kun [|z] < r. Olkoon

K ={z € R": [|lza|| > [Ja]l} N B(0, 7).
Olkoon = = (xg, x,): R — R™ differentialiyhtdlon & = f(x) ratkaisu, jolle (0) € K.
Talloin, kun z(t) € K, pitee
d
7 Ul

|xu

(zu(t)|Azy(t) + Ru(t))
(

Ellzall? = llzu(®)llelz(®)]])
(Kullzull® = 2ellzu(®)]),

joten x, kasvaa eksponentiaalisesti. Siis x(t) poistuu katkaistusta kartiosta K., kun
t — 00.
Tarkastellaan erotusta

2
> 2
> 2

9(t) = llzu@®I” = =)
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Selvisti g(¢) = 0, jos 2(t) on yhtélon [|z,|| = ||z|| mé&rdamalld kartiolla ja g(0) = 0.
Kuten edelld ndhdain, etta

(1) < 20K, +20)lao),

kun z(t) € K,, joten
g(t) = 2(K, — Ky — 4e)||z, ()] > 0

kaikilla ¢t € R, joilla z(t) € K,, joten x(t) poistuu kartiosta pallon B(0,7) reunan
lapi. Erityisesti se poistuu pallosta B(0,7) riippumatta siitd, kuinka ldheltd tasa-
painopistettd alkuarvo valitaan. Siis tasapainopiste ei ole vakaa. 0

Olemme jo ensimmaéisen kurssin kuudensissa harjoituksissa havainneet, ettd tasa-
painopisteen vakaudesta ei voi paitella mitdan ilman lisdtietoja, jos linearisaation
joidenkin ominaisarvojen reaaliosa on nolla.

Jos b on asymptoottisesti vakaa tasapainopiste, niin sen maksimaalista avointa
ympéristoa W, jossa pitee ¢(z) — b, kun t — oo kaikille z € W, sanotaan pisteen
b attraktioaltaaks:.

Esimerkki 10.3. Differentiaaliyhtilon
. —x9 + exy||z|?
(35) T = < o1+ exl|z]? )
ainoa tasapainopiste on 0. Sen linearisaatio on kaikilla ¢ € R sama yhtilo
. (0 -1
=1y o )®

Linearisaation kerroinmatriisin ominaisarvot ovat =+, joten Lausetta 10.2 ei voi so-
veltaa. Differentiaaliyhtélo (35) on napakoordinaattimuodossa

7= er’
6=1,

joten 0 on asymptoottisesti vakaa, kun € < 0, vakaa, kun ¢ < 0 ja epidvakaa, kun
e > 0.

KuvA 13. Pisteen (%,O) radan osia, kun e = —1,0, 1.

Kun € < 0, niin koko R? on origon attraktioallas.
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Jos tasapainopiste ei ole hyperbolinen, sen vakaus tai asymptoottinen vakaus voi-
daan joskus péitelld seuraavalla Liapunovin menetelmdlld. Téssd menetelméssa dif-
ferentiaaliyhtidlon ratkaisua ei tarvitse tuntea mutta tarvitaan vektorikentin kanssa
oikealla tavalla yhteensopiva reaaliarvoinen funktio.

Olkoon U C R" avoin joukko, ja olkoon f: U — R™ Cl-vektorikentti. Differen-
tioituvan funktion L: U — R rataderivaatta on

. G(L o ¢t($))
L(z) = DL(x)f(x) = 5 ’t:O'

Olkoon V' C U vektorikentéin f tasapainopisteen b avoin ymparisto. Differentioi-

tuva funktio L: V — R on vektorikentin f Liapunovin funktio pisteessi b, jos

(a) L(b) =0 ja L(z) > 0 kaikilla x € V'\ {b} ja

(b) L(z) <0 kaikilla z € V'\ {b}.
Jos Liapunovin funktio L toteuttaa vahvemman ehdon

(b") L(z) < 0 kaikilla x € V' \ {b},
niin L on aito Liapunovin funktio.

Lause 10.4 (Liapunovin lause). Olkoon b vektorikentin f: U — R" tasapainopiste.
Jos jossain pisteen b avoimessa ymparistossé V- C U on (aito) Liapunovin funktio,
niin b on (asymptoottisesti) vakaa.

Todistus. Olkoon § > 0 siten, ettd B(b,d) C V, ja olkoon

a= min L(z) > 0.
2€0B(b,5)

Olkoon

W ={z € B(b,0) : L(x) < a}.
Nyt W on tasapainopisteen b avoin ympéristo, ja koska L < 0, niin joukosta W
ldhtevit ratkaisut pysyvét siind. Siispd b on vakaa.

Oletetaan, ettd L < 0. Olkoon z differentiaaliyhtilon & = f(x) ratkaisu, jolle
f(0) € W. Olkoon z € wy(x) C B(0,6). Koska kuvaus t — L(z(t)) on viihenevé,
niin L(z) < L(z(t)) kaikille t > 0. Jos z # b, niin L(z) < 0, joten L(¢4(2)) < L(2)
kaikille s > 0. Koska ¢ on jatkuva, niin kiinnitetylle s > 0 on r < 0 siten, etté kaikille
x € B(z,r) pitee L(¢s(x)) < L(z). Mutta téstd saadaan ristiriita tarkastelemalla
pistetta x(t) € B(z, 7). O

Esimerkki 10.5. Ensimmaéisen kurssin viidensissid harjoituksissa osoitettiin, etté
funktio )
a TC
V(?”, h) = @J
on invariantti Lotkan ja Volterran differentiaaliyhtdlon

(36) 7 = ar — bhr,
h = —ch + dhr,

virtauksessa. Itse asiassa funktio
L(r,h) = —logV(r,h) 4+ log V(D)
on differentiaaliyht&lon (36) Liapunovin funktio tasapainopisteessé
b= (r,h) = (c/d,a/b).

Kun r;h > 0, funktion L tasa-arvojoukot ovat topologisia ympyroitd. Koska L=0
ja tarkastellaan tason systeemid, nama kiyrit ovat suljettuja ratoja.
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Esimerkki 10.6. Funktio L(z1, 22) = |21]?+]22|* on lineaarisen differentiaaliyhtilon
21 = 27Ti21
Z9 = 2Tt 2y

Liapunovin funktio ja L = 0. Kuten edelliikin Liapunovin funktion tasa-arvojoukot

ovat hyperpintoja. Kuitenkaan emme voi paitelld, ettd radat ovat suljettuja, itse
asiassa esimerkissd 6.11 osoitettiin, ettd radat eivat usein ole suljettuja.

Olkoon U C R™ avoin joukko ja olkoon V': U — R siled funktio. Differentiaaliyh-
talo

(37) T =-VV(x)
on funktiota V vastaava gradienttisysteemi.

Propositio 10.7. Olkoon V siled funktio. Tdlloin

(a) vektorikentta —V'V on kohtisuorassa funktion V tasa-arvojoukkoa vastaan
jokaisessa vektorikentin —V'V sddnnollisessd pisteessa. Tdmdn pisteen ym-
paristossd funktion V' tasa-arvojoukot ovat hyperpintoja.

(b) jos b on gradienttisysteemin (37) tasapainopiste, niin sen linearisoinnin kaik-
ki ominaisarvot ovat reaalisia.

(c) jos b on funktion V' aito lokaali minimipiste, niin funktio x — V(x) — V(D)
on on vastaavan gradienttisysteemin (37) aito Liapunovin funktio pisteessd b
ja b on systeemin asymptoottisesti vakaa tasapainopiste.

(d) kaikki gradienttisysteemin (37) w-rajapisteet ovat systeemin tasapainopistei-
td.

Todistus. Kohdat (a) ja (b) todistettiin ensimmaéisen kurssin viimeisissd harjoituk-
sissa. Kohta (d) tehd&én harjoituksissa.

Kohdan (c) todistusta varten huomaamme, ettd funktio x — V(z) — V(b) on
selvisti positiivinen jossain pisteen b punkteeratussa ympéaristossé. Lisdksi

V(z) = DV(2)(-VV(2)) = = VV(2)|* <0,

koska oletimme, ettd b on eristetty kriittinen piste. Viite seuraa Liapunovin lauseesta
10.4. O

Esimerkki 10.8. Funktio V: R? — R,
V(z) = 2i(e1 — 1)* + 3,
madriaa gradienttisysteemin

i (—4x1(x1 —3)(x1 — 1))
—25(]2 ’
jota tarkasteltiin harjoituksissa 6 ensimmaéiselld kurssilla. Vektorikenttd V1 on koh-
tisuorassa funktion V' tasa-arvokiyrid vastaan. Koska VV(z) = 0 ainoastaan, jos
e =0 ja x1 € {0, %, 1}, niin tasa-arvokiyrit ovat sileitd kaikkialla paitsi tasapaino-
pisteessd (3,0).

Kaikki tasapainopisteet ovat hyperbolisia, ja kaikki radat suppenevat jotain ta-
sapainopistetta: Jos x; < %, niin ¢;(z) suppenee kohti asymptoottisesti vakaata
tasapainopistettd 0 ja jos xq > %, niin ¢;(x) suppenee kohti asymptoottisesti vakaa-
ta tasapainopistetta (1,0), kun t — oo. Suoran x; = % pisteet taas suppenevat kohti
epastabliilia tasapainopistetté, (%, 0).
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KuvA 14. Funktion V tasa-arvokayrid

Lause 10.9 (Krasovskiin ja LaSallen invarianssiperiaate). Olkoon f: U — R™ C!-
vektorikenttd, ja olkoon b € U differentiaaliyhtilon & = f(x) tasapainopiste. Olkoon
L: U — R vektorikentan f Liapunovin funktio pisteessd b. Olkoon P C U pisteen b
suljettu posititvisesti invariantti kompakti ympdristé. Oletetaan, ettd L ei ole vakio
millain maksimaalisella ratkaisukdayrdlld, joka sisdltyy kokonaan joukkoon P\ {b}.
Tdlloin b on asymptoottisesti stabiili tasapainopiste ja joukko P sisdltyy pisteen b
attraktioaltaaseen.

Todistus. Olkoon xy € P siten, ettd w(zg) # {b}. Koska P on kompakti, niin w(xg)
ei ole tyhja. Harjoituksissa osoitettiin, ettd w(z) sisiltyy kokonaan joukkoon P, ja
ettd se on invariantti differentiaaliyhtélon virtauksessa.

Olkoon z € w(xg). Talléin on t; ' oo siten, ettd ¢y, (o) — 2, kun k — oco. Nyt
L(¢r, (z0)) > L(2) kaikilla & ja lim L(¢y, (x0)) = L(z). Toisaalta kaikille s € R pétee
lim L(¢y,+s(x0)) = L(z), koska L on vihenevi rataa pitkin, ja ¢y, 4s(20) — ¢s(2),
kun k£ — oo, joten L(¢s(z)) = L(z) kaikilla s € R. Koska pisteen z rata siséltyy
joukkoon P, onkin l6ydetty kokonaan joukkoon P\ {b} sisdltyvi rata, jolla L on
vakio, mutta tdmé on vastoin oletusta. 0

Esimerkki 10.10 (Epélineaarinen heiluri). Jaykalld varrella akseliin kiinnitetyn
heilurin liikettd kuvaa differentiaaliyhtalo

6+b0+sinf =0,

missd b > 0 on kitkakerroin. Muutetaan tdmé toisen asteen differentiaaliyhtalo yh-
talopariksi valitsemalla toiseksi muuttujaksi v = 6, jolloin saadaan

0=
38
(38) {bz—sin@—bv

Differentiaaliyht&lolla (38) on numeroituva joukko tasapainopisteitd: Tasapain-
opisteet (m + k27, 0) vastaavat heilurin yldasemaa. Niissi pisteissd yhtdlon lineari-

sointi
. (0 1
R S

on hyperbolinen ja ominaisarvojen tulo on negatiivinen. Pisteet ovat siis Lauseen
10.2 nojalla epavakaita. Pisteet (k2m,0) taas vastaavat heilurin ala-asemaa. Néissi
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pisteissd yhtilon linearisointi on

(L),

Jos kitka on positiivinen, niin ala-asema on vakaa tasapainopiste, jos taas b = 0,
niin ominaisarvot ovat puhtaasti imaginaarisia ja linearisointi on keskus.

Epiélineaarisen heilurin Liapunovin funktiona tasapainopisteessé (0, 0) on luonteva
kiyttaa systeemin energiaa

1
E0,v) = §v2 +1—cosé,

joka koostuu liike-energiasta %UZ ja potentiaalienergiasta 1 — cosf. Nyt E(0,0) =0

ja E(6,v) >0, kun (6,v) # 0 ja |0] < 7.

—bv —sinf

E = DE(6,v) ( ! ) = —bv? <0,

joten Liapunovin funktion ehdot toteutuvat kaikilla b > 0. Siis 0 on vakaa kaikilla
b > 0 ja asymptoottisesti vakaa kaikilla b > 0.

Kun b = 0 ndhdédan kuten Lotkan ja Volterran differentiaaliyhtilon tapauksessa,
ettd energiafunktion tasapainokdyrit ovat sileitd kdyria, kun |#| < 7 ja ettd naméa
tasa-arvokayrit ovat systeemin suljettuja ratoja, kun E(6,v) < 2 = E(x,0).

Kun b > 0, linearisaation ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia, joten lokaali
kiyttaytyminen tiedetddn puoleensavetiviksi. Energian tasa-arvojoukko

{(0,v) € [-m,7]| xR : E(0,v) = E(7,0) = 2}
={(6,v) € [-7, 7] x R:v* =2(1 — cosh)}

topologinen ympyré, joka koostuu kahdesta epistabiileja tasapainopisteita (£, 0)
yvhdistiavista radasta. Radat, joiden alkuarvo on tdmin ympyrdn rajaamassa jou-
kossa
P={(0,v) eR*:|0| < E0,7) <2}

pysyvit Jordanin kiyrilauseen nojalla tidssd joukossa, joka on siis positiivisesti in-
variantti. Krasovskiin ja LaSallen invarianssiperiaatteen nojalla joukko P siséltyy
origon attraktioaltaaseen. Nimittéin, jos F on vakio jollain radalla, niin E(0,v) =
—bv? = 0. Siispa v = 0, joten @ = 0. Lisiiksi sinf = o = 0, joten ehdosta || < =
saadaan 6 = 0. Joukossa P \ {0} ei siis ole ratoja, joilla £ on vakio. “Fysikaalinen
padttely” tai Mathematica kertovat, ettd attraktioallas on huomattavasti suurempi.
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Kuva 15. Kitkallisen epélineaarisen heilurin yhtilon ratkaisuja, kun
b=1
2

Matemaattinen heiluri on esimerkki Hamiltonin systeemisti: Olkoon 2 C R*" =
R™ x R™ avoin joukko. Kirjoitetaan pisteen z € U koordinaatit muodossa z = (z,y),
x,y € R". Olkoon H: U — R C%Afunktio, ja méiritelliiin sen osittaisderivaatoista
muodostetut vektoriarvoiset kuvaukset %—ZI, %—I;: U—R",

dH@y) | O oHy) | O
o ot(a) W | oty
(933” ayn
Differentiaaliyht&lo
_ OH(z,y)
=
. OH(z,y)
v= ox

on Hamiltonin systeems, jolla on n vapausastetta. Funktio H on systeemin kokonais-
energia tai Hamiltonin funktio. Harjoituksissa osoitimme Hamiltonin systeemien pe-
rusominaisuuksia:

Propositio 10.11. Hamiltonin systeemin ratkaisut sisdltyvit kokonaisenergiafunk-
tion tasa-arvojoukkoihin 0

Jatkuvasti differentioituvan vektorikentian f: U — R™ tasapainopiste b on dege-
neroitumaton, jos D f(p) on kdantyvé.

Lemma 10.12. Yhden vapausasteen Hamiltonin systeemin degeneroitumattoman
tasapainopisteen linearisointi on keskus tai satula. 0

Téamén avulla osoitetaan viidensissa harjoituksissa

Propositio 10.13. Yhden vapausasteen Hamiltonin systeemin degeneroitumaton
tasapainopiste b on

e vakaa mutta ei asymptoottisesti vakaa, jos sen linearisointi on keskus ja
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e epdavakaa, jos sen linearisointi on satula. 0

Esimerkki 10.14. Olkoon f: I — R C!-funktio jollain reaalilukuvililli I. Funktion
f maaradma Newtonin systeemi on toisen asteen differentiaaliyhtalo & = f(z) tai
vastaava differentiaaliyhtalopari

T =
(39) )

b= f()
Newtonin systeemin liike-energia on T'(v) = %02 ja sen potentiaalienergia pisteen
o € I suhteen on

V(z)=—[ f(s)ds.
o
Systeemin kokonaisenergia on £ =T + V. Nyt
OB _ vty = )
ja
OE(z,v) ., .
o Lw=v

joten Newtonin systeemi (39) on yhden vapausasteen Hamiltonin systeemi. Esi-
merkissd 10.10 tarkasteltu matemaattinen heiluri on Newtonin systeemi, siis yhden
vapausasteen Hamiltonin systeemi.

Esimerkki 10.15. Esimerkissi 10.8 kisitelty funktio V: R? — R2
V(z) =a*(z = 1)* + 1/,

madrdd Hamiltonin systeemin

T =2y

y=—dx(r - 3)(z—1),
jonka radat ovat kuvassa 14 esitettyja funktion V tasa-arvokiyrien komponentte-
ja. Systeemilld on kaksi poikkeuksellista rataa, jotka muodostavat tasapainopis-

teen (3,0) kanssa tasa-arvokiyrin V(z,y) = . TAmi tasa-arvokiyrii on kahdek-

2
sikon muotoinen. Oikeanpuoleinen silmukka on ratkaisun t +— ¢t(1+2‘/§, 0) rata, jolle

¢ (12) — (1,0) oikealta alaviistosta, kun ¢ — oo, ja ¢(122) — (1,0) oikealta
ylaviistosta, kun ¢ — —o0. Vasemmanpuoleinen silmukka on pisteen (1_2‘/5, 0) rata,
joka kiyttiytyy vastaavasti. Tasapainopiste (%, 0) on homokliininen tasapainopiste:

(b(lJFZﬂ) - (%70); kun t — +o0.

63



11. STABIILI JA EPASTABIILI MONISTO

Luvussa 10 osoitimme muunmuassa, ettd hyperbolinen tasapainopiste, jonka li-
nearisoinnin jonkin ominaisarvon reaaliosa on positiivinen, on epavakaa. Nyt todis-
tamme tuloksen, joka antaa huomattavasti tarkemman kuvan sellaisen hyperbolisen
tasapainopisteen ympéristostd, jonka linearisoinnilla on ominaisarvoja joiden reaa-
liosa on negatiivinen ja myods ominaisarvoja, joiden reaaliosa on positiivinen.

Lause 11.1 (Stabiilin ja epistabiilin moniston lause). Olkoon f: U — R™ C!-
vektorikenttd. Olkoon ¢ differentiaaliyhtalon © = f(x) osittainen virtaus ja olkoon b
sen hyperbolinen tasapainopiste. Oletetaan, ettd differentiaalilla Df(b) on 0 < k <n
ominaisarvoa (algebrallisen kertaluvun mukaan laskettuna), joilla on negatiivinen
reaaliosa ja n—k ominaisarvoa, joilla on posititvinen reaaliosa. Tdalldin on avaruuden
R™ k-ulotteinen differentioituva alimonisto Wi (b)), jolla on seuraavat ominaisuudet:
o Jos xg € W (), niin ¢r(zo) — 0, kun t — oo,
e On 0 > 0 siten, etti jos xg € B(b,0) \ W.(p). niin ¢(z) ¢ B(b,d) jollain
t>0.
o Wi .(b) sivuaa differentiaalin D f(b) stabiilia aliavaruutta origossa.
Lisdksi on (n — k)-ulotteinen differentioituva alimonisto WL (b), jolla on ominai-
suudet
o Jos xg € Wk (D), niin ¢(z9) — 0, kun t — —oo0,
e On § > 0 siten, ettd jos xo € B(p,0) \ Wik.(b). niin ¢ (x) ¢ B(b,d) jollain
t <0.
o Wt (b) sivuaa differentiaalin D f(b) epastabiilia aliavaruutta origossa.

Lauseen 11.1 antama monisto W} _(b) on pisteen b lokaali stabiili monisto ja Wi, (b)
on pisteen b lokaali epdstabiili monisto.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd b = 0 ja B = Df(0) = diag(B_, B;), missi B_ on
k x k-matriisi, jonka kaikkien ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia ja By on
(n—k) x (n— k)- matriisi, jonka kaikkien ominaisarvojen reaaliosat ovat positiivisia.
T&llsin f(x) = Br + R(z), missi R on Cl-kuvaus, jolle R(0) = 0, DR(0) = 0 ja
R(z) = o(x), kun  — 0. Jokaisella € > 0 on 0 > 0 siten, ettd R|p(o,s) on e-Lipschitz-
jatkuva.
Maaritellaan kuvaukset U_: R — Mi(R) ja U, : R — M, _,(R) asettamalla

U_(t) = diag(exp(tB-),0)
ja

U, (t) = diag(0, exp(tB,)).
Talloin exp(tB) = U_(t) + U, (t) ja

Us(t) = BUL(1)

kaikilla .
Matriisin B ominaisarvoille tehdyisté oletuksista seuraa, ettd on a, i, 0 > 0 siten,
etta
ReSp(B)N] —00,0[=ReSp(B_) C] — 00, al,
IU-(@)]| < Kemtato)
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kaikilla ¢ > 0 ja
UL (1)]| < Ke”

kaikilla ¢t < 0.
Olkoon a € R"™. Tarkastellaan integraaliyhtiloa

(40) O(t,a) =U_(t)a +/0 U_(t —s)R(0(s,a))ds — /too Up(t —s)R(0(s,a))ds .

Kuten OY-lauseen todistuksessa voidaan osoittaa peréttiisten approksimaatioiden
menetelmélld (Harjoitus 11), ettd télld yhtalolld on ratkaisu, kun € < ;% ja [lal| <
%. Lisdksi ratkaisu toteuttaa arvion

(41) 10(t, a)|| < 2K||afe™

kaikilla £ > 0.

Oletetaan, etti a € R* x {0}. (Itse asiassa vektorin a n — k viimeistd kompo-
nenttia eiviit vaikuta perattiisten approksimaatioiden avulla saatuun ratkaisuun.)
Nyt 6(t,a) on differentiaaliyhtélon & = f(z) ratkaisu alkuarvoilla 6(0,a); = a;, kun
1<i1<kja

(0. a), = (- /too UL (=) RO, (ar,. ..., 0))ds) .

kun k +1 < i < n. Differentioituvan kuvauksen ¥: B(0, %) — R" ¥,
Wiay,...,ar) = 0(0,a);—

graafi on avaruuden R™ alimonisto W _(b).

Jos alkuarvo valitaan alimonistolta W} _(b), niin se méérdd OY-lauseen nojalla
jonkin ratkaisun 6(¢,a). Siispa W (b) on positiivisesti invariantti ja ratkaisujen w-
rajajoukko on 0, jota ldhestytdin vieldpa eksponentiaalisella nopeudella, kun t — oo
arvion (41) nojalla. TAm4 todistaa ensimmaéisen véitteen.

Olkoon zy € B(0,6) \ Wi _.(b), ja olkoon y differentiaaliyhtélon © = f(z) ratkai-
su, jolle y(0) = =z ja y(t) € B(0,6) kaikilla ¢ > 0. Talloin ratkaisu y toteuttaa
integraaliyhtalon
(42)

o(0) = explB)0 + [ exp((t — $)B)R(y(s))ds

~ U+ U)o+ [ Ut~ ) Rly(s))ds — | vt = sRtu(s)as
vakiovektorilla -
c:zz:o—i—/o U (=) R(y(s))ds
Integraalit t
/0 U_(t — s)R(y(s))ds
ja .
- / Uyt - 5)R(y(s))ds

suppenevat koska oletimme, etti y(s) € B(0, d) kaikilla s > 0 ja funktio R on rajoi-
tettu tdssd joukossa. Siis kaikki muut termit integraaliyhtilossi (42) mahdollisesti
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termid U, (t)c lukuunottamatta ovat rajoitettuja, kun ¢ — oo. Itse asiassa lineaa-
risten yhtéiloiden stabiilisuusteoriasta tieddmme, ettd U, (t)c on rajoittamaton, jos
¢; # 0 jollain k < j < n. Télléin siis Uyc = 0 ja integraaliyht&lo (42) tulee muotoon
(40).

Lauseen toinen viite tulee todistetuksi, kun osoitamme, etti integraaliyhtilon (40)
ratkaisu 6, jolle 0(¢,a) € B(0,0), kun ¢ > 0 on yksikésitteinen. Talloinhén rajoitettu
ratkaisu on yksi todistuksen ensimmaéisessd osassa loydetyistd ratkaisuista, jotka
sisdltyviit stabiiliin monistoon. Jos 6; ja 65 ovat integraaliyhtdlon (40) ratkaisuja
samalla a ja niiden ratkaisut sisdltyvét palloon B(0,4), niin

161(a, ) = O2(a, 1)]| <

t oo
Ke(e e”®|01(a, s) — Oz(a, s)||ds + e e *||01(a, s) — O2(a, s)||ds ).
0
t

Téasta seuraa epayhtalo

2Ke
sup [[01(a, t) — b>(a, t)|| < ——sup [|01(a, t) — O2(a, 1)
>0 0 >0
Mutta oletuksistamme seuraa, ettd 25¢ < 1, joten sup,s [|61(a,t) — ba(a, t)|| = 0.

Kolmas viite, ettd stabiili monisto sivuaa linearisoinnin stabiilia aliavaruutta ori-
gossa todistetaan samaan tapaan. Yksityiskohdat esitetdén esimerkiksi Coddingto-
nin ja Levinsonin kirjassa [CL, s. 333].

Epéstabiilia monistoa koskevat viitteet seuraavat edella todistetusta tarkastele-
malla systeemid & = —f(z), koska télloin stabiilin ja epéstabiilin moniston roolit
vaihtuvat.

O

Stabiilin ja epéstabiilin moniston lause antaa hyperbolisen tasapainopisteen ym-
pariston jaon pisteisiin, jotka virtaavat kohti tasapainopistettd, kun aika lahestyy
positiivista tai negatiivista ddrettomyyttd, ja jéljelle jadvaan avoimeen joukkoon.
Seuraava médritelmé antaa globaalin version néistd monistoista:

Olkoon f: U — R™ Cl-vektorikentti, jota vastaa virtaus ¢, ja olkoon b differen-
tiaaliyhtélon & = f(x) tasapainopiste. Tasapainopisteen b globaali stabiili monisto
on

We(b) = {r € R*: ¢y(z) — b, kun  — oo}
ja sen globaali epdstabiili monisto on

W) = {z € R*: ¢4(x) — b, kun x — —o0}

Esimerkki 11.2. Esimerkissd 10.10 késitellyn matemaattisen heilurin hyperbolisen
tasapainopisteiden ((1 + 2k)7,0), k € Z, (globaalit) stabiilit ja epéstabiilit monis-
tot saadaan valisemalla vuorotellen alempi ja ylempi haara kokonaisenergian tasa-
arvojoukossa

{(0,v) € R*: E(§,v) = E(7,0) =2} = {(0,v) € R* : v* = 2(1 — cosh)},

kuvan 15 mukaisesti.

Esimerkki 11.3. Propositio 10.13 ei sovellu funktion H: R? — R,
1 1
H =y — 28
(2,y) = 5y" — 32
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maidrddaman Hamiltonin systeemin

T=1y
g =

tasapainopisteen 0 tarkasteluun koska O on tarkasteltavan vektorikentdn degeneroi-
tunut tasapainopiste. Samasta syystd emme voi myoskain soveltaa Stabiilin ja epés-
tabiilin moniston lausetta. Voimme kuitenkuin maarittida origon stabiilin ja epés-
tabiilin moniston: H(0,0) = 0, joten epéstabiili ja stabiili monisto siséltyvit tasa-
arvojoukkoon H~'(0) = {(z,y) € R? : y* = 22°}. Tami kiiyrd on muodoltaan kdirks
(cusp). Koska ¢ = x? > 0 kaikkialla, niihdééin, ettéi kilyrin alempi haara on origon
stabiili monisto ja ylempi haara on origon epéastabiili monisto.

15

1.0

0.5

0.0

-05

-10

-15

-10 -05 0.0 0.5 1.0 15

N
oLl + v v e e e e e e e e e e

KUvA 16. Hamiltonin funktiota H(x,y) = 3y*> — $2° vastaavan Ha-
miltonin systeemin ratoja ldhelld tasapainopistetta 0.

Lokaali ja globaali stabiili ja epastabiili monisto voidaan maéritelld yleisemminkin
kuin kiintopisteelle: Jos zy € U on piste, jonka rata on jaksollinen: ¢p(zg) = o
jollain minimaalisella 7" > 0, olkoon

D= o(R,z0) = | (o) = | oelo) .
teR 0<t<T
Olkoon
d(z,K) = Héllr{l |z —x +|

pisteen 2z ja kompaktin joukon K etdisyys. Méadritelladn radan I' globaali stabiili
monisto

WH() ={z € R* : d(¢(x),T) — 0, kun x — oo}
ja sen globaali epdstabiili monisto

W) ={z € R? : d(¢4(x),I') — 0, kun  — —oo}
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Esimerkki 11.4. Tason {zx € R?: 3 = 0} yksikkéympyri
P={reR®: 2 + 25 =125 =0}
on invariantti differentiaaliyht&lon
—x9 +1(1 — 22 — 23)
b= x4+ 2(1 — 2% —23)
T3
madraamassa osittaisessa virtauksessa. Itse asiassa I' on minké tahansa pisteen p € I'
jaksollinen rata. Harjoituksissa osoitettiin, etté

W) ={z €R*: 23=0,2#0}

ja

WiT) ={z e R®: 22 + 235 =1}

Kuva 17. Kaksi nikokulmaa x;zo-tason ympyrin stabiilista ja epis-
tabiilista monistosta. Siniset radat ovat stabiilissa monistossa, punai-
set ja vihredt epéastabiilissa.

Vaihtamalla vektorikentdn viimeisen komponentin suunnan vastakkaiseksi saam-
me differentiaaliyhtalon

—x9 + 1(1 — 23 — 23)
b= x4+ z(1 — 2% —23)
T3

jossa ympyrén I' stabiili monisto on R3\ {0} x R.
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12. RATKAISUJEN GLOBAALI KAYTTAYTYMINEN

Viimeisessd luvussa tarkastelemme muunmuassa differentiaaliyhtilon w- ja a-
rajajoukkojen rakennetta. Etsimme vastauksia kysymykseen, millaista joukkoa kohti
differentiaaliyhtdlon ratkaisut voivat kasautua.

Tasossa tilanne on yksinkertaisempi kuin korkeammissa ulottuvuuksissa. Jaksolli-
set radat eivit ole kovin kiinnostavia tissa yhteydessi, jos muut radat eivit kasaudu
niitd kohti. Esimerkiksi tason lineaaristen yhtiloiden tapauksessa, kun molemmat
ominaisarvot ovat puhtaasti imaginaarisia, koko taso origon ulkopuolella on keske-
ndin samanjaksoisten ellipsiratojen yhdiste.

Jos joukko €2 on jonkin pisteen w- tai a-rajajoukko, niin €2 on rajajoukko. Sano-
taan, ettd pisteen z € R" rata I' on w-rajasykli tai puoleensavetdvd rajasykli, jos on
x ¢ T, jolle I' C w(x), ja vastaavasti a-rajasykli tai hylkivd rajasykli, jos on x ¢ T,
jolle I' C a(z).

Olemme nihneet monenlaisia rajajoukkoja:

e Esimerkissa 11.4 tarkastelimme 3-ulotteisia systeemejd, joissa x1xs-tason yk-
sikkoympyra on rajasykli.
e Esimerkissd 6.11, tarkastelimme lineaarista 4-ulotteista systeemia

2'11 = 27T’i21
22 = 27TOéiZQ .
Jos parametri « on irrationaalinen, niin jokainen torus
2. _ _
T(ri,re) ={2€ C*:|z| =1,z =r1}

r1,7o > 0 on jokaisen pisteensd rajajoukko. Toisaalta, koska nama toruk-
set ovat invariantteja ja kaikki radat, jotka eivit ole niilld toruksilla ovat
suljettuja, niin 7}, ,, ei ole minkddn pisteen (z,w) ¢ T, ,, rajajoukko.

Olkoon f: U — R™ C'-vektorikentti, ja olkoon ¢ vektorikentin f méidraimé (osit-
tainen) virtaus. Olkoon zy sdénnéllinen piste, jonka rata I' on jaksollinen. Olkoon S
lokaali poikkileikkaus pisteessa xg. Jos pisteelle x € S on t > 0, jolla ¢;(x) € .S, niin

7(x) = min{t > 0: ¢(z) € S}

on pisteen = ensimmdinen paluuaika poikkileikkaukseen S. Niille pisteille, joiden
ensimmadinen paluuaika on maééaritelty, maaritellaian Poincarén kuvaus asettamalla
P(z) = ¢(7(x),x) € S. Kuvaus P ei ole valttamatta maaritelty koko poikkileik-
kauksessa S.

Propositio 12.1. Olkoot f ja x¢ kuten ylld. Ensimmdinen paluuaika ja Poincarén
kuvaus ovat hyvin mddariteltyji differentioituvia kuvauksia jossain pisteen xog avoi-
messa ymparistossa poikkileikkauksella S.

Todistus. Olkoon T' = 7(z) pisteen xz( jakso. Tarkastellaan jatkuvasti differentioi-
tuvaa funktiota
F(t,z) = (¢t(q:) — xo‘f(xo)).
Pisteen z( jaksollisuudesta seuraa, ettd F'(7) = 0. Maaritelman mukaan ¢;(x) on
poikkileikkauksen S siséltévissa hypertasossa tédsmilleen silloin, kun F'(t,z) = 0.
Koska xy on sddnnéllinen piste,
aF(Ta :UO) 8¢(T7 IE())
S = (P () = 1 (o) > 0.

69




Implisiittifunktiolauseen mukaan on r > 0 ja yksikésitteinen funktio 7: B(xzg,r) —
R siten, ettd 7(xg) = T ja F(7(z),z) = 0 kaikille x € B(xg,r). Saadaan siis mééri-
teltyi jatkuvasti differentioituva kuvaus Py: B(x,7) — f(x0)t. Kéiyttimilli jatku-
vuutta voidaan rajoittaa kuvaukset 7 ja Py riittédvan pieneen pisteen zy ymparistoon
hypertasossa f(zg)+, jotta ne méiiritteleviit ensimméisen paluuajan ja Poincarén ku-
vauksen. 0J

Tasossa Poincarén kuvaus voidaan ajatella reaaliarvoisena funktiona, kun samas-
tetaan f(zo)t ja R. T&lloin Poincarén kuvauksen tarkastelu on melko suoraviivaista.
Harjoituksissa osoitetaan

Propositio 12.2. Olkoon xy tason differentiaaliyhtalon sadnnollinen jaksollinen
piste. Olkoon T' pisteen xq rata. Jos |P'(xo)| < 1, niin on § > 0 siten, ettdi I' = w(x)
jokaiselle pisteelle x, joka on radan U 6-ympdaristossd. 0

Propositio 12.3. Olkoon S tason differentiaaliyhtilon lokaali poikkileikkaus. Ol-
koon x piste, jonka posititvinen rata kohtaa poikkileikkauksen S ddrettémdn monta
kertaa. Olkoot t; <ty < --- <ty < ... siten, ettd ¢y, (x) € S kaikilla k € N. Talloin
jono (¢, )ken on monotoninen poikkileikkauksella S.

Todistus. Tarkastellaan kolmea perattéista aikaa tx_1, tx, tp+1. Tarkastellaan silmuk-
kaa

Y= ¢([tk—1’ tk’]> $) U [¢tk (:B)7 ¢tk—1(x)]'
Olkoon D silmukan X rajoittama kompakti topologinen kiekko.

Jos vektori f (¢, ()) osoittaa joukon D siséén, niin sama péitee kaikkialla janalla
[P, (), D1, (x)[C S. Siis ¢,.,(v) € D koska ratkaisukéyrd ¢(|tx, oof,x) ei leikkaa
silmukkaa Y., joten tarkasteltavat pisteet ovat viitetyssd jarjestyksessid. Toinen ta-
paus todistetaan vastaavasti. 0

Lause 12.4 (Poincarén ja Bendixsonin lause). Olkoon Q # 0 tason differentiaa-
liyhtdlon kompakti rajajoukko. Jos S ei sisdlld yhtddn tasapainopistettd, niin €2 on
suljettu rata.

Todistus. Olkoon y € w(x). Oletetaan, ettd joukon w(z) pisteet ovat sddnnollisia,
erityisesti siis y on sdadnnéllinen piste. Osoitamme ensin, ettd y on jaksollinen ja
sitten, ettd w(x) koostuu pisteen y radasta.

Koska w(z) on kompakti, niin Proposition 6.10 mukaan w(y) C w(x) on inva-
riantti kompakti joukko, joka sisaltds ainakin yhden pisteen z. Olkoon S lokaali
poikkileikkaus pisteessa z ja olkoon N vastaava virtauslaatikko.

Oletetaan, etta tarkasteltavan pisteen y € w(x) positiivinen rata kohtaa poikki-
leikkauksen S vahintadn kahdessa pisteessd y1,y2 € w(x). Talloin pisteen x rata
kasautuu pisteisiin y; ja y2, joten se ei voi olla monotoninen, miké on ristiriita Pro-
position 12.3 kanssa. Siis pisteen y rata kohtaa poikkileikkauksen S vain yhdessé
pisteessa.

Koska z € w(y), niin on &drettomédn nouseva jono ty, jolle ¢ (y) € N. Siispé,
koska pisteen y rata leikkaa poikkileikkausta vain yhdessd pisteessd y; € S, on
0 < s < t,joille p5(y) = &:(y) = y1, joten y; on jaksollinen. Siis my6s y on jaksollinen
piste jollain positiivisella jaksolla 7. Olkoon I' pisteen y rata.

Osoitetaan sitten, ettd d(¢i(x),I') — 0, kun t — oo. Olkoon S lokaali poikki-
leikkaus pisteessd y. Olkoon t; " oo siten, ettd jono ¢y, (r) — y monotonisesti
poikkileikkauksessa S. Kun k on riittdvén iso, niin jatkuva riippuvuus alkuarvoista
(Lause 4.8) takaa, ettd ¢r(¢r, (x)) € N, joten t1q < tp <T +e.

Olkoon ¢ > 0. Jatkuvasta riippuvuudesta alkuarvoista (Lause 4.13 tai Lause 8.6)
seuraa, ettd ||¢r(2) — o(y)|| < 0 kaikille ¢ € [tg, tx + T + €], kun piste z on riittévin
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ldhelld pistettd y. Siis suurilla k patee ||¢(dr, () — d(y)|| < 0 kaikille ¢ € [tx, tgt1],
joten sama epayhtélo pétee kaikille suurille ajoille.
OJ

0 -1

Esimerkki 12.5. Olkoon A = (1 0

). Vektorikentts, f: R? — R2,

Az + z||z||?sin(||z]|7), kun 2 # 0
f(z) = I [ (l]I7) #
0, kinz=0.

on jatkuvasti differentioituva ja differentiaaliyhtdlo # = f(x) on napakoordinaateissa

muotoa

7 =r3sin(1/r),

0=1.
Téastd muodosta nakee helposti, ettd ympyréat ¢ +— %(cos t,sint) ovat jaksollisia
ratkaisuja kaikilla & € N. Liséksi 7 > 0, kun r € }m, [ jari <0, kun r €
}ﬁ, m [, joten ympyrit r = ﬁ ovat puoleensavetivid rajasykleja ja ympyrét
r= m ovat hylkivid rajasykleja.

X2
0.3

-
T I T T T T I T

03 -02 L)) )b 02 03

-0.2

-0.3

Kuva 18. Punaiset ympyrit ovat hylkivid ratoja, siniset puoleensa-
vetavia. Vilissa olevien pisteiden w-rajajoukko on sininen ympyré.

Esimerkki 12.6. Lorentzin differentiaaliyhtalo

0'(11)2 — 331)
(43) = |rry —xy— 2123
r123 — bxs
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vuodelta 1963 kehitettiin alunperin hyvin vahvasti yksinkertaistetuksi ilmastomallik-
si. lienee ensimmainen differentiaaliyhtélo, jonka ratkaisut kiyttaytyvit kaoottisesti
sopivilla parametreilld. Klassisin valinta on o = 10, b = 8/3 ja r = 28.

Nailla parametreilla systeemi riippuu herkésti alkuarvoista, lahekkaisten pisteiden
radat poikkeavat dramaattisesti toisistaan. Lisdksi systeemilld on outo attraktor:.
Joukko A C R™ on virtauksen ¢ attraktori, jos

e A on kompakti ja invariantti.
e Joukolla A on avoin positiivisesti invariantti ymparisté U siten, ettd A =
mtzo ¢t(U)-
e Virtaus V' on topologisesti transitiivinen: jos V] ja V5 ovat pisteiden zq, 29 € A
avoimia ympérist6ji, niin on z € V; ja t > 0 siten, ettd ¢y(z) € Va.
Lorentzin systeemin attraktoria sanotaan oudoksi muunmuassa sen vuoksi,ettd sen
Hausdorffin dimensio (= 2.06) ei ole kokonaisluku. Koska Lorentzin systeemi on
“ilmastomalli”, sen herkkd riippuvuus alkuarvoista tunnetaan myos perhosefektin
nimell&.

-10 \

10 \

KuvA 19. Lorentzin attraktori.
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