Algebra 1: Renkaat ja kunnat Tentti 10.3.2026

Muista perustella kaikki vastauksesi huolellisesti!

Tehtavien pisteytys: 10+4+6+6+4

Olkoon )
a
S:{({’)b a):a,beZ}cMg(R)

Z[\V5] = {a+bV5:a,be Z}.
Olkoon v: Z[+/5] — M(R) kuvaus

(x4 yv5) = (x y) :

ja olkoon

oY T

Tunnetusti My(R) on rengas ja Z[v/5] on renkaan R alirengas.

1. (a) Osoita, ettd 1 on rengashomomorfismi.
(b) Osoita, ettd S on renkaan My(R) alirengas.
(c) Osoita, ettd 2 + /5 € Z[+/5] on yksikko.
(

d) Osoita, etta renkaassa S on dédrettoman monta yksikkoa.

Ratkaisu. (a) Huomataan aluksi, etta 1/}(12[\/5]) = <(1) (1)> = Iy (r)-
Olkoot a 4 bv/5,d’ + b'+/5 € S. Talléin

U((a+bV5) + (a +0'V5)) = ¢((a+d) + (b+D)V5) = ( a+d b+ b’)

5b+0) a+d

- (5ab Z) * (;1;/ 2,/> =(a+bV5) +¢(d + VV5).

Lisaksi

Slla-+ B+ 5VE) = wl(ad +50) + (o + 05) = (o, T D)

5(ab’ + a’b) aa’ + Hbb’
ja
P a b\ [d V aa’ + 50 ab’ +a'b
la+ VB +V5) = (5b a) (5b’ a’) - (5(&6’ +a'b) ad + 5bb’> ’
joten (a + by/Eyp(a’ + b'y/B) = ((a + bVE)(@ + HVE))
(b) Proposition 3.23(1) nojalla S = 1 (Z[+/5]) on renkaan My(R) alirengas.
(¢) 2+ VB)(=2++5)=—-4+5=1.

(d) Koska 2 + /5 # +1, sen kaikki potenssit ovat eri lukuja keskenédn. Proposition 4.1
nojalla (2 + v/5)* € Z*[/5] kaikilla k € N. Jos u € Z*[+/5], niin ¥ (u) € S, sill

¢(U)¢(U)_l = w(uu‘l) =1(1) = Iny () -

Kuvaus 9 on selvasti injektio, joten vaite seuraa.

IT4dmén voi toki tarkastaa aliryhmitestillikin.
2Katso Proposition 4.7 todistus.



2. (a) Maaritd renkaan Z/10Z yksikot ja nollan jakajat.
(b) Méérita renkaan Z/10Z jokaisen yksikon kéanteisalkio.

Ratkaisu. Proposition 5.16 nojalla a + 10Z on yksikko, jos ja vain jos syt(a, 10) = 1. Tama
pétee, kun a € {1,3,7,9}. Muut nollasta poikkeavat alkiot a + 10Z, kun a € {2,4,5,6,8}
ovat nollan jakajia. Lasku osoittaa, ettéa

(1+10Z)* =1+ 10Z,
(9+10Z)* = (-1 +10Z)* =1+ 10Z,
(3 +10Z)(7 + 10Z) = 21 + 10Z = 1 + 10Z.

Siis
(+1 4+ 10Z)™' = +1 4+ 10Z,
(3+10Z)"' = (7 +10Z).

3. Esitd polynomi
P(X) = X*+4X° +4X* +2X + 1€ (Z/7Z)[X]

jaottomien polynomien tulona.

Ratkaisu. Laskemalla huomataan, ettd P(0) = 1, P(1) = 5, P(2) = 6mod 7, P(3) =
I mod 7, P(4) =4 mod 7, P(5) =4 mod 7 ja P(6) = P(—1) = 0 mod 7. Siis 6 + 7Z on poly-
nomin P(X) ainoa juuri. Koska —6 = 1 mod 7, saamme (X + 1) | P(X). Lasku esimerkiksi
jakokulmassa osoittaa, etta

PX)=(X+1)(X*+3X*+X +1). (%)

Jokainen polynomin X2 + 3X? + X + 1 juuri olisi polynomin P(X) juuri, joten —1 + 7Z on
ainoa mahdollinen juuri. Kuitenkin (—1)>+3(—1)?—1+1 = 2 % 0 mod 7, joten kolmannen
asteen polynomilla X? + 3X? + X + 1 ei ole juuria. Siis se on jaoton, joten () on haluttu
esitys.

4. (a) Osoita, ettd 1+27Z on polynomin P(X) € (Z/27)[X] juuri, jos ja vain jos polynomilla
P(X) on parillinen mééré nollasta poikkeavia kertoimia.

(b) Osoita, ettd on kunta, jossa on tasmélleen 32 alkiota. (Vastaukseksi ei riitd todeta, etté
tallainen kunta on luentojen Lauseen 7.35 nojalla.)

Ratkaisu. (a) Nollasta poikkeava kerroin on aina 1. Jos polynomilla P on k nollasta poik-
keavaa kerrointa, niin P(1) = k= 0 mod 2, jos ja vain jos k on parillinen.

(b) Seurauksen 7.33 ja Lauseen 7.27 nojalla riittaa l6ytaa jaoton viidennen asteen polynomi
renkaassa (Z/27)[X]. Kohdan (a) nojalla téllaisella polynomilla on pariton mééra nollasta
poikkeavia kertoimia. Lisdksi vakiotermin tulee olla 1, koska muuten polynomi on jaollinen
ensimméisen asteen polynomilla X . Témén karsinnan perusteella on 8 ehdokasta X°+X*+1,
X+ X+, X+ X2+, X+ X+, X+ XA+ X3+ X2+ 1L, X5+ X+ X3+ X+ 1,
X0+ X+ X2+ X+, X+ X34+ X2+ X + 1.

Kohdan (a) nojalla on yksi jaoton toisen asteen polynomi X2 + X + 1 ja kaksi jaotonta
kolmannen asteen polynomia X3 + X2 + 1 ja X3 + X + 1. Niiden tuloina saadaan kaksi
viidennen asteen polynomia X5+ X +1 ja X°+X*+1. Jaottomia viidennen asteen polynomeja
on siis kuusi.



Renkaan R alkio x on idempotentti, jos x> = x.
Jos renkaan B kaikki alkiot ovat idempotentteja, niin B on Boolen rengas.

5. Olkoon B Boolen rengas.
(a) Osoita, ettd 2z = 0 kaikille z € B.
(b) Méérits B*.

Ratkaisu. (a) Olkoon z € B. Tallin

2r = (2)? = 4 = 27 + 27

Koska (B, +) on ryhmé, véiite seuraa supistussaénnon nojalla.

(b) Boolen renkaan mééritelman nojalla x(z — 1) = 0 kaikille z € B. Jos x € B — {0, 1}, niin
x — 1 # 0, joten x on nollanjakaja. Proposition 5.3 nojalla z ei ole yksikko, joten B* = {1}.



