Renkaat ja kunnat 2026

Harjoitus 7: ratkaisuja

1. Todista Lemma 7.14.
Ratkaisu. Olkoon K kommutatiivinen rengas. Olkoot a € K ja uw € K*. Olkoon z € (a).
T&llsin o = ka jollakin k € K, joten x = ku™'ua € (ua). Vastaavasti, jos y = kua € (ua),

niin y = (ku)a € (a). Siis (a) = (ua).

2. Olkoon K kommutatiivinen rengas ja olkoon P(X) = X3 + 1 € K[X]. Osoita, etté
X + (P(X)) e K[X]/(P(X)) on yksikko.

Ratkaisu. Huomaamme, ettd 1 — (—X3) = X3 + 1 = P(X), joten

(X + (P(X))(=X* + (P(X))) = =X + (P(X) = 1+ (P(X)).

3. Olkoon P(X) = X* + 2X3 +4X? + 4X + 3 € (Z/TZ)[X]. Esitd P(X) jaottomien
polynomien tulona. Anna esimerkki kunnasta, jossa on 343 alkiota.

Ratkaisu. Lasketaan polynomifunktion P arvot:

¢ [0[1]2]3]4[5]6
P (3034542

Siis 1 on polynomin P(X) ainoa juuri. Jakokulma antaa

X3 4+3X? +4
X—1| X* 42X% 44X? 44X +3
FXT O £X3
3X3 +4X?% 44X 43
T3X3 +3X?
4X —4
esityksen
PX)=(X-1D(X*+3X*+4) = (X - 1)Q(X). (1)

Lasketaan polynomifunktion () arvot:

c Jol1]2]34[5]6
Qo) [4[1]3]214[1]6

Kolmannen asteen polynomi Q(X) on jaoton Seurauksen 6.17 nojalla, joten (/1) on haluttu
esitys. Lauseen 7.27 ja Seurauksen 7.33 nojalla (Z/7Z)[X]/(Q(X)) on kunta, jossa on
73 = 343 alkiota.

4. Osoita, ettd on kunta, jossa on 9 alkiota.

Ratkaisu. Polynomilla X2 + 1 € (Z/3Z)[X] ei ole juuria, koska 02 +1 =1, 124+ 1 = 2 ja
2?2 +1=2 mod 3. Siis tekijarengas (Z/3Z)[X]/(X? + 1) on kunta, jossa on 9 alkiota.
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5. Osoita, ettd on kunta, jossa on 125 alkiota.

Ratkaisu. Kokeilemalla

c 01112134

c? 011131214
A+ 012|003
AS+c+11(3|1]1/4

huomaamme, ettid kolmannen asteen polynomilla P(X) = X3 + X + 1 € (Z/5Z)[X] ei ole
juuria. Seurauksen 6.17 nojalla P(X) on jaoton, joten (Z/5Z)[X]/(X?+ X + 1) on kunta,
jossa on 125 alkiota.

6. Olkoon P(X) = X* + 3X + 1€ (Z/7Z)[X].

(a) Esitd P(X) jaottomien polynomien tulona.

(b) Anna esimerkki nollan jakajasta tekijarenkaassa (Z/7Z)[X]/(P(X)).
(c) Osoita, ettd X? + 3 + (P(X)) € (Z/7Z)[X]/(P(X)) on yksikko.

Ratkaisu. (a) Laskemalla huomataan, ettd P(0) = 1, P(1) = 5, P(2) = 1 mod 7,
P3)=2 mod 7, P(4) =0 mod 7, P(5) =1 mod 7 ja P(6) = P(—1) =4 mod 7. Siis
4 + 77 on polynomin P(X) ainoa juuri.

Proposition 6.16 nojalla (X —4) | P(X). Lasku esimerkikksi jakokulmassa osoittaa,
ettd P(X) = (X —4)(X? +4X +5). Tamé on haluttu esitys, silli X? +4X +5 on jaoton,
koska 4 ei ole polynomin X? + 4X + 5 juuri.

(b) Kohdan (a) laskun nojalla (X —4 + (P(X))(X? +4X +5 + (P(X)) = 0+ (P(X)).

() (=X + (P(X))(X?+3+ (P(X))) = —X* —=3X + (P(X)) = 1+ (P(X)), joten
—X + (P(X)) on alkion X? + 3 + (P(X)) kidnteisalkio.

7. Olkoon K kokonaisalue ja olkoon a € K — {0} alkio, joka ei ole jaoton. Osoita, ettéi
(a) ei ole maksimaalinen ideaali.

Ratkaisu. Koska a ei ole jaoton, on b,c € K — (K* u {0}), joille a = be. Siis a € (b).
Jos (b) = K, niin 1 = kb jollain k € K, joten b olisi yksikko. Siis (b) on aito ideaali. Jos
b€ (a), niin a | b. Harjoitustehtévian 5.3(2) nojalla téasta seuraa a = ub jollain yksikolla w.
Kertolaskun supistussaénnon nojalla ¢ = u, mutta tamé on ristiriita, silla ¢ ei ole yksikko.
Siis (@) on aidon ideaalin (b) aito osajoukko, joten (a) ei ole maksimaalinen.

8. Olkoot L ja M kommutatiivisen renkaan K ideaaleja. Osoita, ettd LM ja L + M ovat
renkaan K ideaaleja.

Ratkaisu. Koska L ja M ovat ideaaleja, niin 0 € L ja 0 € M, joten 0 = 0-0 € LM ja
0=0+0€e L+ M, joten LM ja L+ M eivat ole tyhjia joukkoja. Sovellamme ideaalitestia.

Olkoot a,b € L + M. Talloin a = ar, + ap; ja b = by + by joillain ap, by € L ja
ay, by € M. Siis

a—b=ap+ay— (bp+by)=(ar —br)+ (apy —by) € L+ M,
silla ap, — by, € L ja ap; — by € M, koska L ja M ovat ideaaleja. Jos a = ap, +apy € L+ M
ja ke K, niin
ka = k(ar +ay) = karp + kayr € L+ M,
koska L ja M ovat ideaaleja. Ideaalitestin nojalla L + M on ideaali.
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Olkoot a,b e LM. Talloin

a=T1Y1 + T2Y2 + -+ TYm
ja
b= zywy + 2wy + -+ + 2wy,

joillain m,n € N, @1, 29, ..., &, 21,22, .-, 20 € L ja Y1,Y2,- -y Yn,, W1, Wa, ..., W, € M.
ar,bp € L ja ap, by € M. Siis

a—0b=mxy +Toys + -+ Ty + (—21) w1 + (—22)wa + -+ + (—2)w, € LM,
koska L on ideaali. Jos a = x1y1 + x2ys + - - - + Ty € LM ja k € K, niin
ka = k(z1y1 + xayo + -+ + TpYm) = (kxy = y1 + (kx2)ye + - + k(xp)ym € L + M,

koska L on ideaali. Ideaalitestin nojalla LM on ideaali.



