
Renkaat ja kunnat 2026

Harjoitus 7: ratkaisuja

1. Todista Lemma 7.14.

Ratkaisu. Olkoon K kommutatiivinen rengas. Olkoot a P K ja u P Kˆ. Olkoon x P paq.
Tällöin x “ ka jollakin k P K, joten x “ ku´1ua P puaq. Vastaavasti, jos y “ kua P puaq,
niin y “ pkuqa P paq. Siis paq “ puaq.

2. Olkoon K kommutatiivinen rengas ja olkoon P pXq “ X3 ` 1 P KrXs. Osoita, että
X ` pP pXqq P KrXs{pP pXqq on yksikkö.

Ratkaisu. Huomaamme, että 1 ´ p´X3q “ X3 ` 1 “ P pXq, joten

pX ` pP pXqqp´X2
` pP pXqqq “ ´X3

` pP pXq “ 1 ` pP pXqq .

3. Olkoon P pXq “ X4 ` 2X3 ` 4X2 ` 4X ` 3 P pZ{7ZqrXs. Esitä P pXq jaottomien
polynomien tulona. Anna esimerkki kunnasta, jossa on 343 alkiota.

Ratkaisu. Lasketaan polynomifunktion P arvot:

c 0 1 2 3 4 5 6
P pcq 3 0 3 4 5 4 2

Siis 1 on polynomin P pXq ainoa juuri. Jakokulma antaa

X3 `3X2 `4

X ´ 1 X4 `2X3 `4X2 `4X `3

¯ X4 ˘X3

3X3 `4X2 `4X `3

¯ 3X3 ˘3X2

4X ´4

esityksen
P pXq “ pX ´ 1qpX3

` 3X2
` 4q “ pX ´ 1qQpXq . (1)

Lasketaan polynomifunktion Q arvot:

c 0 1 2 3 4 5 6
Qpcq 4 1 3 2 4 1 6

Kolmannen asteen polynomi QpXq on jaoton Seurauksen 6.17 nojalla, joten (1) on haluttu
esitys. Lauseen 7.27 ja Seurauksen 7.33 nojalla pZ{7ZqrXs{pQpXqq on kunta, jossa on
73 “ 343 alkiota.

4. Osoita, että on kunta, jossa on 9 alkiota.

Ratkaisu. Polynomilla X2 ` 1 P pZ{3ZqrXs ei ole juuria, koska 02 ` 1 “ 1, 12 ` 1 “ 2 ja
22 ` 1 ” 2 mod 3. Siis tekijärengas pZ{3ZqrXs{pX2 ` 1q on kunta, jossa on 9 alkiota.
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5. Osoita, että on kunta, jossa on 125 alkiota.

Ratkaisu. Kokeilemalla
c 0 1 2 3 4
c3 0 1 3 2 4

c3 ` c 0 2 0 0 3
c3 ` c ` 1 1 3 1 1 4

huomaamme, että kolmannen asteen polynomilla P pXq “ X3 ` X ` 1 P pZ{5ZqrXs ei ole
juuria. Seurauksen 6.17 nojalla P pXq on jaoton, joten pZ{5ZqrXs{pX3 ` X ` 1q on kunta,
jossa on 125 alkiota.

6. Olkoon P pXq “ X3 ` 3X ` 1 P pZ{7ZqrXs.
(a) Esitä P pXq jaottomien polynomien tulona.
(b) Anna esimerkki nollan jakajasta tekijärenkaassa pZ{7ZqrXs{pP pXqq.
(c) Osoita, että X2 ` 3 ` pP pXqq P pZ{7ZqrXs{pP pXqq on yksikkö.

Ratkaisu. (a) Laskemalla huomataan, että P p0q “ 1, P p1q “ 5, P p2q ” 1 mod 7,
P p3q ” 2 mod 7, P p4q ” 0 mod 7, P p5q ” 1 mod 7 ja P p6q ” P p´1q ” 4 mod 7. Siis
4 ` 7Z on polynomin P pXq ainoa juuri.

Proposition 6.16 nojalla pX ´ 4q | P pXq. Lasku esimerkikksi jakokulmassa osoittaa,
että P pXq “ pX ´ 4qpX2 ` 4X ` 5q. Tämä on haluttu esitys, sillä X2 ` 4X ` 5 on jaoton,
koska 4 ei ole polynomin X2 ` 4X ` 5 juuri.
(b) Kohdan (a) laskun nojalla pX ´ 4 ` pP pXqqpX2 ` 4X ` 5 ` pP pXqq “ 0 ` pP pXqq.
(c)

`

´ X ` pP pXqq
˘`

X2 ` 3 ` pP pXqq
˘

“ ´X3 ´ 3X ` pP pXqq “ 1 ` pP pXqq, joten
´X ` pP pXqq on alkion X2 ` 3 ` pP pXqq käänteisalkio.

7. Olkoon K kokonaisalue ja olkoon a P K ´ t0u alkio, joka ei ole jaoton. Osoita, että
paq ei ole maksimaalinen ideaali.

Ratkaisu. Koska a ei ole jaoton, on b, c P K ´ pKˆ Y t0uq, joille a “ bc. Siis a P pbq.
Jos pbq “ K, niin 1 “ kb jollain k P K, joten b olisi yksikkö. Siis pbq on aito ideaali. Jos
b P paq, niin a | b. Harjoitustehtävän 5.3(2) nojalla tästä seuraa a “ ub jollain yksiköllä u.
Kertolaskun supistussäännön nojalla c “ u, mutta tämä on ristiriita, sillä c ei ole yksikkö.
Siis paq on aidon ideaalin pbq aito osajoukko, joten paq ei ole maksimaalinen.

8. Olkoot L ja M kommutatiivisen renkaan K ideaaleja. Osoita, että LM ja L ` M ovat
renkaan K ideaaleja.

Ratkaisu. Koska L ja M ovat ideaaleja, niin 0 P L ja 0 P M , joten 0 “ 0 ¨ 0 P LM ja
0 “ 0`0 P L`M , joten LM ja L`M eivät ole tyhjiä joukkoja. Sovellamme ideaalitestiä.

Olkoot a, b P L ` M . Tällöin a “ aL ` aM ja b “ bL ` bM joillain aL, bL P L ja
aM , bM P M . Siis

a ´ b “ aL ` aM ´ pbL ` bM q “ paL ´ bLq ` paM ´ bM q P L ` M ,

sillä aL ´ bL P L ja aM ´ bM P M , koska L ja M ovat ideaaleja. Jos a “ aL ` aM P L ` M
ja k P K, niin

ka “ kpaL ` aM q “ kaL ` kaM P L ` M ,

koska L ja M ovat ideaaleja. Ideaalitestin nojalla L ` M on ideaali.

2



Olkoot a, b P LM . Tällöin

a “ x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xmym

ja
b “ z1w1 ` z2w2 ` ¨ ¨ ¨ ` znwn

joillain m, n P N, x1, x2, . . . , xm, z1, z2, . . . , zn P L ja y1, y2, . . . , yn, , w1, w2, . . . , wn P M .
aL, bL P L ja aM , bM P M . Siis

a ´ b “ x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xmym ` p´z1qw1 ` p´z2qw2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´znqwn P LM ,

koska L on ideaali. Jos a “ x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xmym P LM ja k P K, niin

ka “ kpx1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xmymq “ pkx1 “ y1 ` pkx2qy2 ` ¨ ¨ ¨ ` kpxmqym P L ` M ,

koska L on ideaali. Ideaalitestin nojalla LM on ideaali.
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