
Renkaat ja kunnat 2026

Harjoitus 6: ratkaisuja

1. Olkoot ak P R kaikilla k P t0, 1, 2, . . . , nu ja olkoon

P pXq “

n
ÿ

k“0
akXk

P CrXs .

Olkoon z0 P C polynomin P pXq juuri. Osoita, että z0 on polynomin P pXq juuri.

Ratkaisu. Kompleksikonjugaatin perusominaisuuksia ja oletusta käyttämällä saamme

P pz0q “

n
ÿ

k“0
akpz0qk “

n
ÿ

k“0
akpz0qk “

n
ÿ

k“0
ak pz0qk “

n
ÿ

k“0
ak z0

k
“ P pz0q “ 0 ,

joten P pz0q “ 0.

2. Todista Seuraus 6.17.

Ratkaisu. Olkoon K kunta ja olkoon P pXq P KrXs polynomi, jonka aste on 2 tai 3.
Osoitetaan, että P pXq ei ole jaoton, jos ja vain jos sillä on juuri.

Jos polynomilla P pXq on juuri c P K, niin Proposition 6.16 nojalla pX ´ cq | P pXq.
Siis P pXq “ pX ´ cqQpXq jollakin QpXq P KrXs. Proposition 6.10 nojalla polynomit
pX ´ cq ja QpXq eivät ole yksiköitä, sillä kummankin aste on vähintään 1 Proposition 6.8
nojalla. Siis P pXq ei ole jaoton.

Jos P pXq ei ole jaoton, niin on polynomit QpXq, RpXq P KrXs, jotka eivät ole yksiköi-
tä ja joille pätee P pXq “ QpXqRpXq. Proposition 6.10 nojalla deg P pXq, deg QpXq ě 1.
Jos deg P pXq “ 2, niin Proposition 6.8 nojalla

2 “ deg P pXq “ deg QpXq ` deg RpXq ,

joten deg P pXq “ deg QpXq “ 1. Jos deg P pXq “ 3, niin Proposition 6.8 nojalla

3 “ deg P pXq “ deg QpXq ` deg RpXq ,

joten tdeg P pXq, deg QpXqu “ t1, 2u. Molemmissa tapauksissa P pXq on jaollinen ensim-
mäisen asteen polynomilla, olkoon tämä polynomi QpXq. Ensimmäisen asteen polynomil-
la QpXq on juuri c P K, sillä K on kunta. Siis P pcq “ QpcqRpcq “ 0, joten polynomilla
P pXq on juuri.

3. Olkoon

P pXq “ anXn
` an´1X

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 P ZrXs Ă QrXs .

(a) Olkoon q P Z polynomin P pXq P ZrXs juuri. Osoita, että q | a0.
(b) Olkoon r

s
P Q polynomin P pXq P QrXs juuri supistetussa muodossa.1 Osoita, että

r | a0 ja s | an.
1Siis sytpr, sq “ 1.

1



Ratkaisu. (a) Jos

0 “ P pqq “ anqn
` an´1q

n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1q ` a0 ,

niin
a0 “ ´panqn

` an´1q
n´1

` ¨ ¨ ¨ ` a1qq

on jaollinen luvulla q, koska jokainen yhtälön oikean puolen summassa esiintyvä termi on
jaollinen luvulla q.
(b) Jos

P pXq “ an

`r

s

˘n
` an´1

`r

s

˘n´1
` ¨ ¨ ¨ ` a1

r

s
` a0 “ 0 ,

niin kertomalla luvulla sn saamme yhtälön

anrn
` an´1r

n´1s ` ¨ ¨ ¨ ` a1rsn´1
` a0s

n
“ 0 .

Siis r | a0s
n ja s | anrn. Koska oletamme, että lukujen r ja s suurin yhteinen tekijä on 1,

täytyy olla r | a0 ja s | an.

4. Esitä polynomi P pXq “ X4 ` 2X3 ´ 10X2 ´ 11X ´ 12 P QrXs jaottomien polynomien
tulona.

Ratkaisu. Tehtävän 3(b) nojalla mahdolliset rationaaliset juuret ovat ˘1, ˘2, ˘3, ˘4,
˘6 ja ˘12. Kokeilemalla huomaamme, että 3 ja ´4 ovat juuria, joten pX ´ 3q | P pXq,
pX ` 4q | P pXq. Polynomien jakolasku antaa

P pXq “ pX ´ 3qpX ` 4qpX2
` X ` 1q . (1)

Tehtävän 3(b) nojalla polynomin X2 ` X ` 1 mahdolliset rationaalijuuret ovat ˘1, mutta
ne eivät ole juuria. Proposition 6.17 nojalla (1) on haluttu esitys.

5. Määritä kaikki renkaan pZ{3ZqrXs jaottomat toisen asteen polynomit.

Ratkaisu. Toisen asteen polynomeja on 18. Jos Polynomin P pXq vakiotermi on 0, niin
0 on juuri, joten P pXq ei ole jaoton. Riittää siis tarkastella ne 12 polynomia, joiden
vakiotermi on 1 tai 2. Taulukko esittää näitä polynomeja vastaavien polynomifunktioiden
arvot ja mahdollisen tekijöihinjaon

P pXq P p0q P p1q P p2q

X2 ` 1 1 2 2 jaoton
X2 ` 2 2 0 0 pX ` 1qpX ` 2q

2X2 ` 1 1 0 0 2pX ` 1qpX ` 2q

2X2 ` 2 2 1 1 jaoton
X2 ` X ` 1 1 0 1 pX ` 2q2

X2 ` X ` 2 2 1 2 jaoton
2X2 ` X ` 1 1 1 2 jaoton
2X2 ` X ` 2 2 2 0 2pX ` 1q2

X2 ` 2X ` 1 1 1 0 pX ` 1q2

X2 ` 2X ` 2 2 2 1 jaoton
2X2 ` 2X ` 1 1 2 1 jaoton
2X2 ` 2X ` 2 2 0 2 2pX ` 2q2
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6. Todista Propositio 7.11(1).

Ratkaisu. Koska I on ideaali, se ei ole tyhjä joukko. Siis ϕpI q ‰ H. Olkoot a, b P ϕpI q.
Tällöin a “ ϕpa0q ja b “ ϕpb0q joillain a0, b0 P I . Koska ϕ on homomorfismi ja I on
ideaali, saamme

a ´ b “ ϕpa0q ´ ϕpb0q “ ϕpaq ` ϕp´bq “ ϕpa0 ´ b0q P ϕpI q .

Olkoon a P ϕpI q ja olkoon s P ϕpRq. Tällöin a “ ϕpa0q ja s “ ϕps0q ja

sa “ ϕps0qϕpa0q “ ϕps0a0q P ϕpI q ,

koska s0a0 P I . Vastaavasti

as “ ϕpa0qϕps0q “ ϕpa0s0q P ϕpI q ,

koska a0s0 P I . Ideaalitestin nojalla ϕpI q on renkaan ϕpRq ideaali.

Olkoon K kommutatiivinen rengas. Alkion k P K annihilaattori on

Apkq “ ta P K : ak “ 0u.

7. Olkoon K kommutatiivinen rengas ja olkoon k P K. Osoita, että Apkq on ideaali.

Ratkaisu. Huomataan ensin, että 0 P Apkq, koska 0 ¨ k “ 0. Siis Apkq ei ole tyhjä joukko
ja voimme soveltaa ideaalitestiä. Olkoot a, b P Apkq. Tällöin

pa ´ bqk “ ak ´ bk “ 0 ` 0 “ 0 ,

joten a ´ b P Apkq. Koska K on kommutatiivinen, riittää tarkastaa ideaalitestin ehto (2)
vain toiselta puolelta. Jos a P Apkq ja x P K, niin

pxaqk “ xpakq “ x ¨ 0 “ 0 ,

joten xa P Apkq. Ideaalitestin nojalla Apkq on ideaali.

8. Määritä tekijärenkaan R “ pZ{2ZqrXs{pX2q laskutaulut. Mitkä renkaan R alkiot ovat
yksiköitä? Onko rengas R kunta?

Ratkaisu. Valitaan jäännösluokille edustajat 0, 1, X, X `1 ja muodostetaan laskutaulut.

` 0 1 X X ` 1
0 0 1 X X ` 1
1 1 0 X ` 1 X
X X X ` 1 0 1

X ` 1 X ` 1 X 1 0

ja

¨ 0 1 X X ` 1
0 0 0 0 0
1 0 1 X X ` 1
X 0 X 0 X

X ` 1 0 X ` 1 X 1

.

Kertolaskun laskutaulusta näemme, että 1 ` pX2 ` 1q ja X ` 1 ` pX2 ` 1q ovat yksiköitä.
Lisäksi X ` pX2 ` 1q on nollanjakaja, joten neljän alkion rengas R ei ole kunta, koska
Seurauksen 5.4 mukaan kunnassa ei ole nollanjakajia.
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