Renkaat ja kunnat 2026

Harjoitus 4: ratkaisuja

1. Todista Lemma 3.32.

Ratkaisu. Olkoon x € R. Talloin kertolaskun neutraalialkion mééaritelmén, monikerran
maaritelméan, distributiivisuuden ja assosiatiivisuuden, monikerran méaritelmén, karak-
teristikan mééritelmén ja Proposition 3.10(1) nojalla

qv =q(1gz) = lgx + lgx + -+ 1lgx = (g + I+ -+ + 1g)z = (¢lr)x = Ogz = Og.
Hyperboliset luvut on joukko

S:{@ 2) :a,beR}cMz(R)

varustettuna matriisirenkaasta Ms(R) indusoiduilla laskutoimituksilla.

2. Osoita, ettd S on renkaan My(R) alirengas. Onko S kunta?

Ratkaisu. Kaytdmme alirengastestia: Lasku osoittaa, etta
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Lisaksi —1y,m) = < ) € S. Siis S on renkaan My(R) alirengas.

Matriisi <1 1) € S ei ole kdantyva, joten S ei ole kunta.

3. Osoita, etta ei ole kuntahomomorfismia ¢: R — Q.
Ratkaisu. Proposition 4.7 nojalla kuntahomomorfismi ¢: R — Q olisi injektio. T&ll6in
kuvajoukko ¢(R) < @ olisi numeroituvan joukon ylinumeroituva osajoukko, mika on

mahdotonta.

Ratkaisu (Toinen ratkaisu). Tunnetusti luvulla 2 ei ole rationaalista neliojuurta. Jos
¢: R — Q olisi kuntahomomorfismi, niin koska ¢ on homomorfismi ja \/52 =2,

d(V2)2=0(2) =p(1+1)=1+1=2.

Siis luvulla 2 olisikin rationaalinen neliéjuuri.

4. Osoita, etti ei ole kuntahomomorfismia ¢: C — R[]

'Minne imaginaariyksikké kuvautuisi?



Ratkaisu. Kaikille z € R pétee tunnetusti 22 > 0. Jos ¢: C — R olisi kuntahomomorfis-
mi, niin koska ¢ on homomorfismi ja i = —1, ja Lemman 3.19 nojalla

¢(i)* = ¢(i*) = ¢(~1) = -1 <0,
miké on ristiriita.
5. Osoita, ettd Q(i) on kompleksilukujen kunnan alikunta.

Ratkaisu. Kaytetdén alikuntatestia. Joukko Q(7) on mééritelty niin, ettd se on kunnan
C osajoukko. Selvésti 0,1 € Q(7), joten #Q(i) = 2. Olkoot a + ib, ¢ + id € Q(i). Luvulla
¢+ id € C on vastaluku —(c + id) = —c — id € C. Lasku osoittaa, ettd

(a+1ib) — (c+1id) = (a—c) +i(b—d) € Q7).

Jos ¢+ id # 0, niin silli on kédnteisalkio kunnassa C, (¢ +id) ' = 574

etta

Lasku osoittaa,

ac+bd —ad+ be

. A
(a +ib)(c+id)" = 2 +1 2

e Q7).

6. Olkoon d luonnollinen luku, joka ei ole nelié. Osoita, ettd Z[v/d] on reaalilukujen
renkaan alirengas.

Ratkaisu. Kiytetiin alirengastestia. Joukko Z[v/d] on maédritelty niin, ettd se on ren-
kaan R osajoukko. Olkoot a + bv/d, a’ + ¥'+/d € Z[+/d]. Lasku osoittaa, etti

(a+bVd) + (a' +VVd) = (a+a) + (b+V)Vd e Z[Vd]
" (a + bVd)(d' + VVd) = (ad’ + bb'd) + (ab' + ba')Vd € Z[Vd].
Lisiksi —1 = —1 4+ 0v/d € Z[\/d].

7. Osoita, ettd Z[v/7]* on direton.

Ratkaisu. Huomataan, ettd 8 + 31/7 € Z[\/7] ja
(8+3VT)(8 —3V7) =1,

joten 8 +3+/7 € Z[+/7]*. Proposition 4.1 nojalla (8+3+/7)* on yksikké kaikilla k € N. Jono
((8+3V7 )"“)Zo=1 on aidosti kasvava, koska 8 + 3+/710, joten Z[/7]* sisiltdd ddrettéméan
joukon { + (8 + 3y/7)* : k e N}.

8. Todista Propositio 5.5.

Ratkaisu. Olkoon K kokonaisalue. Olkoot a,b,c € K siten, ettd a # 0 ja ab = ac.
Distributiivisuuden nojalla a(b — ¢) = 0. Koska kokonaisalueessa K ei ole nollan jakajia,
patee b — c = 0, joten b = c.

Oletetaan sitten, ettd kommutatiivisessa renkaassa K pétee renkaan supistussdanto.
Olkoot a,b € K siten, etta ab = 0. Jos a # 0, niin ab = a 0, joten supistussadnnoén nojalla
b = 0. Siis kommutatiivisessa renkaassa K ei ole nollan jakajia, joten se on kokonaisalue.



