Renkaat ja kunnat 2026

Harjoitus 3: ratkaisuja

1. Todista Lemma 1.24: Osoita, ettd kaikilla z,w € C pétee

(1)
(2) zvw=a+c+ilb+d) =a+c—i(b+d) = (a—1ib)+ (b—id) =Z+w,
(3) zw = (a —ib)(c — id) = (ad — bc) — i(ad + be) = zw,

(4) n(z) =n(a+ (=b)i) = a®> + b* = n(z) tai n(z) = 2z = 2z = 2z = n(z2).

2. Todista Propositio 3.7.

Ratkaisu. Olkoot R ja S renkaita. Olkoon * renkaiden R ja S tulojoukon R x S yhteen-
tai kertolasku. Olkoot (71, s1), (r2, $2), (73, s3) € Rx S. Renkaiden R ja S laskutoimitusten
assosiatiivisuuden nojalla patee

(7“1, 31) * ((7’2752) * (7’3,53)) = (7”1, 81) * (T2 *T3,82 * 53) = (7’1 * (7“2 * 7”3), Sp * (52 * 33))
= ((ry =) 73, (51 % 52) * 53) = (7”1, s1) * (12, 32)) * (13, 53)

= ((Tlv s1) * (12, 52)) * (13, 83)

joten tulolaskutoimitus on assosiatiivinen.
Renkaiden R ja S yhteenlaskun kommutatiivisuuden nojalla patee

(r1,81) + (re,82) = (11 + 72,81 + S2) = (r2 + 11,89 + 51) = (re, $2) + (11, 51)

joten tulolaskutoimitus on kommutatiivinen.
Laskut osoittavat helposti, etta kaikille (r,s) € R x S pétee

(Og,0g) + (r,s) = (0g + 7,05 + s) = (r,s)
joten (Og, 0g) on yhteenlaskun neutraalialkio. Lisaksi
(—r,—s) + (r,s) = (—=r+1r,—s+s) = (0g,05),

joten (R x S,4) on kommutatiivinen ryhma.
Vastaavasti

(1g,1s)(r,s) = (1gr,1s8) = (r,s) = (rlg,slg) = (r,s)(1g, 1s)

joten (1g, 1) on kertolaskun neutraalialkio.



Tarkastamme vield distributiivisuuden molemmilta puolilta:

(r1,51) ((r2, s2) + (13, 83)) = (r1,51)(r2 + 13,50 + 53) = (r1(r2 + 13), 51(52 + 53))
= (rire 4+ 1173, 8189 + $183) = (1179, $182) + (1173, S153)
= (11, 81)(72, S2) + (11, 81)(73, S3)

ja

((ro, 82) + (13, 83)) (r1,81) = (r2 + 13,55 + 83)(r1, 1) = ((r2 + r3)r1, (52 + 53)51)
= (rory + 1371, S281 + S381) = (1271, $281) + (r3r1, S351)
= (rg, 89)(r1,81) + (r3,53) (71, $1) -

Siis R x S on rengas.
3. Todista Propositio 3.16.

Ratkaisu. Olkoon R rengas ja olkoon S < R alirengas. Talloin S on laskutoimituksella
varustettujen joukkojen (S, +) ja (5,-) vakaa osajoukko. Siis (1) pétee. Koska jokaisella

e (5,+) on vasta-alkio, erityisesti tdméa pétee alkiolle 1 = 1g € S. On siis alkio
r €S c R, jolle pitee x4+ 1z = 05 = 0r. Vasta-alkion yksikésitteisyyden nojalla x = —15.
Siis ehto (2) pétee.

Oletetaan, ettd S < R on osajoukko, jolle patee ehdot (1) ja (2). Ehdon (1) nojalla S
on laskutoimituksella varustettujen joukkojen (S, +) ja (.S, ) vakaa osajoukko. Siis + ja -
indusoivat laskutoimitukset joukkoon S. Molemmat laskutoimitukset ovat assosiatiivisia,
koska ne ovat assosiatiivisia renkaassa R, jonka osajoukko S on. Samasta syystd + on
kommutatiivinen ja - on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

Oletusten (1) ja (2) ja Proposition 3.10(2) nojalla 1z = (—1g)(—1g) € R. Siis lasku-
toimituksella varustetussa joukossa (S, -) on neutraalialkio. Liséksi 0O = 1 — 1g € S.

Olkoon s € S. Oletusten (1) ja (2) nojalla (—1g)s € S ja pétee s + (—1g)s = Og = 0,
joten alkiolla s € (S, +) on vasta-alkio —s = (—1g)s € S. Koska huomasimme jo, etta
Og € S, niin (S, +) on kommutatiivinen ryhmaé. Siis S on rengas, jolle pétee 15 = 1g.

4. Osoita, ettd Esimerkin 3.17 rengas C' on isomorfinen kompleksilukujen renkaan C kans-
sa. Mika renkaan C' kuvaus vastaa kompleksikonjugointia?

Ratkaisu. Olkoon f: C — C,
f(z) = <_Re z Imz) .

Imz Rez
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Homomorfismin f ydin on {Oc}, joten f on injektio. Se on surjektio, koska

(m y):f@+w>

Lisaksi f(1)

= 1¢, joten f on rengashomomorfismi.

kaikille ( & y) eC.

Lasku osoittaa, etta

Imz Re 2

10 = (Tl Tpet) =)

Siis transpoosin muodostaminen vastaa kompleksikonjugointia.
5. Todista Propositio 3.27(2).
Ratkaisu. Olkoot z,y € ¢~ 1(S’). Téllsin ¢(x), p(y) € S’. Siis

plx+y) =ox)+d(y) €S ja ¢lxy) = o(x)d(y) € 5,

koska ¢ on rengasisomorfismi ja S’ on renkaan R’ alirengas. Siis z + y, zy € ¢ 1(S").
Lemman 3.19 nojalla ¢(—1g) = —1g. Koska S” on renkaan R’ alirengas, patee —1p €
S'. Siis —1g € ¢~1(5"). Alirengastestinf] nojalla ¢=1(S’") on renkaan S alirengas.

6. Olkoot m,n € N —{0,1}. Osoita, ettd kuvaus ®: Z — (Z/mZ) x (Z/nZ),
Q(k) = (k+mZ,k+nZ),

on rengashomomorfismi.

Ratkaisu. Olkoot k, ¢ € Z. Talloin

O(k+0) = ((k+0) +mZ, (k+ () +nZ) = ((k+mZ)+ ({+mZ),(k + nZ) + ({ + nZ))
= (k+mZ,k +nZ)+ (L + mZ,l +nZ) = (k) + (0),

®(kl) = (kl + mZ,kl + nZ) = ((k + mZ)( + mZ), (k + nZ)({ + nZ))
= (k+mZ,k + nZ)({ + mZ,l + nZ) = ®(k)P(¢)

ja ®(1) = (1 + mZ,1 + nZ) on tulorenkaan neutraalialkio. Siis ® on rengasisomorfismi.
7. Osoita, etta renkaalla Z ei ole muita alirenkaita kuin Z.

Ratkaisu. Olkoon S renkaan Z alirengas. Maaritelman mukaan 1 € S, Lemman 3.15
nojalla 0 € S ja esimerkiksi alirengastestin nojalla —1 € S. Alirenkaana S on vakaa

yhteenlaskun suhteen, joten kaikki lukujen 1 ja —1 monikerrat kuuluvat alirenkaaseen S.
Siis Z < S, joten S = Z.

8. Olkoon ¢ € N—{0, 1}. Osoita, etti ei ole rengashomomorfismia jaannosluokkarenkaalta
Z/qZ renkaaseen Z.

1Propositio 3.16



Ratkaisu. Jos olisi rengashomomorfismi ¢: Z/qZ — Z, niin Proposition 3.27(1) nojalla
®(Z/qZ) olisi renkaan Z alirengas. Tehtavén [7| nojalla siis ¢(Z/qZ) = Z mutta tdma on
mahdotonta, koska ¢(Z/gZ) on aarellinen joukko.

Ratkaisu (Toinen tapa). Oletetaan, etti ¢: Z/qZ — Z on rengashomomorfismi. Télloin
¢(1+ gZ) =1 ja Lemman 3.19 nojalla ¢(0 + ¢Z) = 0. Siis

0=0(0+qZ) = d(q(1 + qZ)) = ¢((1 + ¢Z) + (1 + qZ) + - - + (1 + ¢Z))
=14+ qZ) + o(1+qZ) +---+d(1 +qZ) =1+1+---+1=g¢q,

mika on ristiriita.



