Renkaat ja kunnat 2026

Harjoitus 2: ratkaisuja

1. Olkoon f: (A,*) — (C,®) homomorfismi. Osoita:
(a) Jos B < A on vakaa,niin f(B) < C on vakaa.
(b) Jos B < C on vakaa ja f~!(B) ei ole tyhja joukko, niin f~*(B) < A on vakaa.

Ratkaisu. (a) Olkoot ¢y, ¢y € f(B). Télloin on by, by € B, joille f(by) = ¢1 ja f(by) = ca.
Koska B on vakaa, pétee by = by € B. Siis f(b1) ® f(b2) = f(by = by) € f(B), koska f on

homomorfismi.

(b) Olkoot ay,as € f~1(B). Talléin f(ay), f(az) € B. Koska f on homomorfismi ja B on
vakaa, pitee f(ay *as) = f(ai) ® f(as) € B. Siis a; *ay € f~1(B), jotenf~!(B) on vakaa.

2. Todista Lemma 1.21(1): Kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku ovat assosiatiivisia ja
kommutatiivisia. Yhteenlaskun neutraalialkio on 0 = (0,0) ja kertolaskun neutraalialkio
on 1 = (1,0). Kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen

Ratkaisu. Kompleksilukujen yhteenlasku on sama kuin tason R? vektoreiden komponen-
teittainen yhteenlasku. Sen assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus nahdaan helposti: Olkoot
(x1,91), (T2,92), (x3,y3) € C. Talloin maaritelméan, reaalilukujen yhteenlaskun assosiatii-
visuuden ja méaritelmén nojalla

((xl,yl) + (1‘27?&)) + (w3,y3) = (21 + 22,91 + y2) + (v3,93)
= ((z1 + 2) + 33, (Y1 + ¥2) + ¥3)
= (21 + (22 + 23), 41 + (%2 + 13))
= (z1,91) + (v2 + 73,92 + y3)
= (z1,71) + ((iUz,yz) + (373,3/3>) )
joten yhteen lasku on assosiatiivinen. Se on myds kommutatiivinen, silla

(w1, 91) + (22,72) = (21 + 22,91 +¥2) = (T2 + 21,92 + Y1) = (22,92) + (21, 41) -

Selvasti 0 = (0,0) € C on yhteenlaskun neutraalialkio ja (z,y) + (—z, —y) = 0 kaikille
(z,y) € C.

Laskemalla

((951791)(352, y2))(333, Y3) = (2122 — Y12, T1Yy2 + y172) (T3, Y3)
= ($15E2$3 — Y1Y2T3 — T1Y2Y3s — Y1T2Y3, T1T2Y3 — Y1Y2Ys + T1Y2T3 + y1x2$3)

ja
(21, yl)((x27y2)($3,y3)) = (71, 1) (0273 — Y2y3, T2Y3 + Y273)
= (212273 — T1YY3 — Y1T2Y3 — Y1Y2T3, T1T2Y3 + T1Y2Y3 + V12273 — Y1Y2Y3)
havaitsemme, etta kertolasku on assosiatiivinen. Lisédksi
(@1, 1) (%2, y2) = (T172 — Y1yo, T1y2 + y122) = (X221 — Yoy, Tay1 +y221) = (T2, y2) (21, Y1),
joten kertolasku on kommutatiivinen ja

(1,0)(z,y) = (12 =0-y,1-y+0-2) = (2,9),
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joten (1,0) on kertolaskun neutraalialkio.

Osoitimme, etta kertolasku on kommutatiivinen, joten distributiivisuus riittaa tarkas-
taa toiselta puolelta:

($1ayl)((ff27y2) + (fﬂsay:a)) = (v1,y1) (22 + 73,92 + y3)
(30 To + x3) — Y1(y2 + ys), v1(y2 + y3) + y1(z2 + IES))
= ((z122 — y1y2) + (2123 — Y1y3), (T192 + Y122) + (213 + 1123))
= (129 — Y1Y2, T1Y2 + Y172) + (173 — Y1Y3, T1Y3 + Y173)
= (z1,y1) (2, y2) + (21, 91) (23, Y3) -

3. Todista Lemma 1.21(2): Olkoot z,w € C. Télloin zw = 0, jos ja vain jos z = 0 tai
w = 0.

Ratkaisu. Kertolaskun mééritelmén nojalla (0,0)(z,y) = (0,0) = (z,4)(0,0).
Olkoot z = a + ib,w = ¢+ id € C. Talloin 2w = (ac — bd) + i(ad + bc) = 0, jos ja vain

jos
ac—bd =0 ‘ (1)
ad+bc=0

Kerrotaan ensimmainen yhtédlo luvulla ¢ ja toinen luvulla d. Laskemalla néin saatavat
yhtélot yhteen saadaan a(c? + d?) = 0. Jos ¢ + d*> = 0, niin w = ¢ + id = 0. Muutoin
taytyy olla a = 0. Télloin yhtalopari (1) on

bd =0
{b(:: 0 ' 2)

Siis b = 0taic=d = 0. Jos b =0, niin 2z = a+1b = 0. Muuten yhtaloparin molemmat
yhtélot voidaan jakaa luvulla b ja saadaan ¢ = 0 = d. Talloin w = ¢+ id = 0.

4. Osoita, ettd kokonaislukujen kertolasku on yhteensopiva kongruenssin kanssa.

Ratkaisu. Olkoon ¢ € N — {0, 1}. Olkoot a,a’,b,0’ € Z siten, ettd a = o’ mod ¢ ja b=V
mod ¢. Talloin @’ = a + kq jollain k € Z ja b/ = b + nq jollain n € Z. Talloin

a't —ab=dt—d'b+adb—ab=d (b —b)+ (a —a)b =a'ng+ kgb = (a'n+ kb)q,
joten a'b’ = ab mod q.

5. Muodosta yhteen- ja kertolaskun laskutaulut kongruenssiluokilla modulo 2 ja modulo

6.

Ratkaisu. Renkaan Z /27 laskutaulut ovat

— o |+
— o | O
O ==
— O

o O | O
— O |



ja renkaan Z/6Z laskutaulut ovat

+/0 1 2 3 45 012345
0101 2 3 45 0({0 00 0O0O
111 2 3 450 110 1 2 3 4 5
212 345 01 210 2 40 2 4
313 45 01 2 310 303 0 3
414 501 2 3 410 4 2 0 4 2
514 01 2 3 4 210 5 4 3 21

6. Olkoon R rengas. Osoita, etté
(1) z(—y) = (—x)y = —(zy) kaikilla x,y € R,

(2) z(y—2) =2y —zzja (y — 2)x = yr — zx kaikilla z,y, 2z € R.
Ratkaisu. (1) Olkoot x,y € R. Distributiivisuuden ja Proposition 3.10(1) nojalla

zy +x(-y) =2(y—y) =20=0.

Koska yhteenlasku on kommutatiivinen, tasta seuraa x(—y) = —(xy). Samalla tavalla
niahdéaan, etta

vy + (—v)y=(r—2)y=0y=0,

joten (—x)y = —(zy).
(2) Olkoot x,y, z € R. Distributiivisuuden ja kohdan (1) nojalla

x(y—z) =axy+a(—2) =zy —xz
ja
(y—2)r =yr + (—2)r = yxr — 2z

7. Todista Propositio 3.12(2).

Ratkaisu. Jos r € R on alkio, jolle péatee r0 = 1, niin Proposition 3.10(1) nojalla
0=r0=1.

Tama on mahdotonta Proposition 3.12(1) nojalla.

8. Olkoon (R,®, ) kahdella laskutoimituksella varustettu joukko siten, ettd @ ja - ovat
assosiatiivisia ja

(1) (R,®) on ryhma,
(2) kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen ja
(3) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 1z € R.

Osoita, ettd (R,®,-) on rengas.

Ratkaisu. Olkoot x,y € R. Télloin distributiivisuuden ja assosiatiivisuuden nojallaﬂ

(lehzey) =(1elrelel)y = (kelr)e(lydly) =2 (toy) y)
! Assosiatiivisuuden nojalla (a +b) + (c+d) =a+ (b+ (c+d)) =a+ ((b+¢c) +d)
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ja toisaalta

(le)(z@y) =1z@y @lzdy) =2® (YD) DY) .
Yhtalosta
1@ ((2@y)Dy) =20 (YD) DY)

saadaan kayttadmaélla kahdesti supistussdantod x @ y = y @ z. Siis yhteenlasku on kom-
mutatiivinen, joten R on rengas.



