Renkaat ja kunnat 2026

Harjoitus 1: ratkaisuja

1. Olkoon
['={AeMyR):det A=1}.

Osoita, ettd matriisien kertolasku indusoi laskutoimituksen joukossa I'. Miten matriisien
yhteenlasku kayttaytyy?

Ratkaisu. Olkoot A, B € I'. Lineaarialgebrasta muistamme, etta
det(AB) =det AdetB=1-1=1,

joten AB € I'. Siis I" on vakaa, joten kertolasku indusoi siihen laskutoimituksen.

Toisaalta I, € I', mutta det(ly + Iy) = det (2 0

0 2) = 4 # 1, joten I ei ole vakaa

yhteenlaskun suhteen.

2. Olkoot f: (A,*) —» (B,®) ja g: (B,®) — (C,-) laskutoimituksella varustettujen jouk-
kojen homomorfismeja. Osoita, ettd g o f on homomorfismi.

Ratkaisu. Olkoot aq,as € A. Talloin yhdistetyn kuvauksen maéritelmén, kuvauksen f
homomorfisuuden, kuvauksen g homomorfisuuden ja yhdistetyn kuvauksen méaritelmén
nojalla

go flar=az) = g(f(ar=az)) = g(f(a1) ® f(az)) = g(f(a1))-g(f(az)) = go f(a1)-go f(az).

Siis g o f on homomorfismi.

3. Ovatko laskutoimituksella varustetut joukot (Z({0,1}),n) ja (£({0,1}), u) isomor-
fisia?

Ratkaisu. Olkoon F': (£({0,1}),n) — (£({0,1}),v), F(A) = {0,1} — A. Kuvaus F on
bijektio, koska A = B, jos ja vain jos {0,1} — A = {0, 1} — B. De Morganin lain nojalla

F(AnB)={0,1} = (An B) = ({0,1} = A) u ({0,1} = B) = F(A) u F(B).

joten F' on homomorfismi. Siis F' on isomorfismi.

Saman voi havaita jarjestelemalld luentojen Esimerkin 1.4 oikeanpuoleisen laskutaulun
alkiot samaan jarjestykseen, jossa niiden alkukuvat ovat vasemmanpuoleisessa laskutau-
lussa:
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Huomaamme, ettd laskutoimituksien tulokset oikeanpuoleisessa taulukossa ovat vastaa-
valla paikalla vasemmanpuoleisessa taulukossa olevien alkioiden kuvat.
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4. Olkoon X joukko, jossa on ainakin 2 alkiota. Onko joukon Z(X) laskutoimitus —
assosiatiivinen?

Ratkaisu. Olkoot a,b € X, a # b. Talloin
({a} = {b}) —{a} = {a} —{a} = & # {a} = {a} — {b} = {a} — ({b} —{a}),

joten laskutoimitus ei ole assosiatiivinen.

5. Olkoon = kahden alkion joukon X = {a,b} laskutoimitus, jonka laskutaulu on

*
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Onko laskutoimitus * kommutatiivinen? Onko se assosiatiivinen?

Ratkaisu. Laskutaulusta ndemme, etta a «b = b # a = b * a, joten laskutoimitus ei ole
kommutatiivinen. Lisdksi a*(a*a) = axb =0 # a = bxa = (a*a) *a, joten laskutoimitus
ei ole mytskaén assosiatiivinen.

6. Todista Propositio 1.9(2): Olkoon h: (E,*) — (E',®) surjektiivinen homomorfismi.
Jos * on assosiatiivinen, niin & on assosiatiivinen.

Ratkaisu. Olkoot o', V', € E'. Koska f on surjektio, on a,b,c € E, joille f(a) = d/,
f(b) =V ja f(c) = ¢. Kayttamalla kahdesti kuvauksen f homomorfisuutta, sitten lasku-
toimituksen = assosiatiivisuutta ja taas kahdesti kuvauksen f homomorfisuutta saamme
yhtaloketjun

(@ ®Y)® = (f(a) @ f(5) @ f(c) = fla+b)® f(c) = F((a+b) +c) = fla=(bxc)
— f@ @ fbre) = (@)@ (F(B)® f(0) —d @ (B @ ).

Siis laskutoimitus ® on assosiatiivinen.

7. Olkoon = positiivisten reaalilukujen joukon R, laskutoimitus, joka méaritelldian aset-

tamalla
a*b= \/@.

Onko laskutoimitus * assosiatiivinen? Onko laskutoimituksella = neutraalialkio?

Ratkaisu. Laskutoimitus = ei ole assosiatiivinen: Esimerkiksi
(11)*16=VV1-116=4#2=V1+v1-16=1=(1%16).
Laskutoimituksella = ei ole neutraalialkiota: Jos n € R on neutraalialkio ja a € R,

niin @ = n * a = y/na, joten n = y/a, mutta tdma ei voi pated kaikille a € R,.

8. Todista Propositio 1.18: Olkoon X # (J ja olkoon * joukon X assosiatiivinen laskutoi-
mitus. Jos alkiolla g € X on kaanteisalkio, se on yksikasitteinen.

Ratkaisu. Olkoon g € (X, ) alkio, jolla on kédénteisalkio. Talloin laskutoimituksella * on
neutraalialkio e € (X, #). Jos a,a’ € X ovat alkion g kdénteisalkioita, niin a*g = e = g=a’.
Talloin assosiatiivisuuden nojalla

a=axe=ax(g+d)=(axg)xad =exd =d .



