
Ryhmät 2026

Harjoitus 7: ratkaisuja

1. Osoita, että Cˆ{t´1, 1u – Cˆ.

Ratkaisu. Kuvaus ϕ : Cˆ Ñ Cˆ, ϕpzq “ z2, on homomorfismi, koska kompleksilukujen
kertolaskun kommutatiivisuutta käyttämällä saadaan

ϕpzwq “ pzwq
2

“ z2w2
“ ϕpzqϕpwq .

Jokainen z P Cˆ voidaan esittää napakoordinaattien avulla muodossa z “ rpcos θ`i sin θq.
Trigonometristen funktioiden kaksinkertaisen kulman kaavojen avulla saamme1

ϕ
`?

rpcos θ

2 ` i sin θ

2
˘

“
?

r 2
´

cos2 θ

2 ´ sin2 θ

2 ` i 2 sin θ

2 cos θ

2

¯

“ rpcos θ ` i sin θq “ z .

Siis ϕ on surjektiivinen. Väite seuraa ensimmäisestä isomorfismilauseesta.

2. Olkoot q, r P N ´ t0, 1u lukuja, joiden suurin yhteinen tekijä on 1. Osoita, että

Z{qZ ˆ Z{rZ – Z{qrZ .

Ratkaisu. Kuvaus Φ: Z Ñ Z{qZ ˆ Z{rZ,

Φpkq “ pk ` qZ, k ` rZq ,

on homomorfismi, koska sen kumpikin komponenttikuvaus on kongruenssin tekijäkuvaus.
Jos a P ker Φ, niin a ` qZ “ 0 ` qZ ja a ` rZ “ 0 ` rZ, joten q | a ja r | a. Proposition
A.4 nojalla qr | a, joten a P qrZ. Siis ker Φ ď qrZ. Toisaalta

Φpnqrq “ pqnr ` qZ, rqn ` rZq “ p0 ` qZ, 0 ` rZq ,

joten qrZ ď ker Φ. Siis ker Φ “ qrZ.
Ensimmäisen isomorfismilauseen nojalla

Z{qrZ – ΦpZq ď qZ ˆ Z{rZ .

Koska #Z{qrZ “ qr “ #pqZˆrZq, päättelemme, että Φ on bijektio, siis se on isomorfismi.

3. Todista Propositio 12.22.

Ratkaisu. Huomataan ensin, että NT “ TN : Olkoon nt P NT . Koska N Ĳ G ja T ď G,
pätee Nt “ tN . Siis on n1 P N , jolle nt “ tn1 P TN , mistä saadaan NT Ă TN . Vastaavasti
on n2 P N , jolle tn “ n1t P NT , joten TN Ă NT .

Osoitetaan, että NT on ryhmä. Ryhmän G neutraalialkio e on molempien ryhmien
N ja T (neutraali)alkio, joten e P NT . Olkoot n1, n2 P N ja t1, t2 P T . Koska N Ÿ G ja
T ď G, pätee t1N “ Nt1. Erityisesti on n3 P N siten, että t1n2 “ n3t1.2 Siis

n1t1n2t2 “ n1n3t1t2 P NT .

1Muista Harjoitustehtävä 9.12 / Harjoitukset 3.
2Alkioksi n3 voidaan ottaa t1n2t´1

1 , sillä t1n2 “ t1n2t´1
1 t1 ja koska N on normaali, pätee t1n2t´1

1 P N .
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Samoin, koska N on normaali on n4 P N , jolle t´1
1 n´1

1 “ n4t
´1, joten

pn1t1q
´1

“ t´1
1 n´1

1 “ n4t
´1
1 P NT .

Aliryhmätestin nojalla NT ď G.
Proposition 9.12 nojalla

N Y T Ă NT “ tnt : n P N, t P T u Ă xN Y T y .

Määritelmästä seuraa,3 että xN Y T y on pienin ryhmän G aliryhmä, joka sisältää joukon
N Y T . Siis NT Ą xN Y T y, joten NT “ xN Y T y.

4. Osoita, että A5 on yksinkertainen ryhmä.

Ratkaisu. Olkoon N Ÿ A5, #N ě 2. Harjoitustehtävän 12.4 nojalla riittää osoittaa, että
aliryhmässä N on 3-sykli.

Harjoitustehtävän 10.14 nojalla aliryhmässä N on 3-sykli, 5-sykli tai kahden erillisen
syklin tulo. Jos pabcdeq P H, niin Harjoitustehtävän 10.15 kohtien (2) ja (3) nojalla

N Q pacbqpabcdeqpabcq “ pabdecq

ja siten
N Q pabcdeqpabdecq “ pabcdeqpacedbq “ padcq .

Jos pabqpcdq P N , niin Harjoitustehtävän 10.15 kohtien (4) ja (5) nojalla

N Q paebqpabqpcdqpabeq “ paeqpcdq

ja siten N Q pabqpcdqpaeqpcdq “ paebq.

5. Olkoon n ě 3 luonnollinen luku. Osoita, että Dn ď Op2q.

Ratkaisu. Määritelmän mukaan

Dn “ tA P Op2q : APn “ Pnu .

Selvästi I2 P Dn, joten Dn ‰ H. Jos A, B P Dn, niin

pABqpPnq “ ApBPnq “ APn “ Pn ,

joten AB P Dn. Lisäksi APn “ Pn, jos ja vain jos A´1Pn “ Pn, koska matriisia A
vastaava ortogonaalinen lineaarikuvaus on bijektio. Siis A´1 P Dn. Aliryhmätestin nojalla
Dn ď O n.

6. Osoita, että D6 – S3 ˆ pZ{2Zq.

Ratkaisu. Geometriasta näkee, että D3 ă D6. Kertalukujen perusteella näemme, että
rD6 : D3s “ 2, joten Proposition 12.3 nojalla D3 Ÿ D6.

Olkoon H “ x´ idy ă D6. Proposition 12.22 nojalla D3H ď D6. Koska ´ id P D6 ´

D3, Lagrangen lauseen nojalla pätee D6 “ D3H. Lisäksi ´ id P ZpOp2qq, joten D6 on
aliryhmiensä D3 ja H sisäinen suora tulo. Proposition 9.35, Esimerkin 13.8 ja Proposition
8.19 nojalla

D6 “ D3 ˆ H – S3 ˆ pZ{2Zq .

3Katso luku 9.3
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Olkoon A P Opnq ja olkoon b P Rn. Olkoon EA,b : Rn Ñ Rn,

EA,bpxq “ Ax ` b

kaikilla x P Rn. Joukko
Epnq “ tEA,b : A P Opnq, b P Rn

u

varustettuna kuvausten yhdistämisellä on n-ulotteisen avaruuden Eukleideen ryhmä.
Eukleideen ryhmän aliryhmä

Tpnq “ tEIn,b P Epnq : b P Rn
u

on n-ulotteisen avaruuden siirtojen ryhmä.

7. Osoita, että Epnq on ryhmä.

Ratkaisu. Ortogonaalimatriiseja vastaavat lineaarikuvaukset ovat bijektioita ja siirrot
ovat bijektioita. Eukleideen ryhmän alkiot ovat siis bijektioiden yhdistettyinä kuvauksina
bijektioita, joten Epnq Ă PermpRnq. Tämän seikan voi tarkastaa myös laskemalla: Olkoot
A P Opnq ja b P Rn. Olkoon y P Rn. Tällöin

EA,bpA
´1

py ´ bqq “ ApA´1
py ´ bqq ` b “ y .

Siis EA,b on surjektio. Oletetaan sitten, että EA,bpxq “ EA,bpyq joillain x, y P Rn. Tällöin

Ax ` b “ Ay ` b ,

joten Apx´yq “ 0. Koska A P Opnq on kääntyvä, saadaan x´y “ 0. Siis EA,b on injektio.
Osoitetaan sitten, että Epnq ď PermpRnq. Määritelmänsä nojalla Epnq ei ole tyhjä,

sillä esimerkiksi id “ EIn,0 P Epnq. Olkoot sitten EA,a, EB,b P Epnq. Tällöin

EA,a ˝ EB,bpxq “ ApBx ` bq ` a “ ABx ` Ab ` a “ EAB,Ab`apxq

kaikille x P Rn, joten
EA,a ˝ EB,b “ EAB,Ab`a P Epnq . (1)

Yhtälön (1) avulla huomataan, että

EA,b ˝ EA´1,´A´1b “ EIn,0 “ id .

Proposition 8.4(3) nojalla
E´1

A,b “ EA´1,A´1b P Epnq . (2)

Aliryhmätestin nojalla Epnq ď PermpRnq.

8. Osoita, että Tpnq Ÿ Epnq ja että Epnq{Tpnq – Opnq ja että Epnq “ Tpnq ¸ Opnq.

Ratkaisu. Olkoon P0 : Epnq Ñ Opnq, P0pEA,bq “ A. Yhtälön (1) nojalla P0 on homomor-
fismi. Jokaiselle A P Opnq pätee P0pEA,0q “ A, joten P0 on surjektio. Lisäksi

ker P0 “ tF P Epnq : P0pF q “ Inu “ tEIn,b : b P bu “ Tpnq ,

joten ryhmien isomorfismilauseen nojalla Epnq{Tpnq – Opnq.
Kuvaus ϕ : Opnq Ñ Epnq, ϕpAq “ EA,0 on homomorfismi yhtälön (1) nojalla. Se on

määritelmänsä nojalla injektio, joten ryhmät Opnq ja Opnq “ ϕpOpnqq ovat isomorfisia.
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Osoitetaan, että Epnq on aliryhmiensä Tpnq ja Opnq sisäinen puolisuora tulo. Olkoon
EA,b P Epnq. Tällöin EA,b “ Tb ˝ EA,0, joten Epnq “ TpnqOpnq Jos EA,b P Opnq X Tpnq,
niin b “ 0 ja A “ In, joten EA,b on identtinen kuvaus. Siis Epnq “ Tpnq ¸ Opnq sisäisenä
puolisuorana tulona, joten Epnq “ Tpnq ¸ Opnq abstraktina puolisuorana tulona.
Huomaa: Aliryhmän Tpnq normaaliuden voi tarkastaa ilman homomorfismin P0 käyt-
töäkin, mutta tällöin ei päästä suoraan kiinni tekijäryhmään: Yhtälöistä (1) ja (2) seuraa,
että Tpnq ď Epnq. Tämä on helppo tarkastaa suoraankin.

Olkoot A P Opnq ja Tb P Tpnq. Tällöin kaikille x P Rn pätee

A ˝ Tb ˝ A´1
pxq “ ApA´1

pxq ` bq “ x ` Ab “ TAbpxq ,

joten A ˝ Tb ˝ A´1 “ TAb P Tpnq. Siis Tpnq Ÿ Epnq.
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