Ryhmiit 2026

Harjoitus 7: ratkaisuja

1. Osoita, ettda C*/{—1,1} = C*.

Ratkaisu. Kuvaus ¢: C* — C*, ¢(z) = 2%, on homomorfismi, koska kompleksilukujen
kertolaskun kommutatiivisuutta kayttamélla saadaan

(zw) = (2w)? = 22w* = ¢(2)p(w) .

Jokainen z € C* voidaan esittdd napakoordinaattien avulla muodossa z = r(cos #+isin 0).
Trigonometristen funktioiden kaksinkertaisen kulman kaavojen avulla saammeﬂ

T 20 0 0 0\ o
¢(\/?(COS§+281H§) =\/r <COS g —sin §+z2sm§cos§> =r(cosf +isinf) = z.

Siis ¢ on surjektiivinen. Viite seuraa ensimmaéisestd isomorfismilauseesta.

2. Olkoot ¢, € N — {0, 1} lukuja, joiden suurin yhteinen tekija on 1. Osoita, ettéd

2)ql x L)r7 ~ L/qrZ.
Ratkaisu. Kuvaus ®: Z — Z/qZ x Z7/rZ,

O(k) = (k+qZ,k+1Z),
on homomorfismi, koska sen kumpikin komponenttikuvaus on kongruenssin tekijakuvaus.
Josaeker® niina+qgZ =0+qZ jaa+1rZ =0+r1rZ, joten q | a jar | a. Proposition
A4 nojalla gr | a, joten a € qrZ. Siis ker & < ¢rZ. Toisaalta

O(ngr) = (gnr + qZ,rqn + rZ) = (0 + qZ,0 + rZ) ,

joten qrZ < ker ®. Siis ker & = grZ.
Ensimmaisen isomorfismilauseen nojalla

Z/qrl = ®(Z) < qZ x ZrZ.
Koska #Z/qrZ. = qr = #(qZxrZ), paattelemme, ettd ® on bijektio, siis se on isomorfismi.
3. Todista Propositio 12.22.

Ratkaisu. Huomataan ensin, ettd NT' = T'N: Olkoon nt € NT. Koska N < G jaT < G,
patee Nt = tN. Siisonn’ € N, jolle nt = tn' € TN, mista saadaan NT' < T'N. Vastaavasti
onn” € N, jolle tn = n't e NT, joten TN < NT.

Osoitetaan, ettd NT on ryhméd. Ryhmén G neutraalialkio e on molempien ryhmien
N ja T (neutraali)alkio, joten e € NT. Olkoot ny,ns € N ja ty,to € T. Koska N < G ja
T < G, patee ty N = Nt;. Erityisesti on nz € N siten, etta t1n, = ngtl.E] Siis

n1t1n2t2 = n1n3t1t2 e NT'.

'Muista Harjoitustehtivi 9.12 / Harjoitukset 3.
2 Alkioksi ns voidaan ottaa tlngtl_l, silld ting = tlngtl_ltl ja koska N on normaali, patee tlngtl_l e N.

1



Samoin, koska N on normaali on ny € N, jolle t;'ny ' = ngt™', joten
(nit)) ™t =ty = ngt7l e NT.

Aliryhmaétestin nojalla NT' < G.
Proposition 9.12 nojalla

NuUuTc NT ={nt:neN,teT}c{(NuUT).

Maaritelmasté seuraaﬂ ettd (N U T) on pienin ryhmén G aliryhma, joka sisaltad joukon
NuT.Siis N' (N uT),joten NI' =(N uT).

4. Osoita, ettd As on yksinkertainen ryhma.

Ratkaisu. Olkoon N <« A5, #N > 2. Harjoitustehtavéin 12.4 nojalla riittda osoittaa, etté
aliryhmasséd N on 3-sykli.

Harjoitustehtavan 10.14 nojalla aliryhméassa N on 3-sykli, 5-sykli tai kahden erillisen
syklin tulo. Jos (abede) € H, niin Harjoitustehtavian 10.15 kohtien (2) ja (3) nojalla

N 3 (acb)(abcde)(abe) = (abdec)

ja siten
N 3 (abede)(abdec) = (abede)(acedb) = (adc) .

Jos (ab)(cd) € N, niin Harjoitustehtévan 10.15 kohtien (4) ja (5) nojalla
N 3 (aeb)(ab)(cd)(abe) = (ae)(cd)

ja siten N 3 (ab)(cd)(ae)(cd) = (aeb).
5. Olkoon n > 3 luonnollinen luku. Osoita, ettd D,, < O(2).

Ratkaisu. Maaritelmén mukaan
D,={Aec0O(2): AP, =PF,}.
Selvésti I, € D, joten D,, # . Jos A, B € D,,, niin
(AB)(P,) = A(BF,) = AP, = P,,

joten AB € D,,. Lisiksi AP, = P,, jos ja vain jos A7'P, = P,, koska matriisia A
vastaava ortogonaalinen lineaarikuvaus on bijektio. Siis A~! € D,,. Aliryhmitestin nojalla
D, <On.

6. Osoita, ettd Dg =~ S3 x (Z/27).

Ratkaisu. Geometriasta nikee, ettd D3 < Dg. Kertalukujen perusteella ndemme, etté
[Dg : D3] = 2, joten Proposition 12.3 nojalla D3 <t Dg.

Olkoon H = {—id) < Dg. Proposition 12.22 nojalla DsH < Dg. Koska —id € Dg —
D3, Lagrangen lauseen nojalla patee Dg = D3H. Lisdksi —id € Z(0(2)), joten Dg on
aliryvhmiensd D3 ja H sisdinen suora tulo. Proposition 9.35, Esimerkin 13.8 ja Proposition
8.19 nojalla

D¢ = D3 x H=S3x(Z)2Z).

3Katso luku 9.3



Olkoon A € O(n) ja olkoon b € R™. Olkoon E4;: R* — R”,
EAJ)(I‘) =Ax+b

kaikilla z € R". Joukko
E(n) ={Eap: A O(n), be R"}

varustettuna kuvausten yhdistamiselld on n-ulotteisen avaruuden Fukleideen ryhmd.
Eukleideen ryhman aliryhmé

T(n) ={E <€ E(n):beR"}
on n-ulotteisen avaruuden siirtojen ryhmd.
7. Osoita, ettd E(n) on ryhma.

Ratkaisu. Ortogonaalimatriiseja vastaavat lineaarikuvaukset ovat bijektioita ja siirrot
ovat bijektioita. Eukleideen ryhmén alkiot ovat siis bijektioiden yhdistettyind kuvauksina
bijektioita, joten E(n) < Perm(R"). Taméan seikan voi tarkastaa myos laskemalla: Olkoot
A e O(n) ja be R™ Olkoon y € R™. Talloin

Eap(A7 y b)) = A(A™ (y = b)) +b=1y.
Siis E 4, on surjektio. Oletetaan sitten, ettd Ep(x) = Eap(y) joillain z,y € R™. Talloin
Ar+b=Ay+b,
joten A(z —y) = 0. Koska A € O(n) on kddntyvé, saadaan = —y = 0. Siis 4 on injektio.
Osoitetaan sitten, ettd E(n) < Perm(R"). Mééritelmansé nojalla E(n) ei ole tyhj4,
silla esimerkiksi id = Ej, o € E(n). Olkoot sitten E4,, Ep; € E(n). Télloin

Ejoo0 Epp(z) = A(Bx +b) +a=ABx + Ab+ a = Eap apia()

kaikille x € R™, joten
EsooEppy = Eap.apia € E(n). (1)

Yhtalon (1) avulla huomataan, etta
EAJ, 9 EAfl,—Aflb = E[mo =id .

Proposition 8.4(3) nojalla
EZ,lb = EAfl,Aflb € E(TL) . (2)

Aliryhmétestin nojalla E(n) < Perm(R™).

8. Osoita, ettd T(n) < E(n) ja ettd E(n)/T(n) = O(n) ja ettd E(n) = T(n) x O(n).

Ratkaisu. Olkoon Fy: E(n) — O(n), Py(Eap) = A. Yhtélon (1)) nojalla Py on homomor-
fismi. Jokaiselle A € O(n) péatee Py(E40) = A, joten Py on surjektio. Liséksi

ker Py = {F € B(n) : Py(F) = I,} = {Ey1,,: be b} = T(n),

joten ryhmien isomorfismilauseen nojalla E(n)/T(n) = O(n).
Kuvaus ¢: O(n) — E(n), ¢(A) = E4 on homomorfismi yhtéloén (1)) nojalla. Se on
madritelméansa nojalla injektio, joten ryhmét O(n) ja O(n) = ¢(O(n)) ovat isomorfisia.
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Osoitetaan, ettd E(n) on aliryhmiensa T(n) ja O(n) sisdinen puolisuora tulo. Olkoon
EAJ, € E(n) Talloin E’AJ2 = Tb ¢} EA70, joten E(TL) = T(TL)Q(TL) Jos EA,b € Q(n) M T(n),
niin b = 0 ja A = I,,, joten E4; on identtinen kuvaus. Siis E(n) = T(n) x O(n) sisdisend
puolisuorana tulona, joten E(n) = T(n) x O(n) abstraktina puolisuorana tulona.
Huomaa: Aliryhméan T(n) normaaliuden voi tarkastaa ilman homomorfismin P, kéyt-
toakin, mutta talloin ei padsta suoraan kiinni tekijaryhmédn: Yhtéaloista (1)) ja seuraa,
ettd T(n) < E(n). Tama on helppo tarkastaa suoraankin.

Olkoot A € O(n) ja T, € T(n). Talloin kaikille z € R™ pétee

AoTyo A (x) = A(A™ () +b) = 2 + Ab = Ty(7),

joten AoTyo A~ =Ty, € T(n). Siis T(n) < E(n).



