Ryhmiit 2026

Harjoitus 6: ratkaisuja

1. Todista Propositio 9.35

Ratkaisu. Kuvaus ¢: Hx.J — HJ, ¢(h,j) = hj, on homomorfismi: Jos (hy, j1), (he, j2) €
H x J, niin oletuksen mukaan hyj; = j1hs, joten

d((h1,41)(h2, j2)) = ¢(hihy, j1g2) = hihojijs = (huji)(heje) = ¢(h1, j1)@(he, J2) -

Kuvaus ¢ on selvisti surjektio. Osoitetaan vield, ettd se on injektio: Jos (h,j) € ker ¢,
niin hj = e € G. Siis h = j~ 1. Télléin h e H n J = {e}, joten h = e ja j = h~! = e. Siis
ker ¢ = {(e,e)}. Proposition 9.20 nojalla ¢ on isomorfismi.

2. Minké kurssilla késitellyn ryhmén kanssa ryhmé (Z/30Z)* on isomorfinen?

Ratkaisu. Koska
{aeZ:0<a<?29, syt(a,30) =1} = {1,7,11,13,17,19, 23,29} ,
niin

#(Z/30Z)"
= {1+ 30Z,7+ 302,11 + 307,13 + 302,17 + 30Z, 19 + 30Z, 23 + 307,29 + 30Z}
= {1 +30Z,7 + 30Z,11 + 30%Z, 13 + 30Z, —13 + 30Z, —11 4+ 30Z, —7 + 30Z, —1 + 3OZ}

ja erityisesti #(Z/30Z)* = 8. Selvasti ord(1 + 30Z) = 1 ja ord(—1 + 30Z) = 2. Lasku
osoittaa, etta

(7 + 30Z)% = 49 + 30Z = 19 + 30Z
(7+ 30Z)* = (7 + 30Z)(19 + 30Z) = 133 + 30Z = 13 + 30Z
(7 + 30Z)* = (7 + 30Z)(13 + 30Z) = 91 + 30Z = 1 + 30Z,

ja
(=7 +30Z)* = 49 + 30Z = 19 + 30Z

(=74 30Z)° = (=7 + 30Z)(19 + 30Z) = —133 + 30Z = —13 + 30Z
(=74 30Z)* = (7T + 30Z)* = 1 + 30Z,

joten (7 + 30Z) =~ Z/AZ = (—7 + 30Z). Lisiksi (11 + 30Z)? = 121 + 30Z = 1 + 30Z,
joten jokainen alkio sisdltyy aliryhméén, jonka kertaluku on 2 tai 4. Siis minkaén alkion
kertaluku ei ole suurempi kuin 4. Erityisesti kahdeksan alkion ryhmé (Z/30Z)* ei ole
syklinen ryhmé.

Valitsemalla H = (7 + 30Z) ja J = (-1 + 30Z) =~ Z/2Z, huomaamme, ettd HJ =
(Z/30Z)* ja H nJ = {1 + 30Z}. Koska (Z/30Z)* on kommutatiivinen ryhmé, se on siis
aliryvhmien H ja .J sisainen suora tulo. Propositioiden 9.35 ja 8.19 nojalla

(Z/30Z)" ~ H x J = 7,/AZ x 7.J2Z..



3. Piirra ryhmén ()g aliryhmékaavio.

Ratkaisu. Lagrangen lauseen nojalla mahdolliset aliryhmien koot ovat 1, 2, 4 ja 8. Ai-
noastaan alkion —1 kertaluku on 2, se virittdd kertaluvun 2 syklisen ryhman. Alkioiden
+i, +j ja £k kertaluku on 4, ne virittavat yhteensa kolme kertaluvun 4 syklistd ryhméaa.

<1> = {iv -1, i, 1} = <*1>
<.]> = {J7 _17 _j7 1} = <_j>
& = {k, —1,—k, 1} = (—k).

Lisdksi kaaviossa ovat triviaalit aliryhmét {1} ja Qs.
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4. Todista Propositio 12.7(2): Olkoon ¢: G — G’ ryhmadhomomorfismi. Olkoon H' < G'.
Tilléin ¢~ (H') < G.

Ratkaisu. Proposition 9.17(2) nojalla ¢~*(H’) < G. Olkoon g € G ja olkoon h € ¢~ (H').
T&llsin ¢(h) € H'. Proposition 8.17 nojalla ¢(g!) = ¢(g)~!, joten

d(ghg™") = é(9)d(h)e(g™") = é(g)d(h)e(g) ™ € H',
koska H' < G'. Siis ghg™' € ¢~ '(H'), joten Proposition 12.5 nojalla ¢~ (H') < G.

5. (a) Osoita, ettd ryhmén G keskus Z(G) on normaali aliryhma.
(b) Osoita, ettd ryhméan Qg kaikki aliryhmét ovat normaaleja.

Ratkaisu. (a) Harjoitustehtéavéssa 9.7 osoitettiin, ettd Z(G) < G. Olkoon g € G ja olkoon
h € Z(G). Keskuksen mééritelmén nojalla
ghg™ =hgg™" =h,

joten Proposition 12.5 nojalla Z(G) < G.
(b) Tehtavéssa [3{ ndimme, etta

[Qs - (D] = [@s : §)] = [@s : k)] = 2,
joten Proposition 12.3 nojalla (i) < Qs, (j) < Qs ja (k) < Qs. On helppo tarkastaa, etté
{1, -1} < Z(Qs) ja yhtélot
j—k=—ji, ki=j——ik, jk—i=—kj.
osoitEItavat, ettd ryhméan muut alkiot eivét ole keskuksessa. Siis (a)-kohdan nojalla {1, —1} <
Qs-

!'Tamén tehtdvin voi ratkaista myos tarkastelemalla aliryhmien sivuluokkia tai Proposition 12.5.
avulla.




6. Osoita, ettd Qs/Z(Qg) = Ky.

Ratkaisu. Sivuluokat aliryhmén Z = Z(Qs) = {1, —1} suhteen ovat Z, iZ, jZ ja kZ.
Laskutaulusta

7 iZ 7 kZ

Z | Z iZ jZ kZ

iZ iz 7 kZ iz

iZz\iz kz 7 iz

kZ |\ kZ 7 iZ 7

tunnistamme, ettd Qg/Z =~ Kj.

Toinen tapa ratkaista tehtéavd on huomata, ettd ryhmé Qg/Z =~ K, on kommutatii-
vinen neljan alkion ryhmad, jonka nollasta poikkeavat alkiot ovat kertalukua 2. Téalloin
mitkéd tahansa kaksi eri nollasta poikkeavaa alkiota virittdvat ryhmén Qs/Z =~ Ky, joka
on naiden alkioiden virittdmien syklisten kahden alkion ryhmien sisdinen suora tulo.

7. Olkoon H < A,, normaali aliryhmé, joka siséaltdd ainakin yhden 3-syklin. Osoita, etta

H=A,.

Ratkaisu. Olkoon (abc) € H. Talléin myés (ach) = (abc)? € H, joten molemmat 3-syklit,
joissa alkiot a, b ja c esiintyvét ovat aliryhméassa H. Jos a,b,c,d € {1,2,,...,n} ovat eri
alkioita, niin

(cd)(abc)(cd) = (abd) € H,

koska H on normaali aliryhméE] Jos a,b,c,d,e e {1,2,,...,n} ovat eri alkioita, niin
(ce)(bd)(abc)(bd)(ce) = (ade) € H,
jajos a,b,c,d,e, f€{1,2,,...,n} ovat eri alkioita, niin

(cf)(be)(ad)(abe)(ad)(be)(cf) = (def) € H.

Siis kaikki 3-syklit ovat aliryhmésséd H. Proposition 10.21 nojalla H = A,,.

8. Osoita, etta tekijaryhméa Q/Z on aareton. Osoita, ettd ryhmén Q/Z jokaisen alkion
kertaluku on aarellinen ja ettd ryhmé Q/Z ei ole syklinen.

Ratkaisu. Huomataan ensin, ettd kuvaus b: [0, 1] n Q — Q/Z on bijektio: Jos = # y ja
r —y € Z, niin |z —y| > 1 ja toisaalta, jos 0 < x <y < 1, niin 0 < y — z < 1. Siis
r+Z#y+17Z,josx#yjaxye 0,1 n Q. Toisaalta, jos x € Q, niin on x4 € [0, 1[ N Q,
jolle x —xg € Z, joten x + Z = xy+ Z. Joukko [0, 1[ n Q on &éreton, joten Q/Z on Adreton.

Jos x = I joillain p,q € Z, ¢ # 0, niin ¢z = p € Z. Siis q(§ + Z) = Z, joten
ord(pg + Z) < q.

Jos Q/Z = {x + Z) jollain x + Z € Q/Z, niin Q/Z on aéarellinen, koska ord(z + Z) on
aarellinen. Siis Q/Z ei ole syklinen ryhmaé.

2Téssd kdytimme sitd, ettd (cd)™! = (cd).



