
Ryhmät 2026

Harjoitus 4: ratkaisuja

1. Osoita, että ryhmät Z{6Z ja Z{2Z ˆ Z{3Z ovat isomorfisia. 1

Ratkaisu. Seurauksen 8.12 nojalla ryhmän Z{2ZˆZ{3Z neutraalialkio on p0`2Z, 0`3Zq.
Huomaamme, että

2p1 ` 2Z, 1 ` 3Zq “ p0 ` 2Z, 2 ` 3Zq ‰ p0 ` 2Z, 0 ` 3Zq

3p1 ` 2Z, 1 ` 3Zq “ p1 ` 2Z, 0 ` 3Zq ‰ p0 ` 2Z, 0 ` 3Zq

4p1 ` 2Z, 1 ` 3Zq “ p0 ` 2Z, 1 ` 3Zq ‰ p0 ` 2Z, 0 ` 3Zq

5p1 ` 2Z, 1 ` 3Zq “ p1 ` 2Z, 2 ` 3Zq ‰ p0 ` 2Z, 0 ` 3Zq

6p1 ` 2Z, 1 ` 3Zq “ p0 ` 2Z, 0 ` 3Zq ,

joten
#xp1 ` 2Z, 1 ` 3Zqy “ ordp1 ` 2Z, 1 ` 3Zq “ 6 “ #Z{2Z ˆ Z{3Z .

Siis xp1 ` 2Z, 1 ` 3Zqy “ Z{2Z ˆ Z{3Z, joten Z{2Z ˆ Z{3Z on kuuden alkion syklinen
ryhmä. Lauseen 9.29(1) nojalla se on isomorfinen ryhmän Z{6Z kanssa.

2. Osoita, että rationaalilukujen additiivinen ryhmä ei ole syklinen.

Ratkaisu. Olkoon a
b

P Q, a, b P Z, b ‰ 0. Tällöin xa
b
y “

␣

ka
b

: k P Z
(

. Jos xa
b
y “ Q, niin

1
2b

“ ka
b

jollain k P Z, mutta tästä seuraa 1 “ 2ab, mikä on ristiriita, koska 2 R Zˆ.

3. Todista Lause 9.29(2).

Ratkaisu. Olkoon ϕ : xay Ñ G ryhmähomomorfismi. Jos g P ϕpxayq, niin

g “ ϕpak
q “ ϕpaq

k

jollain k P Z. Siis ϕpxayq “ xϕpaqy.

4. Monellako eri tavalla voit täydentää taulukon

˚ e a b c

e e a b c
a a
b b
c c

niin, että tuloksena on ryhmän laskutaulu? Mitä voit päätellä tästä havainnosta?

Ratkaisu. Harjoitustehtävän 9.28 nojalla neljän alkion ryhmässä on alkio, jonka kerta-
luku on 2. Voimme olettaa, että tämä alkio on b.

˚ e a b c

e e a b c
a a
b b e
c c
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Lemman 8.6 nojalla a ˚ b “ c,b ˚ a “ c, b ˚ c “ a ja c ˚ b “ a.

˚ e a b c

e e a b c
a a c
b b c e a
c c a

Muihin paikkoihin on vaihtoehtoja. Esimerkiksi a ˚ a “ e tai a ˚ a “ b ovat kaikki vaih-
toehdot tälle tulolle. Jos a ˚ a “ b, niin Lemman 8.6 nojalla

˚ e a b c

e e a b c
a a b c e
b b c e a
c c e a b

Tämä on neljän alkion syklisen ryhmän laskutaulu. Jos a˚a “ e, niin Lemman 8.6 nojalla

˚ e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Tämä on Kleinin 4-ryhmön K4 laskutaulu.
Valitsemalla alussa a tai c kertaluvun 2 alkioksi saadaan erilaiset laskutaulut sykliselle

ryhmälle, mutta ne eivät ole oleellisesti eri tapoja, koska vastaavat ryhmät ovat isomorfisia.

5. Määritä permutaatio τ “ p13428qp2648735q erillisten syklien tulona ja määritä sen
kertaluku.

Ratkaisu. Olkoot τ1 “ p2648735q ja τ2 “ p13428q. Seuraamalla alkion 1 rataa kuten
Proposition 10.8 todistuksessa saamme

τp1q “ τ2pτ1p1qq “ τ2p1q “ 3 ,

τp3q “ τ2pτ1p3qq “ τ2p5q “ 5 ,

τp5q “ τ2pτ1p5qq “ τ2p2q “ 8 ,

τp8q “ τ2pτ1p8qq “ τ2p7q “ 7 ,

τp7q “ τ2pτ1p7qq “ τ2p3q “ 4 ,

τp4q “ τ2pτ1p4qq “ τ2p8q “ 1 ,

joten halutussa esityksessä on 6-sykli p135874q. Tarkastellaan jäljellä olevia alkioita:

τp2q “ τ2pτ1p2qq “ τ2p6q “ 6 ,

τp6q “ τ2pτ1p6qq “ τ2p4q “ 2 .

Siis τ “ p135874qp26q. Permutaatio τ on siis erillisten 2- ja 6-syklin tulo, joten Lemman
10.5(2) nojalla ord τ “ pyjp2, 6q “ 6.
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6. Täydennä Proposition 10.6 todistus induktiotodistukseksi.

Ratkaisu. Sykli, jonka pituus on 2 on vaihto. Oletetaan, että kaikki syklit, joiden pituus
on korkeintaan m´1 ovat vaihtojen tuloja. Olkoon pa1a2 ¨ ¨ ¨ amq sykli, jonka pituus on m.
Tällöin on vaihdot τ1, τ2, . . . , τn siten, että pa1a2 ¨ ¨ ¨ am´1q “ τ1τ2 ¨ ¨ ¨ τn. Proposition 10.6.
todistusideassa olleen vihjeen perusteella huomaamme, että

pa1a2 ¨ ¨ ¨ amq “ pa1amqpa1a2 ¨ ¨ ¨ am´1q “ pa1amqτ1τ2 ¨ ¨ ¨ τn ,

joten pa1a2 ¨ ¨ ¨ amq on vaihtojen tulo. Väite seuraa induktioperiaatteesta.

7. Olkoot a, b, c, d, e P t1, 2, 3, 4, 5u siten, että ta, b, c, d, eu “ t1, 2, 3, 4, 5u. Määritä per-
mutaatiot

(1) pabqpcdqpabcqpcdqpabq,

(2) pacbqpabcdeqpabcq,

(3) pabcdeqpabdecq´1,

(4) paebqpabqpcdqpabeq ja

(5) pabqpcdqpaeqpcdq.

Ratkaisu. (1) pabqpcdqpabcqpcdqpabq “ padbq,

(2) pacbqpabcdeqpabcq “ pabdecq,

(3) pabcdeqpabdecq “ pabcdeqpacedbq “ padcq,

(4) paebqpabqpcdqpabeq “ paeqpcdq,

(5) pabqpcdqpaeqpcdq “ paebq.

8. Olkoon σ : t1, 2, . . . , 8u Ñ t1, 2, . . . , 8u permutaatio, jolle pätee

σp1q “ 3, σp2q “ 6, σp3q “ 7, σp4q “ 8, σp5q “ 2, σp6q “ 5, σp7q “ 4, σp8q “ 1 .

Kirjoita permutaatio σ erillisten syklien tulona.

Ratkaisu. Samalla tavalla kuin tehtävässä 5 saadaan p13748qp265q.
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