Ryhmiit 2026

Harjoitus 3: ratkaisuja
Hamiltonin kvaterniot on joukko

H:{(_% Z) :a,be(C}CMg((C)

varustettuna renkaasta My(C) indusoiduilla laskutoimituksilla.

Hamiltonin kvaternioiden multiplikatitvinen ryhmd on

ae= (- { (o o) 1),

laskutoimituksena magtriisien kertolaskul%

*Katso luku 4.4.
1. Osoita, ettd H* on ryhma.

Ratkaisu. Kompleksisten 2 x 2-matriisien osajoukko H on vakaa matriisien kertolaskun

suhteen: B
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joten matriisien kertolasku indusoi assosiatiivisen laskutoimituksen joukkoon H. Huo-
maamme, etta

a b\ | o 2
det <—b d) = lal*+ b|=0 (2)

vain, jos a = 0 = b. Siis joukon H—{0} alkiot ovat kddntyvia matriiseja. Kahden kdéntyvéin
matriisin tulo on kddntyva, joten joukon H — {0} alkioiden tulo ei voi olla nollamatriisi.
Siis H — {0} on vakaa, joten matriisien kertolasku on assosiatiivinen laskutoimitus.

Yksikkomatriisi ((1) (1)) on joukossa H—{ (O O) }, joten laskutoimituksella on neut-
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raalialkio.
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0 O) } alkio on kédantyva ja line-

Edelld huomasimme, etta jokainen joukon H — { (

aarialgebrasta muistamme, etta[]
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Siis H* on ryhma.
Tapa 2: Yhtilosta seuraa, ettd joukon H — { 8 8

riiseja. Siis H < GL(C). Voimme soveltaa aliryhmaétestid, koska esimerkiksi I, € H.
Tarvittavat laskut ovat samat kuin edell&.

STRS

} alkiot ovat kaantyvia mat-

2. Osoita, ettéa
St ={2€eC:|z| =1} = {cos(t) + isin(t) : t € R}

on ryhman C* aliryhma.

IT4mé& on helppo tarkastaa laskemalla.



Ratkaisu. Joukko S! ei ole tyhji, silld esimerkiksi 1 € S!. Olkoot z,w € S'. Proposition
1.26(3) nojalla |zw| = |z||w| = 1, joten zw € S'. Lisdksi 2z = n(z) = |2|*> = |z] = 1, joten
z = z~t e S'. Aliryhmitestin nojalla S* < C*.

Yhtélo {z € C: |z| = 1} = {cos(t) + isin(t) : t € R} on tunnettu aiemmilta kursseilta,
esimerkiksi napakoordinaattien yhteydestd. Talloinhédn ¢ on ympyrin kulmaparametri,
kun kulmaa mitataan vastapaivain alkaen tason pisteestd (1,0) = 1 + 0i.

3. Anna esimerkki surjektiivisesta homomorfismista f: (R, +) — (S!, ).

Ratkaisu. Kuvaus ¢: R — S' < C*, ¢(t) = cos(t) + isin(t), on surjektio Harjoitusteh-
tavan [2| nojalla. Lisdksi kaikille s,t € R pétee trigonometristen funktioiden tunnettujen
yhteenlaskusdantojen nojalla
¢(s+t) = cos(s+t)+isin(s+t) = cos(s) cos(t)—sin(s) sin(t)+i( cos(s) sin(t)+sin(s) cos(t)) .
Toisaalta kompleksilukujen laskusaantéjen nojalla

¢(s)¢(t) = (cos(s) + isin(s))(cos(t) + isin(t))

= cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t) + i( cos(s) sin(t) + sin(s) cos(t)) ,

joten vaite on todistettu.

Huomaa: Edelld kdytetty ¢ ei ole ainoa oikea valinta surjektiiviseksi homomorfismik-
si f: (R,+) — (S%+). Samalla laskulla kuin edelld on helppo tarkastaa, ettd kuvaus
ba: (R, +) — (S,), ¢u(t) = cos(at) + isin(at), on surjektiivinen homomorfismi kaikilla
a € R*. Erityisen luonteva valinta olisi a = 2.

Kvaternioita késitellessa on tapana kayttaéd esimerkiksi merkintoja

1=<(1) (1)> i=<é j) JZ(? (1)> k:(? é)

Talloin
Poj?-k?= -1 (4)
ja
ij=k=—-ji, ki=j=-ik, jk=1i=-kj. (5)
Ryhma

QB = {ila iia ija ik} < H™

on kvaternioryhmda Qs.

4. Osoita, ettd Qg < H*.

Ratkaisu. Koska ()g = H* on maaritelty luettelemalla 8 alkiota, se ei ole tyhja joukko
ja selvésti Qg ei ole koko H*. On helppo tarkastaa, etta

P=j=k*=-1 (6)

ja
ij=k=—ji, ki=j=-ik, jk=i=-kj. (7)
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Esimerkiksi



ja

. 0 1 1 0
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Siis kaikille x,y € Qg pétee xy € Qg. Lisdksi yhtéloista @ seuraa
i(—1) = ()i =j(-j) = (=) =k(-k) = (-k)k =1, (8)
joten 27! € Qg jokaiselle 7 € Qg. Aliryhmitestin nojalla Qg < H*.

5. Todista Propositio 9.14.

Ratkaisu. Lemman 9.3 nojalla ryhméan G neutraalialkio on aliryhméssé H; jokaisella ¢ €
I, joten (,.; H; # &. Olkoot g, h € (,.; H;. Télloin g, h € H; kaikilla i € I. Koska H; on
ryhmé, patee gh™! € H; kaikilla ¢ € I. Siis gh™! € [),_; H;. Viite seuraa aliryhmétestist.

6. Olkoon T': SLy(Z) — SLy(Z), T(B) = B, kuvaus, joka liitt4i matriisiin B sen trans-
poosin. Olkoon inv: SLy(Z) — SLy(Z) kuvaus inv(B) = B~*. Mitka kuvauksista T, inv,
T oinv ja inv o7 ovat homomorfismeja®

Ratkaisu. Olkoot A, B € SLy(Z). Talloin

T(AB) = 1(AB) = "BTA
ja

inv(AB) = inv Binv A,

joten T ja inv eivat ole homomorfismeja. Toisaalta
Toinv(AB) =T (inv Binv A) = T(inv A) T'(inv B) = T o inv(A) T o inv(B)
ja
invoT(AB) = inv(T(B)T(A)) = inv(T(A)) inv(T(B)) = invoT'(A) invoT(B),

joten T o inv ja inv oT" ovat homomorfismeja.
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Olkoon ¢: B — C*,

[y

Osoita, ettd B < SLy(C) ja ettd kuvaus ¢ on homomorfismi. M&éritd homomorfismin ¢
ydin ja kuvajoukko.

8 Il) = 1, joten B < SLy(C). Liséksi I, € B, joten

a
voimme soveltaa aliryhmaétestia. Jos a,a’,b,b' € C ,a # 0 # ', niin

a b\ [(a V aa’ abl + L
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2Kertaa lineaarialgebraa!

Ratkaisu. Huomaamme, etta det




ja

joten B < SLy(C).
Kuvaus ¢ on homomorfismi, koska

o((6 D) (5 ) =el(F "27))

a aa’
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Sen ydin on

o= {(5 e} <[ )enea- )

ja kuvajoukko on
#(B) ={a*:aeC—{0}} =C*. (9)

Yhtaloketjun @ viimeinen yhtésuuruus voidaan perustella esimerkiksi nain: Jokaiselle
ze€C*onr>0jateRsiten, ettd z = r(cost + isint). Tehtévassa |3 tehtyjen laskujen
perusteella pétee z = (y/r(cos L + isin %))2

8. Olkoon G &arellinen ryhma, jonka kertaluku on parillinen. Osoita, ettd ryhmésséd G on
alkio, jonka kertaluku on 2.

Ratkaisu. Olkoon P = {g € G : g7! # g}. Jos g € P, niin g7 € G ja g # g~ '. Siis
#P on parillinen. Jokaiselle h € G — P pétee h™' = h, joten ordh € {1,2}. Ryhmén
G neutraalialkio ei ole joukossa P, koska ee = e, ja se on ryhmén G ainoa alkio, jonka
kertaluku on 1. Koska G — P # & ja #(G — P) on parillinen, niin on h € (G — (P u {e}).
Talle alkiolle péatee ord h = 2.



