Ryhmiit 2026

Harjoitus 2: ratkaisuja

1. Maarita kertolaskun laskutaulu kongruenssiluokilla modulo 8.

Ratkaisu. Merkitaan kongruenssiluokkaa a + 8Z € Z/8Z edustajalla r = a mod 8, jolle
patee 0 <7r < 7.

01234567
0{0 OO O0OO0O0OO0O0
1101 2 3 45 6 7
2/0 2 46 0 2 46
310 36147 25
410 4 0 4040 4
50 52 7 416 3
60 6 4 206 4 2
71076 543 21

2. Minka kurssilla kéasitellyn ryhmén kanssa ryhmé (Z/12Z)* on isomorfinen?

Ratkaisu. Maéritelmén ja Seurauksen 8.22 nojalla
(Z)12Z)* = {1 + 12Z,5 + 12Z,7 + 127,11 + 127Z}.

Ryhmén (Z/12Z)* laskutaulu on

1 5 7 11
111 5 7 11
515 1 11 7, (1)
717 11 1 5
111 7 5 1

kun merkitsemme kongruenssiluokkaa k + 127 edustajallaan k € {1,5,7,11}.
Vertaamalla laskutaulua ja ryhméan K laskutaulua (8.1), huomaamme, etti

(Z)127)" =~ K4 .
3. Osoita, etta H3 on ryhma.

Ratkaisu. Reaalikertoimiset kdantyvat 3 x 3-matriisit muodostavat Proposition 9.11 no-
jalla ryhmén GL3(R). Tama tulos kdydaan vasta harjoitusten paiviané luennolla, mutta
sita voi kayttda. [lman tata tulosta pitad alla olevien laskelmien lisaksi todeta, etta 3 x 3-
matriisien kertolasku indusoi laskutoimituksen joukkoon Hj, koska Hs on vakaa, katso
. Indusoitu laskutoimitus on assosiatiivinen. Lisdksi kdanteisalkion toimivuus pitda
tarkastaa molemmilta puolilta.
Kéytdmme aliryhmétestida Propositio 9.4(2). Kaikkien joukon Hj3 matriisien deter-

minantti on 1, joten Hy < SLy(R) < GL3(R). Matriisien kertolaskun neutraalialkio
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0 1 0] on joukossa Hs, joten Hj ei ole tyhja joukko.
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Osoitetaan, ettd Hs on vakaa matriisien kertolaskulle: Olkoot a,y,z,2’,y’, 2" € R.
Talloin

1 z z\ /1 o 2 1 z+2 z4+2 +zy
01 y|l0o 1 ¢ =10 1 y+y € Hs, (2)
0 01 0 0 1 0 0 1

joten Hj on vakaa ja matriisien kertolasku indusoi assosiatiivisen laskutoimituksen jouk-
koon Hs.
Lisaksi yhtalosta niaemme, etté kaikille z,y, z € R péatee
1 - 1 —x —z+4uxy
0 =10 1 —y € Hs,
0 0 O 1

o~ 8
— < W

joten aliryhmaétestin nojalla Hs < SLy(R).
4. Osoita, ettd ryhmé Hj ei ole isomorfinen ryhmén (R3, +) kanssa.
Ratkaisu. Jos ryhmat olisivat isomorfisia, niin Hj3 olisi kommutatiivinen Proposition

8.16(4) nojalla, koska R® on kommutatiivinen esimerkiksi Proposition 8.10/Esimerkin
8.11 nojalla. Kuitenkin pétee esimerkiksi

110 1 00 1 11 1 10 1 00 1 10
010)J(0O1T 1})=1011}J# (01 1|]=1011 010],
0 01 0 01 0 01 0 01 0 01 0 01

joten Hj ei ole kommutatiivinen. Témén voi todeta monella muullakin esimerkilla.

Ryhméan G keskus on

Z(G) ={z€ G: zg = gz kaikilla g € G}.
5. Olkoon G ryhmé. Osoita, ettd Z(G) < G.

Ratkaisu. Neutraalialkio on keskuksessa, joten Z(G) ei ole tyhja. Olkoot z,w € Z(G).
Talloin assosiatiivisuuden ja keskuksen maéritelmén nojalla kaikille g € G pétee

(zw)g = z(wg) = 2(gw) = (29)w = (g2)w = g(zw),

joten zw € Z(G). Lisédksi Proposition 8.3(4) ja oletuksen z € Z(G) nojalla saadaan
Zlg=(972) = (2 ) =g, (3)

joten z7' € Z(@G). Aliryhmétestin nojalla Z(G) < G.
Sen, ettd 27! € Z(G) kaikille z € Z(G) voi osoittaa yhtiloketjun sijaan myos

esimerkiksi néin:

1 1 -1

z_lg = z_lgzz_ = z_lzgz_ = gz
6. Olkoon X joukko ja olkoon xy e X. Olkoon
F ={f ePerm(X): f(xg) = x0}

Osoita, ettd F' < Perm(X).



Ratkaisu. Identtiselle kuvaukselle idx: X — X, idx(z) = x, pitee idx(z) = xo. Siis
idy € F, joten F # . Jos f,g € F, niin f o g(xg) = f(xg) = o, joten foge F. Jos
f e F, niin zg = f~to f(zg) = f(xp), joten f~! € F. Viite seuraa aliryhmitestista.

7. Todista Propositio 9.17(2).

Ratkaisu. Olkoot e € G ja ¢/ € G’ ryhmien G ja G’ neutraalialkiot. Olkoon H' < G'.
Télloin € € H' ja ¢(e) = ¢, joten e € ¢p~(H'). Olkoot g,h € ¢~(H'). Talloin siis
®(g), ¢(h) € H'. Proposition 8.17 nojalla

Sgh™") = o(g)p(h™") = o(g)p(h) " € H',
koska H' < G’. Aliryhmétestin nojalla ¢~ (H') < G.

8. Olkoot X ja Y epétyhjia joukkoja ja olkoon f: X — Y bijektio. Osoita, ettd permu-
taatioryhméat Perm(X) ja Perm(Y’) ovat isomorfisia.

Ratkaisu. Jos b € Perm(X), niin fobo f~': Y — Y on bijektioiden yhdistettyni ku-
vauksena bijektio, joten se on ryhmén Perm(Y") alkio. Kuvaus ®: Perm(X) — Perm(Y"),
®(b) = fobo f~! on homomorfismi, silld kaikille b, by € Perm(X) pétee

Dby oby) = fobiobyof™t=fobiofltofobyof™=o(b)od(b).
Olkoon b € Perm(Y). Télldin f~'obo f € Perm(X) ja

®(f ' obof)=foftobofof ! =b,
joten ® on surjektio. Jos ®(b) = idy, niin fobo f~! = idy, joten
fob=fobof ™ of=idyof =f.
Siis
b= fofob—f"of —idy,

joten ker ® = {idx}. Proposition 9.20 nojalla ® on injektio. Siis ® on bijektio, joten se
on isomorfismi.

Toinen tapa osoittaa, ettd ¢ on bijektio, on nayttaa, ettd kuvaus ¥: Perm(Y) —

Perm(X), ¥(c) = f~'oco f on kuvauksen ® kdanteiskuvaus: Jokaiselle b € Perm(X) ja
jokaiselle ¢ € Perm(Y') pétee

Vod(h)=flofobof of=b

ja
QoW(c)=fof T ocofof T =,
joten Vod = idperm()() ja DoV = idperm(y). Siis ¥ = (I)_l.



