Ryhmiit 2026

Harjoitus 1: ratkaisuja

1. Olkoon = kolmen alkion joukon X = {a,b,c} laskutoimitus, jonka laskutaulu on

Onko laskutoimitus * kommutatiivinen? Onko laskutoimituksella = neutraalialkio? Onko
laskutoimituksella varustetun joukon (X, =) jokaisella alkiolla kddnteisalkio? Onko ké&én-
teisalkio yksikéasitteinen? Onko laskutoimitus = assosiatiivinen?

Ratkaisu. Laskutoimitus = on kommutatiivinen, koska sen laskutaulu on symmetrinen.
Se ei ole assosiatiivinen, silld

(bxb)xc=axc=c#b=bxa=bx(bxc).

Laskutaulusta nakee, ettd a on neutraalialkio. Lisdksi b*b = a, bxc = a = c* b ja
c*c = a, joten alkioilla b ja ¢ on kummallakin kaksi kdénteisalkiota b ja c. Se, ettd = ei
ole assosiatiivinen seuraa myos tasta havainnosta Proposition 1.18 nojalla.

2. Olkoon = rationaalilukujen laskutoimitus, joka maaritelladn asettamalla

a*b:a+b.
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Onko laskutoimitus * assosiatiivinen? Onko laskutoimituksella = neutraalialkio?

Ratkaisu. Laskutoimitus # ei ole assosiatiivinen: Esimerkiksi
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—0x(0x1).

Laskutoimituksella * ei ole neutraalialkiota: Jos n € Q on neutraalialkio ja a € Q, niin

a=n+*a= ”;“, joten n = a, mutta tadmaé ei voi pétea kaikille a € Q.

3. Osoita, ettd matriisien kertolaskulla varustetun joukon Maty(R) osajoukko

SLy(Z) = { (CCL Z) ca,b,e,deZ, ad — be = 1} < Maty(R)

on vakaa. Osoita, ettd SLo(Z) varustettuna indusoidulla laskutoimituksella on ryhmaé.
Onko se kommutatiivinen ryhma?
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Ratkaisu. Jos
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kaikki kertoimet ovat kokonaislukuja. Lisaksi huomataan, etté

a b
det (c d) =ad — be.

Lineaarialgebrasta muistamme, etta
det(AB) =det AdetB=1-1=1.

Siis SLip(Z) on vakaa. Matrisien kertolasku on assosiatiivinen, joten se indusoi assosiatii-
visen laskutoimituksen joukkoon SLy(Z).
Matriisien kertolaskun neutraalialkio on joukossa SLy(Z), koska det I, = 1. Koska

det (a b) = ad — bc = 1, niin lineaarialgebrasta tiedamme, etta
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Siis SLy(Z) on ryhma.
Ryhma SLs(Z) ei ole kommutatiivinen, silla

U=<(1) i) , L:G (1)>GSL2(Z)
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4. Olkoon G ryhmé ja olkoon e € GG neutraalialkio. Oletetaan, etté jokaiselle g € G pétee
g* = e. Osoita, ettd G on kommutatiivinen ryhma.

ja

Ratkaisu. Olkoot z,y € G. Oletuksen mukaan kaikille x,y € G pétee

2 =yt = (ay) =,

joten
vy = z(zy)’y = 2yzy® = yx .

5. Monellako eri tavalla voit tdydentda taulukon

x| e
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b|b

niin, ettd tuloksena on ryhmén laskutaulu? Mita voit péaatella tdstd havainnosta?

Ratkaisu. On vain yksi tapa tdydentda laskutaulu siten, ettd kaikki alkiot esiintyvét
jokaisella rivilla ja jokaisella sarakkeella:
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Jos nimittain valitsisimme a = a = e, pitaisi olla a = b = b ja talloin b olisi viimeisessa
sarakkeessa kahdesti. Laskutaulun mukaan e on neutraalialkio ja ab = ba = e, joten
jokaisella alkiolla on kaanteisalkio. Koska alkioita on vain kolme, on helppo tarkastaa,
ettd saadun laskutaulun kuvaama laskutoimitus on assosiatiivinen.

Péaatelman voi tehda loppuun toisellakin tavalla. Péaattelimme juuri, ettd on korkein-
taan yksi ryhmaé, jossa on kolme alkiota e, a ja b. Toisaalta tieddmme, etta (Z/3Z, +) on
ryhmad. Sen laskutaulu on
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Laskutaulussa kaytetdan kongruenssiluokan k + 3Z merkinténa edustajaa k € Z.
Maaritellaan kuvaus f: Z/3Z — {e, a, b} asettamalla f(0 + 3Z) =e, f(1 +3Z) =a ja
f(2 + 3Z) = b. Laskutauluja vertaamalla. ndemme, ettd f: (Z/3Z,+) — ({e,a,b},*) on
isomorfismi, joten ({e,a, b}, =) on ryhma.
Tehdysta havainnosta seuraa, etta kaikki ryhmét, joissa on tdsmélleen kolme alkiota,
ovat keskendan isomorfisia.

6. Olkoon GG ryhma ja olkoon (A, ) laskutoimituksella varustettu joukko. Olkoon ¢: G —
(A, *) homomorfismi. Osoita, ettd ¢(G) on laskutoimituksella varustetun joukon (A, =)
vakaa osajoukko, joka on ryhmaé indusoidulla laskutoimituksella.

Ratkaisu. Olkoot a,b € ¢(G). Talléin on ag, by € G, joille ¢p(ag) = a ja ¢(by) = b. Koska
aoby € G ja ¢ on homomorfismi, saamme ab = ¢(ag)d(bo) = ¢(aoby) € ¢(G]. Siis ¢(G) on
vakaa. Proposition 1.7(2) nojalla joukon ¢(G) laskutoimitus on assosiatiivinen.

Olkoon e € G neutraalialkio. Jokaiselle a = ¢(ag) € ¢(G) pétee

p(e)a = d(e)gp(ao) = ¢(eap) = ¢(ap) = a
ja
ag(e) = ¢(ag)p(e) = ¢(age) = ¢(ag) = a,

joten ¢(e) on neutraalialkio.
Jos a = ¢(ap) € ¢(G), niin alkiolla ay on kddnteisalkio ryhmassa G. Talloin

d(ag')a = dlag)(ao) = ¢lag ' ag) = (e)
ja
a(ag') = ¢lao)d(ag’) = dlanag’) = o(e)
joten alkion a kidnteisalkio on ¢(ag*. Siis ¢(G) on ryhma.
7. Maaritellaan reaalilukujen joukossa R laskutoimitus = asettamalla
xry =~/ +y>.
Osoita, ettd (R, *) on ryhmé, joka on isomorfinen ryhmén (R, +) kanssa.

Ratkaisu. Olkoot a, b, c € R. Talloin

a*(b*c)z\3/a3+\3/b3+c33=\3/a3+b3+c3
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ja

(a*b)*c=i/\s/a3—|—b33+c3=\3/a3—|—b3+c3,

joten = on assosiatiivinen laskutoimitus. Lisaksi kaikille a € R péatee
Ora=vV0B3+ad=a=vVad+03=0ax0,

joten 0 on neutraalialkio. Jokaiselle a € R patee

ax(—a)=+/a®+ (—a)?=0=x/(—a)®+a®> = (—a) *a,

joten jokaisella a € (R, x) on kédénteisalkio.
Madritellidn kuvaus h: (R, *) — (R, +), h(z) = 23 Kuvaus h on selvisti bijektio,
joten riittdé osoittaa, ettd se on homomorfismi. Olkoot z,y € (R, ). Talléin

h(zxy) =2’ +y° = h(z) + h(y)
joten h on homomorfismi.

8. Olkoon G ryhma ja olkoon a € G. Olkoon ¢,: G — G,

Pa(g) = aga™".

Osoita, ettd ¢, on ryhmén G automorfismi.
Ratkaisu. Olkoot g, h € G. Télléin ¢,(gh) = agha™ = aga™'aha™" = ¢,(g)pa(h). Siis
¢, on homomorfismi. Huomataan, ettéa

a1 0 Ou(g) = a_laga_la =g
ja
¢a S gba*l(g) = aag_laa_l =4

kaikilla g € G, joten ¢,—1 = ¢ . Siis ¢, on automorfismi.



