Algebra 1: Ryhmat

Tentti 19.5.2026 Koeaika 3 tuntia

Muista perustella vastauksesi huolellisesti!
Kaikkia luentomateriaalissa ja harjoituksissa todistettuja tuloksia saa kayttaa.

Ryhmien GL2(R), Perm(X) ja Z(G) médritelmét on kerrattu sivulla 2.
Ne ovat tunnetusti ryhmia.

1. Olkoon f: R — GLy(R),

Olkoon

o {(2) eem).

(a) Osoita, ettd f on homomorfismi.
(b) Osoita, ettd U < GLy(R).
(¢) Onko U < GLy(R) kommutatiivinen ryhmé?

Ratkaisu. (a) Olkoot x,y € R. Télléin

s =5 1) (6 1) - 1Y) - s n.

joten f on homomorfismi.

(b) U = f(R) on ryhmén R kuva homomorfismilla f, joten se on ryhmén GLy(R) aliryhma.
Tamén voi osoittaa myo6s aliryhmatestilla. Lisdksi U on aito aliryhma, koska esimerkiksi
—]2 € GLQ(R), mutta —]2 ¢ U.

(c) Reaalilukujen yhteenlaskun kommutatiivisuuden nojalla

EDED)-6)-6"7) -6 )6

joten U on kommutatiivinen. Taméan voi perustella myos silld, ettd U on kommutatiivisen
ryhmén kuva homomorfismissa, joten U on kommutatiivinen ryhmé Proposition 1.9 nojalla.

2. Olkoon 7 = (346125)(345718) € Ss.

(a) Esita permutaatio 7 erillisten syklien tulona.
(b) Mé&éarita permutaation 7 kertaluku.
(

¢) Onko 7 parillinen vai pariton permutaatio?

Ratkaisu. (a) 7 = (18436)(257).
(b) 7 on erillisten 5- ja 3-syklin tulo. Siis ord 7 = pyj(3,5) = 3-5 = 15.

(c) 3-syklit ja 5-syklit ovat parillisia permutaatioita, joten niiden tulo on parillinen. Té-
man voi perustella myos suoraan tehtavanannosta: 7 on kahden 6-syklin tulo. 6-syklit ovat
parittomia, joten kahden sellaisen tulo on parillinen.



3. (a) Osoita, etta (Z/147Z)* on syklinen ryhma.
(b) Kuinka monta alkiota on joukossa {¢: Z/10Z — Z/9Z : ¢ on homomorfismi}?

Ratkaisu. (a) Ryhmaéssa
(Z)14Z)" = {a + 14Z : syt(a,14) = 1} = {a+ 14Z : a € {1,3,5,9,11,13}}

on 6 alkiota. Osoitetaan, ettd 3 + 147Z on virittdja: Ryhmén (Z/147)* alkioiden mahdolliset
kertaluvut ovat 1, 2, 3 ja 6. Huomaamme, etta (3+14Z)? = 9+ 14Z, (3+147Z)3 = 27+ 14Z +#
14147, joten ord(3+14Z) > 3. Siis ord(3+147Z) > 3, joten 3+ 14Z virittda ryhmén (Z/147)*.

(b) Tehtévéan voi ratkaista eri tavoilla. Huomataan ensin, etta nollakuvaus0: Z/10Z — 7,/9Z,
0(k+10Z) =0+ 9Z
kaikilla k + 10Z € Z/10Z, on homomorfismi:
0((k + 10Z) + (£ + 10Z)) = 0+ 9Z = (0 + 9Z) + (0 + 9Z) = 0(k + 10Z) + 0(¢ + 10Z) .
Siis joukossa
A = {¢: Z/10Z — Z/IZ : ¢ on homomorfismi}
on ainakin nollakuvaus.

Tapa 1: Olkoon ¢: Z/10Z — 7Z,/97 homomorfismi. Lagrangen lauseen nojalla
#¢(Z/10Z) € {1,3,9} . (1)

Lagrangen lauseen nojalla # ker ¢ € {1,2,5,10}, joten ensimmaéisen isomorfismilauseen no-
jalla

#(2/9Z)

#o(z/102) - T

Havaintojen (?7?) ja (?77?) nojalla #¢(Z/10Z) = 1, joten ¢(Z/10Z) = {0 + 9Z} ja ¢ = 0. Siis
joukossa |H on tasmélleen yksi alkio.
Tapa 2: Olkoon ¢: Z/10Z — 7Z/9Z homomorfismi ja olkoon ¢(1 + 10Z) = a + 9Z. Neutraa-

lialkio kuvautuu neutraalialkioksi, joten kdyttamalld sité, ettd ¢ on homomorfismi saamme
(monikertamerkintda kéyttamalld)

€ {1,2,5,10} . (2)

04 9Z = ¢(0 + 10Z) = ¢(10 + 10Z) = 10¢(1 + 10Z) = 10(a + 9Z) = a + 9Z + 9(a + 9Z)
=a+97Z.

Koska Z/10Z on syklinen ryhmé, saamme kaikille & + 10Z
ok +10Z) = ko(1 +10Z) = k(0 + 9Z) = 0 + 9Z.

Siis ¢ = 0 ja joukossa 7 on tasmalleen yksi alkio.

Olkoon G ryhma. Isomorfismi a: G — G on ryhman G automorfismi. Olkoon
Aut(G) = {a: G - G : « on automorfismi} < Perm(G) .

Olkoon a € G ja olkoon ¢,: G — G,

¢a(g) = aga™".

Harjoituksissa osoitettiin, etta ¢, € Aut(G). Olkoon

Inn(G) = {¢, : a € G} = Aut(G).



4. Olkoon G ryhma.

(a) Osoita, ettd Aut(G) < Perm(G).

(b) Osoita, ettd kuvaus p: G — Aut(G), p(a) = ¢, , on homomorfismi.
(c) Osoita, ettd Inn(G) = G/Z(G).

Ratkaisu. (a) Kéytetaan aliryhmétestia. Identtinen kuvaus id: G — G on isomorfismi, joten
Aut(G) # . Kurssilla on osoitettu, ettd homomorfismien yhdistetty kuvaus on homomor-
fismi ja bijektioiden yhdistetty kuvaus on bijektio, joten kahden autoomorfismin ¢, : G —
G yhdistetty kuvaus 1 o ¢ on automorfismi. Aliryhmétestin nojalla Aut(G) < Perm(G).

(b) Jos a,b € G, niin kaikille x € G pétee
p(ab)(z) = ¢ap(2) = (ab)ax(ad)™" = a(bxb™")a™ = ¢u(gs(x)) = p(a) o p(b)(2).

(¢) Maaritelmén nojalla Im(p) = p(G) = Inn(G). Automorfismi p(g) on identtinen automor-
fismi tasmaélleen silloin, kun ¢g~'hg = h kaikille h € G, siis tdsmélleen silloin, kun g € Z(G).
Kuvaus p on siis surjektiivinen homomorfismi, jonka ydin on Z(G). Véite seuraa ryhmien
isomorfismilauseesta.

Tehtévien pisteet: 6+6+8+10




Matriisien kertolaskulla varustettu joukko
GL2(R) = {A € Maty(R) : det A 5 0}
on R-kertoiminen yleinen lineaarinen ryhmd.
Olkoon X epatyhjé joukko. Laskutoimituksella varustettu joukko
Perm(X) = ({f: X — X : f on bijektio}, o)
on joukon X permutaatioryhmd.
Ryhméan G keskus on

Z(G) ={z€ G : zg = gz kaikilla g € G}.



