9. KOKONAISLUKUJEN JAOLLISUUS

Tarkastelemme téssd luvussa jaollisuutta kokonaislukujen renkaassa 7Z ja todis-
tamme tuloksia, joita kiytetdén kongruenssiluokkien renkaan Z/qZ ominaisuuksien
tarkastelussa. Luvussa 10 tarkastelemme polynomien jaollisuutta. Seuraavat jaolli-
suuden perusominaisuudet on helppo tarkastaa yleisessa tapauksessa.

Propositio 9.1. Olkoon K kokonaisalue. Tdlldin

(1) a | a kaikille a € K.

(2) Jos a|b jab|a, niin a =ub jollain u € K*.

(3) Jos a|bjab]|c, ninalc.

(4) Jos a|bjaalec, ninalb+c.

Todistus. Harjoitustehtava 100. (]

Alkiot, joilla on vain vihan tekijoitda ovat tarkedssd osassa jaollisuutta tarkastel-
taessa.

Maaritelma 9.2. Luonnollinen luku p # 1 on alkuluku, jos kaikilla m,n € N, joille
mn = p patee m =1 tai n = 1.

Esimerkki 9.3. Luvut 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,... ovat alkulukuja.
Kokonaislukuja kisiteltdessd merkintdé p kiytetdan yleensi vain alkuluvuille.

Propositio 9.4. Jokainen nollasta poikkeava kokonaisluku q € 7\ {0} voidaan
esittdd alkulukujen tulona muodossa

q=(—1)"@ Hpap(Q)’
P

missa m(q) € {0,1} ja ay(q) € N kaikille alkuluvuille p ja a,(q) # 0 vai ddrelliselle
joukolle alkulukuja p.

Todistus. Riittda tarkastella positiivisia lukuja. Selvisti viite pitee pienille luvuille
1,2,3,... ja kaikille alkuluvuille. Oletetaan, ettdi N € N on pienin luku, jota ei
voi esittdd viitetyssid muodossa. Koska NN ei erityisesti ole alkuluku, on m,n €
N\ {1, p}, joille N = mn. Mutta nyt 2 < m,n < N, joten luvuilla m ja n on haluttu
esitys. Kertomalla ndma esitykset keskendin saadaan luku N esitettyd halutussa
muodossa. 0

Maiaritelma 9.5. Jos luku d € 7Z jakaa kokonaisluvut a ja b, niin d on lukujen a
ja b yhteinen tekiji. Jos m,n € Z \ {0} d € Z on lukujen m ja n yhteinen tekiji,
jonka jokainen lukujen m ja n yhteinen tekijé jakaa, niin d on lukujen m ja n suurin
yhteinen tekijd, merkitain d = syt(m,n).

Jos syt(m,n) = 1, sanotaan, ettd luvut m ja n ovat suhteellisia alkulukuja, ja etta
m ja n ovat keskenddn jaottomia.

Jos d = syt(m,n), niin myoés —d = syt(m,n), joten syt(m,n) on merkinté, ei
funktio. Proposition 9.1 nojalla kahden kokonaisluvun suurin yhteinen tekiji on
madritelty merkkia vaille, jos voidaan osoittaa, etté kaikilla kokonaislukupareilla on
suurin yhteinen tekija. Tama seuraa alla todistettavasta Propositiosta 9.6.
Propositio 9.6. Olkoot m,n € Z \ {0}. Jos (m,n) = (d), niin d = syt(m,n).

Todistus. Olkoon e # 0 lukujen m ja n yhteinen tekija. Koska d € (m,n), on luvut
r,s € 7 siten, etta
rm + sn = d.

Siispéd Proposition 9.1(4) nojalla e | d. O
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Seuraus 9.7. Nollasta poikkeavilla kokonaisuvuilla on suurin yhteinen tekijda, joka
on merkkid vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Proposition 5.16 mukaan kaikki kokonaislukujen additiivisen ryhmén ali-
ryhmét ovat syklisid, joten on d € N siten, ettd (d) = (m,n). Viite seuraa siis
Propositiosta 9.6 ja siitd, ettd Z* = {—1,1}. O
Seuraus 9.8. (1) Z/qZ = {(a + qZ), jos ja vain jos 1 = syt(a,q).

(2) a+ qZ € Z/qZ on yksikko, jos ja vain jos 1 = syt(a,q).

Todistus. (1) Harjoitustehtava 101.

(2) Kongruenssin mééritelmén nojalla ab =1 mod ¢, jos ja vain jos on ¢ € Z, jolle
ab = 1 4 cq. Tama taas on Proposition 9.6 ja Seurauksen 9.7 nojalla yhtapitavai
sen kanssa, ettd 1 = syt(a, q). O

Edellisten tulosten nojalla siis kokonaislukujen m,n € Z suurin yhteinen tekija d
voidaan esittdd sopivien kokonaislukujen r, s € Z avulla muodossa
9) d=rm+ sn.

Yhtiloa (9) kutsutaan Bezout’'n yhtdloksi.

Suurin yhteinen tekija voidaan méaritelld vastaavasti myos useammalle kokonais-
luvulle: Aliryhmén (aq,aq, ..., a,) virittdja on lukujen aq,as,...,a, € Z suurin
yvhteinen tekija.

Esimerkki 9.9. (a) syt(12,30) = 6: Luvun 12 positiiviset tekijat ovat 1,2,3,4,6 ja
luvun positiiviset tekijat ovat 30 1,2, 3,5,6, 10, 15, 30.

(b) syt(6,10,15) = 1.

(¢) syt(n,n+1) = 1 kaikilla n € N: Olkoon d € N lukujen n ja (n+ 1) jakaja. Koska
d jakaa luvun n+ (—1)(n+ 1) = —1, niin on oltava d = 1. Luvuilla n ja n+ 1 ei siis
ole muita positiivisia yhteisia tekijoita kuin 1.

Propositio 9.10. Alkulukuja on ddrettémdn monta.

Todistus. Harjoitustehtava 104 (]
Seuraavat jaollisuustulokset patevit keskenddn jaottomille luvuille.

Propositio 9.11. Olkoot a,b € Z keskenddn jaottomia ja ¢ € Z. Talldin

(1) Jos a | c jab|c, niin ab | c.
(2) Jos a | be, niin a | c.
Todistus. (1) Koska syt(a,b) = 1, niin za+yb = 1 jollain x,y € Z. Oletuksen nojalla
on k,l € Z siten, ettd ka = ¢ = [b. Nyt on
¢ = c(xa+yb) = cxa + cyb = (Ib)xa + (ka)yb = ab(lx + ky)
jalx + ky € Z, joten ab | c.

(2) Kuten kohdassa (1) saadaan ¢ = cza + cyb jollain x,y € Z. Koska a | bc ja a | a,
niin @ jakaa summan czra + ybc = c. 0

Proposition 9.11 viitteet eivit pade ilman oletusta keskindisestd jaottomuudesta.
Taméa on helppo todeta esimerkiksi kohdan (1) tapauksessa huomaamalla, ettd 2
jakaa luvun 2 mutta 2 -2 = 4 ei jaa lukua 2.

Lemma 9.12 (Eukleideen lemma). Olkoot p alkuluku ja a,b € Z. Jos p | (ab), niin
p | ataip|b. Yleisemmin, josp | (ay---ay,), missi a; € Z kaikillai =1,...,n, niin
p | a; jollain i.
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Todistus. Jos p t a, niin syt(a,p) = 1. Proposition 9.11(2) perusteella p | b. Yleinen
tapaus todistetaan induktiolla. (]

Nyt voimme tdydentdd Proposition 9.4 tuloksen kokonaislukujen aritmetiikan kes-
keiseksi tulokseksi.

Lause 9.13 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen nollasta poikkeava kokonaisluku
q € Z\ {0} voidaan voidaan esittid alkulukujen ddarellisend tulona muodossa

qg= (_1)m(q) Hpap(q)’
p

missi m(q) € {0,1} ja ay(q) € N kaikille alkuluvuille p. Tamd esitys on tekijoiden
garjestysta vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Propositiossa 9.4 osoitettiin, ettd g voidaan esittda viitteen mukaisen tulo-
na. Osoitetaan yksikisitteisyys. Riittad kasitella positiivisia lukuja. Oletetaan, etta

(10) q=pi-Pk=q s,
misséd p; ja gjovat alkulukuja kaikilla 1 <i<kjal <j <s.

Koska p; | n, niin Lemman 9.12 perusteella se jakaa luvun ¢; jollain j =1,...,s.
Numeroimalla tekijéit qi, ..., qs tarvittaessa uudelleen voidaan olettaa, ettd p; | ¢;.

Koska p; ja ¢, ovat alkulukuja, niin on p; = ¢;. Supistamalla tekija p; saadaan
yhtélosta (10)

P2 Pk =4q2" (s
Kuten edella pasttelemme, ettd py, = go. Toistamalla prosessia, joka loppuu min(k, s)
askeleen jilkeen, saamme p; = ¢, p2 = o, . . ., Pr = q, erityisesti, k = s. (]
Maaritelma 9.14. Aritmetiikan peruslauseen antamaa luvunn € N, n > 2, esitystéa
n=pi-pk
missd p; < --- < pi ovat alkulukuja ja ey, ...ep € N, sanotaan luvun n alkutekijie-
sitykseksi. Luvut p; ovat luvun n alku(luku)tekijoita.

Sovellamme jaollisuustuloksia renkaiden Z/q¢Z teoriaan:

Lause 9.15. Seuraavat viitteet ovat yhtdpitdvid:
(1) Z/qZ on kokonaisalue.
(2) Z/qZ on kunta.
(3) q on alkuluku.

Todistus. Kohtien (1) ja (2) yhtépitdvyys seuraa Lauseesta 8.13. Osoitetaan, ettd
kohdat (1) ja (3) ovat yhtépitavid: Olkoot z,y € Z\ qZ. Jos (x +qZ)(y + qZ) = qZ,
niin ¢ | xy. Jos ¢ on alkuluku, niin Eukleideen lemman nojalla ¢ | = tai ¢ | y, jolloin
(x+qZ) =0 tai (y+q¢Z) =0. Jos ¢ = ab, a,b ¢ {£1}, ei ole alkuluku, niin ¢ ei jaa
tekijoita a ja b, joten a + qZ ja b+ qZ ovat nollan jakajia. O

Lauseen 9.15 todistusta tarkastelemalla saadaan kaikkia kongruenssiluokkien muo-
dostamia renkaita koskeva tulos

Propositio 9.16. Alkio a + qZ € 7/qZ, a & qZ, on nollan jakaja, jos ja vain jos
syt(a,q) > 1.

Todistus. Harjoitustehtava 103. (]

Seuraus 9.17. Renkaan 7Z/qZ nollasta poikkeava alkio on joko nollan jakaja tai
yksikko.
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Esimerkki 9.18. Renkaan Z/8Z yksikéiden ryhmé on isomorfinen Kleinin neliryh-
mén (Z/27) x (Z/27) kanssa: Yksikot toteuttavat 1 = 12 = 32 = 52 = 72 mod 8 ja
3-5 =7 mod 8. Kuvaus 1 — (0,0),3 + (0,1),5+ (1,0), 7~ (1,1) on isomorfismi.

Rengasteoriassa kiytetddn usein hieman alkuluvun méaritelmaa kuin téssa luvus-
sa kdytetty Madritelma 9.2: Sanotaan, ettd renkaan R alkio p, joka ei ole yksikko,
on renkaan R alkuluku, jos kaikille a,b € R pétee p | a tai p | b, jos p | ab, toisin
sanoen, jos Eukleideen lemman viite pétee alkiolle p. Alkiota p € R, jonka kaikki
tekijat ovat yksikoita tai muotoa up, missd u on renkaan R yksikko, sanotaan ren-
kaan R jaottomiksi alkioiksi. Kokonaislukujen renkaassa jaottomat alkiot ja (ren-
gasteorian mééritelméan mukaiset) alkuluvut ovat samoja. N&illd maaritelmilld lu-
vut £2,£3,£5,£7, +11,£13, £17, +£19, £23, £29, ... ovat alkulukuja ja jaottomia
lukuja. Aritmetiikan peruslause (Lause 9.14) pétee télldkin mééritelméalla kunhan
alkutekijdesityksessi rajoitutaan positiivisiin alkulukuihin.

Alkulukuesityksen yksikésitteisyys ei ole itsestddn selvi asia: Olkoon

P={..,—6,—4,-2,0,2,4,6,...} ={n € Z : n on parillinen}.

Joukko P on yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen vakaa joukko mutta se ei ole ren-
gas koska kertolaskulla ei ole neutraalialkiota. Yhteen- ja kertolaskulla varustetussa
joukossa P voidaan maaritellaan kisitteet tekija, jaollisuus ja alkuluku samaan ta-
paan kuin kokonaislukujen joukossa, esim. luku m € P jakaa luvun n € P, jos on
k € P siten, ettd n = km. Joukon P alkulukuja ovat esimerkiksi 2,6, 10, 14, 18, 26 ja
30. Nyt

180 =6-30 =10 - 18,
missé kaikki tekijat ovat joukon P alkulukuja.
Kahden kokonaisluvun suurimman yhteisen tekijin etsiminen listaamalla ensin
molempien lukujen kaikki tekijiat ja etsimalld suurin yhteinen tekija nédiden joukos-

ta on isoilla luvuilla ty6lds menetelma. Seuraavaan lemmaan perustuva Fukleideen
algoritms antaa tehokkaamman keinon suurimman yhteisen tekijan 16ytamiseksi.

Lemma 9.19. Jos a,b,q,r € Z ja a = gb+ r, niin syt(a,b) = syt(b,r).

Todistus. Proposition 9.1 nojalla jokainen lukujen b ja r yhteinen tekiji jakaa sum-

man ¢gb + r = a. Vastaavasti jokainen lukujen a ja b yhteinen tekija jakaa lu-
vun a — gb = r. Pareilla a,b ja b,r on siis samat yhteiset tekijat. Siten on myos
syt(a,b) = syt(b,r). O

Eukleideen algoritmi: Olkoot a,b € Z \ {0}. Merkitddn d = syt(a, b). Koska
Syt(a7 b) = Syt(_au b) = Syt<a7 _b) = Syt(_au _b)u

niin voidaan olettaa, ettd a,b € N ja ettd a > b.
Jakamalla a luvulla b saadaan luvut ¢, € Z, joille

(11) a:q1b+7”1 ja0§7’1<b.

Jos r1 = 0, niin b | a. T&ll6in d = b; lopetetaan.
Jos r1 > 0, jaetaan b luvulla r;. Jakoyhtélo antaa luvut g¢o, 7 € Z, joille

(12) b:(JQ’f’l—l—’f’Q ja0§r2<7’1.

Lemman 9.19 nojalla syt(a, b) = syt(b, r1). Siten, jos ro = 0, niin d = r1; lopetetaan.
Jos ry > 0, jaetaan rq luvulla ry. Jakoyhtalé antaa luvut g3, r3 € Z, joille

(13) L = (Q3ry + 73 ja0§r3<r2.
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Jatketaan kuten edelld. Koska jakoyhtadlon antamat jakojadnndkset r; eivit ole ne-
gatiivisia ja ne muodostavat aidosti vihenevin jonon,

b>ry>ryg>--->0,
niin jollain n on oltava r, = 0 Viimeiset kaksi vaihetta ovat
(14) Th—3 = Qn-1Tn—2 + Tn_1, 0<rp_g <7Tp_o,
(15) Tn—2 = qnTn—1 + Tn, r, = 0.

Propositio 9.20 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a, b ja jakojiinndkset r; kuten ylla.
Tdlloin r,_1, viimeinen positiivinen jakojidnnds, on syt(a,b).

Todistus. Lemma 9.19 sovellettuna lausekkeisiin (11)-(14) kertoo, etté
d = syt(a,b) = syt(b,r1) = syt(r1,72) = -+ = syt(rn—2, rn-1)-
Yhtélon (15) perusteella r, 1 | r,_o, joten syt(r,_o,7,—1) = rp_1. Sitend =r,_;. O

Esimerkki 9.21. Lasketaan syt(22,60) ja etsitddn sellaiset luvut x,y € Z, ettd
syt(a,b) = za + yb. Eukleideen algoritmilla saadaan

60 =222 +[16] 16 = 60 — 2 - 22
22 =1-[16]+6 6 =22~ 16
[16]=2-6 +[4] 4=16—-2-6
6=1-[4]+2 2=06—4
[4]=2-2.
Siten syt(22,60) = 2. “Pernuttamalla” algoritmissa saadaan
2=6—-4=6—-(16—-2-6)=3-6—16=3(22—16) — 16
=3-22—-4-16=3-22—4(60 —2-22)
=11-22—-4-60.

Harjoitustehtavii.

Tehtévi 99. Olkoon K kokonaisalue ja olkoot a € K\ {0} ja u,v € K. Osoita, ettd
u = v, jos au = auv.

Tehtdva 100. Olkoon K kokonaisalue. Osoita, etti

(1) a | a kaikille a € Z

(2) Jos a | bjab|a,niin a = ub jollain u € K*.

(3) Josa|bjab]c, niin a | c.

(4) Josa|bjaa|ec niinalb+ec.

Tehtéva 101. Osoita, ettd Z/qZ = {a + qZ), jos ja vain jos 1 = syt(a, q).
Tehtsiva 102. Madritd (30,42, 70,105) < (Z, +).

Tehtéva 103. Olkoot a € Z, g € N. Osoita, etti [a| € Z/qZ on nollan jakaja, jos
ja vain jos syt(a,q) > 1.

Tehtavd 104. Osoita, ettd alkulukuja on ddrettomén monta.
Tehtédva 105. Madrita renkaiden Z/6Z ja Z/10Z ja Z/1017Z yksikot.

104yihje: Olkoot p1, pa, . . ., pn alkulukuja. Mitd voit péiitelld luvusta pips - -« - - pp + 12
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Tehtéva 106. Madrita renkaan Z /977 yksikot ja nollan jakajat. Onko renkaan Z/97Z
vksikdiden ryhmé syklinen?

Tehtdva 107. Maarita Eukleideen algoritmilla lukujen 1059 ja 675 suurin yhteinen
tekija.
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