8. RENKAAT

Tarkastelemme seuraavaksi rakenteita, joissa on méaritelty kaksi assosiatiivista
laskutoimitusta, joista toinen on kommutatiivinen. Vaadimme néilla laskutoimituk-
silla varustetulta joukolta joitakin samoja ominaisuuksia joita kokonaisluvuilla on,
mutta kertolasku ei vilttamétta ole kommutatiivinen.

Méiritelma 8.1. Olkoon R # () joukko, jolla on maéritelty kaksi assosiatiivista
laskutoimitusta, kommutatiivinen laskutoimitus yhteenlasku + ja toinen laskutoi-
mitus, jota merkitsemme kertolaskulla. Kolmikko (R, +,-) on (ykkdsellinen) rengas,
jos

(1) (R,+) on kommutatiivinen ryhmaé,

(2) kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen ja

(3) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 1z € R.

Laskutoimituksen + neutraalialkiolle kiytetain merkintdd 0 = Og. Ryhméa (R, +)
on renkaan R addititvinen ryhmd. Rengas on kommutatiivinen, jos kertolasku on
kommutatiivinen.

Kertolaskun distributiivisuus yhteenlaskun suhteen renkaassa R tarkoittaa, ettd
kaikille a, b, c € R pitee a(b+ ¢) = ab+ ac ja (b+ ¢)a = ba + ca.

Esimerkki 8.2. (a) (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) ja (C,+,) ovat kommutatiivisia
renkaita.

(b) Olkoon ¢ € N. Kongruenssiluokkien muodostama joukko Z/qZ varustettuna ko-
konaislukujen yhteen- ja kertolaskujen tekijalaskutoimituksilla on kommutatiivinen
rengas. (Harjoitustehtivi 81)

(c) Olkoon X # (), ja olkoon R rengas. Olkoon .7 (X, R) joukko, joka koostuu
kaikista kuvauksista joukolta X renkaaseen R. Méairitellddn tassd joukossa yhteen-
ja kertolasku pisteittdin: Olkoot f,g € .7 (X, R). Asetamme

(f +9)(x) = f(z) +g(x) ja (f9)(z) = f(x)g(z)
kaikilla z € X. Joukko .# (X, R) varustettuna néilld laskutoimituksilla on rengas, jo-
ta kutsutaan funktiorenkaaksi. Laskutoimitusten assosiatiivisuus, yhteenlaskun kom-
mutatiivisuus ja kertolaskun distributiivisuus yhteenlaskun suhteen seuraa siité, et-
td funktioiden arvot ovat renkaassa R ja funktioiden laskutoimitukset on méairitelty
pisteittiin. Kertolaskun neutraalialkio on vakiofunktio 1: X — R, joka mé&aritelldan
asettamalla 1(z) =1 € R kaikilla z € X.

Téassa esimerkissd merkitsemme kuten on tapana renkaan % (X, R) yhteen- ja
kertolaskuja samoilla merkinngilld + ja - kuin renkaan R laskutoimituksia. Samoin
yvhteen- ja kertolaskun neutraalialkioille on tapana kiyttdd merkintéja 0 ja 1 useim-
missa renkaissa.

Rengas Z (X, R) on kommutatiivinen, jos R on kommutatiivinen. Esimerkiksi siis
Z (R, R) on kommutatiivinen rengas.

Propositio 8.3. Olkoon R rengas. Tdilloin

(1) Or - @ = Og kaikilla x € R,

(2) z(—y) = (—2)y = —(xy) kaikilla z,y € R,

(3) x(y — 2) =zy —xz ja (y — 2)x = yxr — zx kaikilla z,y,z € R,
Todistus. (1) Distributiivisuuden nojalla

Orr+2=(0r+1g)r=1gr==x

kaikilla x € R. Supistussdannosté seuraa, ettd Ogx = Op.
Loput todistetaan harjoitustehtavissa 83. (]
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Edelli osoitettujen laskusddntojen avulla on helppo osoittaa seuraavat perusomi-
naisuudet

Propositio 8.4. Olkoon R rengas. Jos #R > 2, niin
(1) 0#1 ja

(2) yhteenlaskun neutraalialkiolla O ei ole kdidnteisalkiota kertolaskun suhteen.
Todistus. (1) Jos 1 = 0, niin kaikille x € R pétee Proposition 8.3 nojalla
r=1x=0x=0.
Toinen viite todistetaan harjoitustehtédvana 85. U

Renkaan yhteen- ja kertolaskuiksi kutsuttujen laskutoimitusten ei tarvitse olla
tavanomaisia lukujen yhteen- ja kertolaskuja tai niista lukujen 1 ja 3 konstruktioilla
muodostettuja laskutoimituksia vaan ne voivat olla mité tahansa laskutoimituksia,
joilla on vaaditut ominaisuudet.

Esimerkki 8.5. (a) Olkoon (A, +) kommutatiivinen ryhmé. Olkoon
Hom(A, A) = {¢: A — A: ¢ on homomorfismi}.

Varustamme joukkoon Hom(A, A) kahdella laskutoimituksella: Homomorfismien yh-
teenlasku madritelladn asettamalla

(¢ + ¢")(a) = é(a) + ¢'(a),

ja kertolaskuna kiytetdin homomorfismien yhdistadmistd. Yhteenlasku on laskutoi-
mitus: Jos ¢, ¢’ € Hom(A, A), niin

(¢ +¢)a+0b) = d(a+Dd)+¢'(a+b) = d(a) + () + ¢'(a) + ¢'(b)
= (¢ +¢')(a) + (¢+¢)(b),

joten ¢ + ¢’ € Hom(A, A). Laskutoimituksella varustettu joukko (Hom(A, A),+)
on kommutatiivinen ryhmé. Laskutoimituksen assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus
osoitetaan harjoitustehtéviissd 84. Homomorfismien yhteenlaskun neutralialkio on
nollahomomorfismi 0, 0(a) = 0 kaikille a € A, ja homomorfismin ¢ kidnteis-
alkio yhteenlaskun suhteen on homomorfismi —¢, joka mééritelliin asettamalla
(—¢)(a) = —¢(a) kaikilla a € A

Identtinen homomorfismi on homomorfismien kertolaskun neutraalialkio, joten

tarkastettavaksi jad kertolaskun distributiivisuus yhteenlaskun suhteen: Jos ¢, 1, ( €
Hom(A, A),niin

(¥ + Q)ola) = Pe(a) + (ola) = (Vo + (d)(a),
ja
o(p + O)(a) = o(¥(a) + ((a)) = d(a) + ¢C(a) = (¢ + ¢C)(a).

Koska homomorfismien yhdistdminen on renkaan Hom(A, A) kertolasku, homomor-
fismien yhdistetty kuvaus on ylla merkitty ilman yhdistetyn kuvauksen merkkia o.

(b) Olkoon R rengas, #R > 2. Kaikkien R-kertoimisten n x n-matriisien jouk-
ko M,,(R) varustettuna matriisien yhteen- ja kertolaskulla on rengas. Kaikki muut
ominaisuudet paitsi distributiivisuus osoitettiin tapauksessa n = 2 ja R = R Esimer-
kissd 1.13(b) ja harjoitustehtévissi 4. Kun n > 2, niin M,,(R) ei ole kommutatiivinen
rengas, koska matriisien kertolasku ei ole kommutatiivinen.
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Maaritelma 8.6. Jos R on rengas ja alkiolla u € R on kdédnteisalkio kertolaskun
suhteen, niin u on renkaan R yksikké. Renkaan R yksikdiden ryhmd (tai multiplika-
tiinen ryhmd) on

R* ={u € R : u on yksikko}

varustettuna renkaan R kertolaskun indusoimalla laskutoimituksella.
Propositio 8.7. Renkaan yksikdéiden joukko varustettuna kertolaskulla on ryhmd.

Todistus. Renkaan R kertolasku on assosiatiivinen laskutoimitus, jonka neutraalial-
kio on 1. Yksikoiden joukko on vakaa kertolaskun suhteen: Jos u ja v ovat yksikoita,
niin uv on yksikko koska

(wo)(v ') =1 = (v ) (w).

Kertolasku on siis assosiatiivinen laskutoimitus yksikoiden joukossa. Laskutoimituk-
sella on neutraalialkio koska 1 on yksikké. Maaritelméan mukaan jokaisella yksikolla
u on kilfinteisalkio u™! renkaassa R. Myos u™" on yksikkd koska (u=1)~! = w. U

Jos renkaassa on ainakin kaksi alkiota, niin 0 # 1 ja 0 ei ole yksikko.

Maaritelma 8.8. Olkoon R rengas, jossa on ainakin kaksi alkiota. Jos kaikki ren-
kaan R nollasta poikkeavat alkiot ovat yksikoitd, niin R on jakorengas. Kommuta-
tiivinen jakorengas on kunta. Jakorengas, joka ei ole kunta on wvino kunta.

Maaritelma 8.9. Olkoon R rengas, #R > 2.
(1) Jos a,b,c € R siten, ettd ab = ¢, niin a ja b ovat alkion ¢ tekijgitd.
(2) Jos a,b € R, a,b# 0, ja ab =0, niin a ja b ovat nollan jakajia.
(3) Jos renkaassa R ei ole nollan jakajia, ja R on kommutatiivinen, niin R on
kokonaisalue.
Jos d,m € R ja d on alkion m tekijd sanotaan joskus, ettd d jakaa alkion m ja
merkitddn d | m.

Esimerkki 8.10. (a) Z on kokonaisalue mutta se ei ole jakorengas eiki siis kunta.
Renkaan 7Z ainoat yksikot ovat +1.

(b) Q, R ja C ovat kuntia.

(¢) Matriisirengas M,,(R) ei ole kokonaisalue, kun n > 2, koska monella matriisilla
ei ole kddnteismatriisia. Esimerkiksi M,,(R)* = GL,(R).

(d) Hamiltonin kvaterniot on joukko

a-{ (3 %) o)}

varustettuna matriisien yhteenlaskulla ja matriisien kertolaskulla. Suoraviivainen
lasku osoittaa, ettd H vakaa yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen ja ettd se on rengas
renkaasta Ms(C) indusoiduilla laskutoimituksilla. Lisdksi

det ( ! ZB) — Jaf? + b2,
-b a
joten jokainen A € H \ {0} on kiddntyvd matriisi. Lisdksi

1 a —b a b g
P \b o)\~ a) =

joten kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat yksikoitd. Jakorengas H ei ole kommu-
tatiivinen silld esimerkiksi

() (e)=(0) ()6 %)
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Siis Hamiltonin kvaterniot on vino kunta.
Injektiivinen kuvaus ¢: C — H, ¢(z) = diag(z, Z) on homomorfismi yhteenlaskun
ja kertolaskun suhteen, joten voimme samastaa sen kuvajoukon

$(C) = { (g 2) € Mg(@)}.

kompleksilukujen kunnan kanssa. Kvaternioita kisitellessi onkin tapana kiyttaa esi-
merkiksi merkintoja

10y . (i 0\ . (01 (0 i
=09 =6 () ()

Tilléin

(7) = =k=-1

ja

(8) ij=k=-ji, ki=j=-ik, jk=i=—kj.

Matriisit 1, i, j ja k virittdvit avaruuden H neliulotteisena reaalisena vektoriavaruu-
tena, joten Hamiltonin kvaterniot voidaan esittdi reaalisina lineaarikombinaatioina

r = xo + T1i + 12j + 23k,

To, T1, T, 3 € R, joilla voi laskea kuten kompleksiluvuilla huomioiden laskusdannot

(7) ja (8).

Esimerkki 8.11. Jos A, B € M,,(R), ja niiden ainoat nollasta poikkeavat kertoimet
ovat A1 ja By, niin AB = 0. Siis matriisit A ja B ovat nollan jakajia.

Propositio 8.12. Jakorenkaassa ei ole nollan jakajia. Erityisesti kunta on koko-
naisalue.

Todistus. Olkoon K jakorengas. Olkoot a,b € K, a,b # 0. Talléin a ja b ovat
yvksikoité, joten niilld on kdanteisalkiot kertolaskun suhteen. Oletetaan, ettid ab = 0.
Silloin b = a=10 = 0, miki on ristiriita. 0

Lause 8.13. Adrellinen kokonaisalue on kunta.

Todistus. Olkoon E #érellinen kokonaisalue. Olkoon a € FE, a # 0. Kuvaus /, :
E — E, l,(r) = ax on injektio: Jos {,(z) = {,(y), niin a(z —y) = 0. Koska
kokonaisalueessa E ei ole nollan jakajia, x = y. Kuvaus ¢, on surjektio, koska E on
ddrellinen. Siis on @ € E, jolle aa = 1. Koska E on kommutatiivinen, @ = a='. O

Maééiritelma 8.14. Olkoot R ja R’ renkaita. Kuvaus ¢ : R — R’ on rengashomo-
morfismi, jos

e ¢ on homomorfismi yhteenlaskulle ja kertolaskulle ja

. 6(1) =L
Bijektiivinen rengashomomorfismi on rengasisomorfismi. Jos renkaat R ja R’ ovat
kuntia, sanotaan rengashomomorfismia ¢: R — R’ kuntahomomorfismiksi.

Propositiossa 1.14 osoitettiin, ettd surjektiivinen homomorfismi kuvaa neutraalial-
kion neutraalialkioksi, mutta ilman surjektiivisuutta néin ei vilttamatti ole. Ryhma-
homomorfismille ei tarvita vastaavaa vaatimusta Proposition 77 nojalla. Erityisesti
siis rengashomomorfismi kuvaa nollan nollaksi.
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Esimerkki 8.15. (a) Luonnollinen kuvaus renkaasta (Z, +, -) renkaaseen (Z/qZ, +, -)
on surjektiivinen rengashomomorfismi.

(b)Kuvaus h: Z(R,R) — R, h(f) = f(3) on rengashomomorfismi:

hMf+g9) = +9)1/2) = F(1/2) +9(1/2) = h(f) + h(g),

h(fg) = (f9)(1/2) = f(1/2)g(1/2) = h(f)h(g)

ja
h(1) =1(1/2) = 1.

Propositio 8.16. (1) Jos f: R — S ja g: S — T ovat rengashomomorfismeja, niin
go [ on rengashomomorfismi.
(2) Rengashomomorfismi f: R — S on rengasisomorfismi, jos ja vain jos on ren-
gashomomorfismi f: S — R, jolle f o f =idg ja f o f = idg.
Todistus. Harjoitustehtavit 86 ja 87. 0

Kokonaislukujen renkaan 7Z kaikki alkiot ovat alkion 1 monikertoja. Tasta seuraa
erityisominaisuus renkaassa 7Z maéaéritellyille rengashomomorfismeille:

Propositio 8.17. Olkoon R rengas. On tismdalleen yksi rengashomomorfismi ¢: 7 —

R.

Todistus. Koska 1 virittdd additiivisen ryhmén (Z, +), Proposition 5.13 nojalla ha-
lutunlaisia homomorfismeja on korkeintaan yksi. Viite seuraa havainnosta, etti ku-
vaus ¢: Z — R, ¢(n) =nlg =1g+ 1g + - - - + 1g, on rengashomomorfismi:

dp(m+n)=(m+n)lg =mlg+nlg = ¢(m)+ ¢(n)
ja
¢(mn) =mnlg = mlgnlyg = ¢(m)o(n). O

Monilla renkailla on yhteen- ja kertolaskun suhteen vakaita osajoukkoja, jotka
ovat renkaita.

Maaritelma 8.18. Olkoon R rengas ja olkoon S C R vakaa yhteenlaskun ja kerto-
laskun suhteen. Jos S varustettuna indusoiduilla laskutoimituksilla on rengas ja jos
lg = 1g, niin S on renkaan R alirengas. Jos R ja S ovat kuntia, niin .S on kunnan
R alikunta.

Madritelmén mukaan alirenkaan inkluusiokuvaus i : S — R, i(s) = s on rengas-
homomorfismi.

Esimerkki 8.19. (a) Z on renkaan Q alirengas.

(b) Joukko
Sz{(% 8) ICLER}CMQ(]R)

on rengas renkaasta Ms(R) indusoiduilla laskutoimituksilla. Sen kertolaskun neut-

raalialkio on <(1) 8) , joten S ei ole renkaan My(RR) alirengas. Rengas S on rengasi-

a : .
somorfinen renkaan R kanssa: Kuvaus a — ( ) on rengasisomorfismi.

0 0
Alirenkaalle on samanlainen testi kuin aliryhmélle (Propositio 5.11).

Propositio 8.20. Olkoon R rengas, ja olkoon S C R, S # 0. Tdlloin S on renkaan
R alirengas, jos ja vain jos
(1) Kaikille x,ye Sx+y €S jaxy €S, ja
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(2) —=1€8S.
Todistus. Harjoitustehtava 90. (]
Esimerkki 8.21. (a) Samaan tapaan kuin permutaatioryhmille méériteltiin ali-
ryhmié rajoittumalla kuvauksiin, joilla on tiettyjd ominaisuuksia, voimme mééri-

telld funktiorenkaiden % (X, R) alirenkaita. Kurssilla Analyysi 2 osoitetaan, etté
indusoiduilla laskutoimituksilla varustetut joukot

C(R)={f: R— R: f on jatkuva}, ja
C*(R) = {f: R — R: f on k kertaa jatkuvasti derivoituva}, k € N.
ovat funktiorenkaan .7 (R, R) alirenkaita

(b) Vektoriavaruuden R™ lineaarikuvaukset muodostavat renkaan Hom(R"™, R") ali-
renkaan
End(R") = {L:R" — R" : L on lineaarikuvaus}.
Lineaarikuvaukset ovat ryhmén (R", +) homomorfismeja itselleen, joten niiden sum-
ma on myos homomorfismi. Lisiksi aina, kun L, L/ € End(R"), x € R" ja a € R,
myos
(L+ L") (az) = L(ax) + L'(ax) = aL(z) + aL'(z) = a(L(x) + L'(x))
= a(L+ L')(z),

joten lineaarikuvauksen toinenkin ehto toteutuu. Lineaarialgebran kurssilla on osoi-
tettu, ettd lineaarikuvausten yhdistetty kuvaus on lineaarikuvaus. Siis molemmat

laskutoimitukset toteuttavat Proposition 8.20 ehdon (1). Liséksi identtinen kuvaus

id: R® — R” on lineaarikuvaus, kuten myos —id, joten Proposition 8.20 mukaan
End(R") on renkaan Hom(R™, R™) alirengas.

(c) Esimerkissd 4.13 kisitelty kuvaus Mat: End(R") — M, (R), joka liittdd line-
aarikuvaukseen L sen matriisin kiinnitetyssd kannassa, on rengasisomorfismi. Jos

L,/ € End(R"), niin (L + L')(v) = Lv + L'v, joten
Mat(L + L") = Mat(L) + Mat(L'),

eli Mat on ryhmahomomorfismi additiivisten ryhmien valilld. Lisdksi kaikille lineaa-
rikuvauksille L, L' € End(R") pétee

Mat(L'L) = Mat(L") Mat(L)
ja identtisen kuvauksen matriisi on I,,.

Alirenkaat ja rengashomomorfismit ovat yhteensopivia samaan tapaan kuin ali-
ryhmét ja ryhmahomomorfismit:
Propositio 8.22. Olkoon ¢: R — R’ rengashomomorfismi.
(1) Jos S on renkaan R alirengas, niin ¢(S) on renkaan R’ alirengas.
(2) Jos S’ on renkaan R’ alirengas, niin ¢=*(S’) on renkaan R alirengas.

Todistus. (1) Proposition 5.6 mukaan (¢(S),+) on ryhmé, joten Propositiota 8.20

sovellettaessa riittda tarkastella kertolaskua ja kertolaskun neutraalialkion kuvautu-
mista. Olkoot ¢(a), (b) € ¢(S). Tallsin

¢(a)p(b) = p(ab) € ¢(S).
Koska —1x € 9, pitee

¢(—1r) = —¢(1r) = —1r € ¢(S).
Siis Proposition 8.20 oletukset ovat voimassa.
(2) Harjoitustehtava 91. O
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Harjoitustehtavii.

Tehtévd 81. Osoita, ettd Z/qZ varustettuna kokonaislukujen yhteen- ja kertolas-
kujen tekijalaskutoimituksilla on kommutatiivinen rengas.

Tehtdva 82. Olkoon X joukko. Madritellddn joukkojen A, B € & (X) symmetrinen
erotus asettamalla

AANB=(A\B)U(B\A).
Osoita, ettd (22(X), A, N) on rengas. Onko se kommutatiivinen?

Tehtavi 83. Olkoon R rengas. Osoita, etta

(1) z(—y) = (—2)y = —(xy) kaikilla z,y € R,

(2) z(y — 2) =2y —xz ja (y — 2)xr = yr — zz kaikilla z,y, z € R,
Tehtévi 84. Olkoon (A, +) kommutatiivinen ryhmaé. Osoita, ettd joukon Hom(A, A)
laskutoimitus 4+, joka maéaritelladn asettamalla

(¢ + ¢")(a) = d(a) + ¢'(a),
on assosiatiivinen ja kommutatiivinen.

Tehtéva 85. Olkoon R # {0} rengas. Osoita, etté yhteenlaskun neutraalialkiolla 0
ei ole kddnteisalkiota kertolaskun suhteen.

Tehtavd 86. Olkoot f: R — S ja g: S — T rengashomomorfismeja. Osoita, etti
g o f on rengashomomorfismi.

Tehtévd 87. Osoita, ettd rengashomomorfismi f: R — S on rengasisomorfismi, jos
ja vain jos on rengashomomorfismi f: S — R, jolle fo f =idg ja fo f = idg.
Tehtiva 88. Miiritelldin joukossa Z3 yhteenlasku komponenteittain ja kertolasku
asettamalla

(a,b,¢)(x,y, 2) = (ax, b + cy, cz)
kaikilla (a,b,c), (z,y,2) € Z3. Onko Z3 varustettuna niilli laskutoimituksilla ren-
gas? Onko se kommutatiivinen?

Tehtdvi 89. Ovatko funktiorenkaat 7 ([0, 1], R) ja .Z ([0, 2], R) isomorfisia?

Tehtdvi 90. Olkoon R rengas, ja olkoon S C R, S # (. Osoita, ettd S on renkaan
R alirengas, jos ja vain jos

e r+ye€Sjaxy e S kaikilla xz,y € S, ja

e —1cf5.

Tehtivd 91. Olkoon ¢: R — R’ rengashomomorfismi. Olkoon S’ renkaan R’ ali-
rengas. Osoita, ettd ¢~!(S’) on renkaan R alirengas.

Tehtiva 92. Olkoon K kunta, ja olkoon K’ C K vakaa osajoukko, joka on kunta
indusoiduilla laskutoimituksilla. Osoita, ettd kunnan K’ yhteenlaskun ja kertolaskun
neutraalialkiot ovat samat kuin kunnan K.

Tehtiva 93. Osoita, ettd kunnan K osajoukko K’ on alikunta, jos ja vain jos
o #K'>2,
e o — b e K’ kaikilla a,b € K, ja
e ab™! € K’ kaikilla a,b € K', b # 0.

82Vihje: Harjoitustehtivi 27.
8Vihje: (1,0,1)
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Tehtava 94. Olkoon

{3 3w

Osoita, ettd K varustettuna matriisien yhteen- ja kertolaskulla on kunta. Osoita,
ettd kunta K on isomorfinen kompleksilukujen kunnan kanssa.

Tehtavi 95. Olkoot Gaussin kokonaisluvut

Z[i)={a+ibe C:a,beZ},
ja Gaussin rationaaliluvut

Q) ={a+ibeC:a,becQ}.
Osoita, ettd Z[i] on rengas ja ettd Q(7) on kunta.
Tehtavi 96. Mairitd Gaussin kokonaislukujen yksikoiden ryhma.
Tehtdva 97. Osoita, ettd

ZIV2] = {a+bV2 €R: a,b € L},

on reaalilukujen renkaan alirengas.

Tehtivii 98. Osoita, ettd Z[v/2]* on direton.

96Vihje: Kéyta kompleksilukujen normin ominaisuuksia.
98Vihje: Etsi sopiva yksikko ja kiytd Propositiota 8.7
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