7. NORMAALI ALIRYHMA JA TEKIJARYHMA

Tarkastelemme luvun aluksi ryhmén ja sen aliryhmien suhdetta. Olkoon G ryhmé
ja olkoon H < G aito aliryhmé. Alkion g € G wasen sivuluokka (aliryhmén H
suhteen) on

gH ={gh:he H}
ja sen oikea sivuluokka (aliryhmén H suhteen) on
Hg={hg:he H}.
Propositio 7.1. Olkoon G ryhmd, ja olkoon H sen aito aliryhmda. Tdlloin
(1) gH = H, jos ja vain jos g € H.
(2) Hg = H, jos ja vain jos g € H.
(3) Vasemmat sivuluokat muodostavat ryhman G osituksen.
(4) Oikeat sivuluokat muodostavat ryhmdn G osituksen.

(5) Joukot H, gH ja Hg ovat yhtd mahtavia.

Todistus. (1) ja (2) Harjoitustehtivi 66.

(3) Vasempien sivuluokkien yhdiste on koko G silld z € zH kaikille x € G. Osoi-
tetaan, ettd vasemmat sivuluokat leikkaavat vain, jos ne ovat sama sivuluokka. Jos
xHNyH # 0, on h, € H, joille xh = yh'. Mutta tilldin, jos ¢ € xH, niin
g = xh" = yW'h='h" € yH. Vastaava paiittely antaa inkluusion toiseen suuntaan.
Kohdan (4) todistus on samanlainen.

(5) Vasemman sivuluokan maéritelmén nojalla kuvaus ¢,: H — xH, {,h = xh, on
surjektio. Supistussddnnosta (Propositio 4.4) seuraa, etté £, on injektio. Vastaavasti
kuvaus r,: H — Hx, r,h = hx, antaa bijektion joukkojen H ja Hx vilille. O]

Propositioiden 7.1 ja 3.5 mukaan vasemmat sivuluokat maaradavit ekvivalenssi-
relaation, jonka ekvivalenssiluokat ovat vasemmat sivuluokat ja vastaavasti oikeat
sivuluokat méaardavit ekvivalenssirelaation, jonka ekvivalenssiluokat ovat oikeat si-
vuluokat. Vasempien sivuluokkien kokoelmalle kdytetdan merkintdd G/H ja oikei-
den sivuluokkien kokoelmalle kéytetddn merkintdd H\G. Jalkimmaiistd merkint&4 ei
pida sekottaa joukkojen erotukseen.

Propositio 7.2. Olkoon G ryhmd ja olkoon H < G. Joukot G/H ja H\G ovat yhtd
mahtavia.

Todistus. Harjoitustehtava 67 U
Yleisessd tapauksessa alkion x vasen ja oikea sivuluokka eroavat toisistaan.
Esimerkki 7.3. Olkoon H = ((12)) < S3. Aliryhmén H vasemmat sivuluokat ovat
H = (12)H = {id, (12)},
(123)H = (13)H = {(123),(13)} ja
(132)H = (23)H = {(132),(23)}

Sen oikeat sivuluokat ovat



Osoittautuu siis, ettd vasen sivuluokka (123)H esiinny lainkaan oikeiden sivuluok-
kien kokoelmassa. Siis vasemmat ja oikeat sivuluokat maaraavat kaksi erilaista ryh-
mén ( ositusta ja niitd vastaavat ekvivalenssirelaatiot ovat siis kaksi eri relaatiota.

Usein, jos ryhmé G ei ole kommutatiivinen, silld on aliryhmii, joiden vasem-
mat ja oikeat sivuluokat eroavat toisistaan. Harjoitustehtivissa 69 71 tarkastellaan
esimerkkid ryhmaéstd, joka ei ole kommutatiivinen vaikka sen kaikkien aliryhmien
vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja joukkoja. Kommutatiivisten ryhmien
tilanne on yksinkertaisempi:

Lemma 7.4. Olkoon G kommutatiivinen ryhmd. Tdlloin jokaiselle x € G ja jokai-
selle H < G pitee tH = Hz. 0]

Esimerkki 7.5. Kongruenssi modulo ¢ on aliryhmén ¢Z maidradmé ekvivalenssire-
laatio. Koska (Z, +) on kommutatiivinen, aliryhmén ¢Z vasemmat ja oikeat sivuluo-
kat ovat samoja ja kongruenssin modulo ¢ ekvivalenssiluokat eli kongruenssiluokat
ovat joukot

n]={n+kq:keZ}=n+qZ={kq+n:keZ}=qZ+n,

koska laskutoimitukselle kiytetdan additiivista merkintda. Kongruenssiluokkien jou-
kolle Esimerkissa 3.9 kdyttoon otettu merkintd Z/qZ on ylla kiyttoonotetun ylei-
semméin merkintdtavan mukainen. Kongruenssiluokkien laskutoimitukset voidaan
siis kirjoittaa my6s nain
(n+qZ) + (m+qZ) = (n+m) + qZ
ja
(n+qZ)(m + qZ) = nm + qZ.

Ryhman ja sen aliryvhmén suhdetta kuvaava indeksi voidaan maéaritella kumman
tahansa aliryhméan H liittyvin ekvivalenssirelaation avulla Proposition 7.2 nojalla:

Maéaritelma 7.6. Aliryhmin H < G indeksi on
G H] = #(G/H) = #(H\G).
Esimerkki 7.7. (a) Aliryhmén Cy x {e} indeksi ryhméssid Cy x Cy on
[Cy x Cy: Cy x {e}] = 2.
(b) [R?: R x {0}] = oo, silld sivuluokat ovat R x {a}, a € R

Lause 7.8 (Lagrangen lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja olkoon H < G. Tdlldin

#G

G:Hl=——.

G:H =T
Todistus. Proposition 7.1 nojalla kaikki sivuluokat ovat yhtd mahtavia ja sivuluokat
osittavat ryhmén G. U

Propositio 7.9. Olkoon G ddrellinen ryhmd. Tdilloin g*¢ = e jokaiselle g € G.
Todistus. Olkoon H = (g). Talloin #H = ord g. Koska Lagrangen lauseen mukaan
#G = k#H jollain k € N, pétee potenssisadntdjen ja Lemman 6.2 nojalla

#G kordg __ (gordg>k — ek — e. H

g =49

Koska ryhmén kertaluku ja aliryhmén indeksi ovat luonnollisia lukuja, Lagrangen
lause antaa #érellisen ryhmén G aliryhmien mahdolliset indeksit ja kertaluvut.

40



Esimerkki 7.10. Ryhmén S; kertaluku on 6, joten sen aliryhmien mahdolliset
kertaluvut (ja indeksit) ovat 1, 2, 3 ja 6. Kolmen alkion permutaatioiden ryhmén
aliryvhmérakenne on yksinkertainen ja sitd voi havainnollistaa aliryhmdkaaviolla:

™

((123))

((12)) ((13)) ((23))

\\\\\\\\\;ii::ilil

Aliryhmékaaviossa tarkasteltavan ryhmén aliryhmét asetellaan paallekaisille tasoille
kertaluvun mukaan siten, ettd kertaluvultaan suuremmat ryhmét ovat ylemmilla ta-
soilla. Aliryhm& H yhdistetdin janalla ylemmaélla tasolla olevan aliryhméan K kans-
sa, jos H < K eiké ole aliryhmai L, jolle patee H < L < K. Ylldolevassa kaaviossa
I = {id}.

Esimerkissa 7.10 permutaatioryhmélld S3 on jokaista Lagrangen lauseen sallimaa
kokoa olevia aliryhmid. Aina ei kuitenkaan ole néin, Esimerkissd 7.27 osoitetaan,
ettd ryhmélla Ay ei ole kuuden alkion aliryhm&é vaikka #A4, = 12 =2 x 6.

Maaritelma 7.11. Ryhmén G aliryhm& H on normaali, jos gH = Hg kaikille
g € G. Jos H on ryhmén G normaali aliryhmé, merkitddn H < G, aitoa normaalia
aliryhméi merkitdan H < G.

Koska ryhmén G normaalin aliryhmin H vasemmat ja oikeat sivuluokat maaraa-
vit saman osituksen ryhmaille G, ne méiaraédviat saman ekvivalenssirelaation. ovat sa-
mat. Tama on oleellisen tirkedd tarkasteltaessa ryhmén G laskutoimituksen yhteen-
sopivuutta sivuluokkien méaaraadman ekvivalenssirelaation kanssa Lauseessa 7.20.

Esimerkki 7.12. (a) Ryhmaé itse ja neutraalialkion muodostama aliryhmé ovat
normaaleja.

(b) Lemman 7.4 mukaan nZ <1 Z ja R x {0} < R?, mutta Esimerkin 7.3 aliryhmé
((12)) < S; ei ole normaali.

Joissain tilanteissa normaalius on helppo tarkastaa:
Lemma 7.13. Jos aliryhmdn H < G indeksi on kaksi, se on normaali.
Todistus. Vasemmat sivuluokat ovat H ja G'\ H, samoin oikeat sivuluokat. O]
Lemma 7.14. Olkoon K <G ja K < H < G. Tdlloin K < H. O

Esimerkki 7.15. A, < S, silld #5, = nl = 2#A,, joten [5,, : A, kaikilla n > 3.
Erityisesti C3 = ((123)) = A3 < Ss.

Usein on kiteva kiyttdd seuraavaa normaalin aliryhmén karakterisointia:

Propositio 7.16. Ryhmidin G aliryhmd H on normaali, jos ja vain jos ghg™' € H
kaikilla h € H ja kaikilla g € G

Todistus. Jos H on normaali, niin gH = Hg kaikille g € . Siis jokaiselle g € G ja
h € H pitee gh = h'g jollain ' € H, joten ghg™' = h' € H.

Jos taas kaikille g € G ja h € H pitee ghg~' € H, niin jokaiselle g € G ja h € H
on W € H, jolle ghg=* = I/. Siis gh = h'g € Hg, joten gH C Hg kaikille g € G.
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Samoin saadaan hg~' € ¢~ 'H, joten g7'H C Hg™! kaikille ¢ € G. Koska jokainen
ryhmén G alkio on jonkin alkion kd#nteisalkio, viite on todistettu. U

Sovellamme Propositiota 7.16, kun osoitamme, ettd normaalit aliryhmét sopivat
hyvin yhteen homomorfismien kanssa.

Propositio 7.17. Olkoon ¢: G — G' ryhmdahomomorfismi.
(1) Olkoon H < G. Tdalloin ¢(H) < Im ¢.
(2) Olkoon H' Q G'. Tilloin ¢~ (H') < G.
Todistus. (1) Proposition 5.6 nojalla ¢(H) < ¢(G). Olkoot a' € ¢(H) ja ¢' € ¢(G).
Télloin on a € H ja g € G, joille ' = ¢(a) ja ¢ = ¢(g). Nyt
gd'(g) " = dl9)e(a)p(g)™" = dlgag™) € o(H),
koska gag~—! € H. Viite seuraa Proposition 7.16 nojalla.
(2) Harjoitustehtava 74. O

Propositiosta 7.17 saadaan térkedna erikoistapauksena
Seuraus 7.18. Ryhmdhomomorfismin ydin on normaali aliryhmd. 0

Esimerkki 7.19. (a)A, = kere < 5,.
(b) SL,,(R) = ker det < GL,(R).

Lause 7.20. Olkoon G ryhmd ja olkoon H < G aliryhmd. Tdlloin vasempien tai
otkeiden sivuluokkien madradmda ekvivalenssirelaatio on yhteensopiva ryhmdn G las-
kutoimituksen kanssa, jos ja vain jos H on ryhmdan G normaali aliryhm.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd H on normaali. Olkoot 2’ € zH ja y' € yH. Talloin
on hy, hy, hs € H, joille 2’ = zhq, 3y = yhs ja hyy = yhs, joten

2y = xhiyhy = xyhshy € xyH.

Siis 'y’ H ja xyH Proposition 7.1 nojalla ja laskutoimitus on yhteensopiva sivuluok-
kien madrdaman ekvivalenssirelaation kanssa.

(2) Jos laskutoimitus on yhteensopiva vasempien sivuluokkien médrdamén relaa-
tion kanssa, niin G/H varustettuna tekijdlaskutoimituksella on ryhmaé: Tekijélas-
kutoimituksen assosiatiivisuus osoitettiin Propositiossa 3.8. Koska luonnollinen ho-
momorfismi on surjektiivinen, se kuvaa ryhmén G neutraalialkion tekijdlaskutoimi-
tuksen neutraalialkioksi Proposition 1.14 nojalla, pitee gHH = gH' = HgH ja
(gH)(¢g~'H) = H kaikilla g € G.

Luonnollinen homomorfismi on siis ryhmahomomorfismi G — G/H ja sen ydin
on H. Proposition 7.17 nojalla H on normaali. 0]

Seuraus 7.21. Jos H < G, niin tekijijoukko G/H varustettuna tekijalaskutoimi-
tuksella on ryhmd. Tekijiryhman G/H neutraalialkio on H. (]

Ryhm#d G/H kutsutaan normaalin aliryvhmén H médrdaméksi ryhmén G teki-
jaryhmdksi. Esimerkiksi ryhmé Z/qZ, jota tarkasteltiin esimerkin 4.2 kohdassa (a),
on kongruenssia a = b mod ¢ vastaava kokonaislukujen ryhmén tekijiryhma. Ad-
ditiivisen ryhmaén alkion z sivuluokalle kiytetdan merkintdd x + H ja tekijaryhmén
laskutoimitus on siis

(z+H)+(y+ H)=(x+y)+ H.
Sykliset ryhmat kayttaytyvit hyvin tekijaryhmienkin suhteen

Propositio 7.22. Jokainen syklisen ryhmdn tekijiryhmda on syklinen.
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Todistus. Harjoitustehtava 76. (]

Todistamme seuraavaksi tdrkeimmén tekijaryhmia koskevan tuloksen. Todistus
on Lauseen 5.18(1) todistuksen yleistys.

Lause 7.23 (Ryhmien (ensimméinen) isomorfismilause). Olkoon ¢: G — G’ ryh-
mdhomomorfismi. Tdlloin

Im ¢ = G/ ker ¢.
Todistus. Jos x ker ¢ = yker ¢, niin jollain h € ker ¢ pitee y = xh, joten
o(y) = ¢(xh) = ¢(x)(h) = ¢().

Tahén havaintoon perustuen mééritelladn kuvaus ¢ : G/ ker ¢ — Im ¢,

(xker ¢) = (),

joka on homomorfismi: Olkoot z,y € G. Talléin

(xker p)i(yker ¢) = ¢(x)d(y) = ¢(zy) = ¢ (zyker ¢) = ¢h(x ker ¢ yker ¢).

Madritelmén mukaan Imvy C Im ¢ ja jokaiselle x € G pitee (xker ¢) = ¢(x),
joten ¢(z) € Im1) ja ¢ on siis surjektio. Injektiivisyyden toteamiseksi osoitamme,
ettd kuvauksen v ydin koostuu ainoastaan tekijairyhméan G/ ker ¢ neutraalialkiosta
ker ¢. Jos 1(xker @) = €, niin ¢(z) = €, joten x € ker ¢, mistd Proposition 7.1(1)
nojalla seuraa z ker ¢ = ker ¢. U

Seuraus 7.24. Jos ¢: G — G’ on surjektiivinen ryhmdhomomorfismi ja N = ker ¢,
niin [G : N| = #G'. O

Lause 7.25. Olkoon ¢: G — G’ surjektiivinen ryhmdahomomorfismi, ja olkoon H' <
G'. Tilloin G/¢p Y (H') =2 G'/H'.

Todistus. Proposition 7.17(2) mukaan H = ¢~'(H') < G. Olkoon 7: G' — G'/H'

luonnollinen homomorfismi. T&ll6in ©» = mo¢: G — G'/H’ on surjektiivinen homo-
morfismi, jonka ydin on H. Lauseen 7.23 mukaan G/H = G'/H’. O

Esimerkki 7.26. (a) [Z? : (2Z)?] = 4 sillid luonnollinen homomorfismi
72> (ki ky) — (k1 + 22, k2 + 2Z) € (Z)27)*

on surjektio, jonka ydin on (2Z)2.
(b) GL,(R)/SL,(R) = R* koska det GL,,(R) — R* on surjektiivinen homomorfismi.

Ryhmien isomorfismilause antaa vastaavuuden surjektiivisten homomorfismien ja
normaalien aliryhmien vilille: Jos N < G, niin luonnollinen homomorfismi on sur-
jektiivinen homomorfismi G — G/N. Toisaalta jokaisen ryhmahomomorfismin ydin
on madrittelyryhménsa normaali aliryhmé. Tamé& vastaavuus ei kuitenkaan ole bi-
jektiivinen silld esimerkiksi homomorfismeilla exp: C — C* ja k o exp, missd k on
kompleksikonjugointi, on sama ydin kerexp = {k2mi : k € Z}.

Esimerkki 7.27. Osoitamme esimerkin avulla, ettd Lagrangen lauseen 7.8 kddn-
teinen viite ei pade: Alternoivan ryhmén A, kertaluku on #A4, = 4!/2 = 12.
Jos H < A, on aliryhmé, jonka kertaluku on 6, niin Lagrangen lauseen nojalla
[A4 : H| = 2. Lemman 7.13 nojalla H <1 Ay, joten ensimmdisen isomorfismilauseen
nojalla Ay/H = Cs. Siis kaikille g € G piitee g°H = gHgH = H, joten Proposition
7.1(1) nojalla g*> € H kaikille g € G.

Kaikki 3-syklit ovat parillisia permutaatioita, joten ne kuuluvat ryhmééan A,. Jos
g € Ay on 3-sykli, niin g = ¢g* = (¢%)? € H. Kuitenkin ryhmissi A, on 8 3-sykli,
joiden siis pitéisi sisiltyd kuuden alkion ryhmédn. Siis ryhmalla A, ei ole kuuden
alkion aliryhmad vaikka #A4, = 12 =6 x 2.
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Ryhmén A, aliryhmérakenne on seuraavan kaavion mukainen:

A4
02 X Cg

((123))  ((124))  ((134)) ((234))

1/

Mitka tahansa kaksi ryhmén A, kertaluvun 2 alkioista (12)(34), (13)(24) ja (14)(23)
virittavat kaaviossa esiintyva Kleinin neliryhmén Cy x Cs.

Esimerkin 6.9 tarkastelun yleistys kolmeen ulottuvuuteen osoitaa, ettd ryhma Ay
on isomorfinen sddnndllisen tetraedrin symmetriaryhmén kanssa.

Esimerkki 7.28. (a) Harjoitustehtdvissi 33 osoitettiin, ettd ryhmén G automor-

fismit muodostavat ryhmén Aut(G). Olkoon a € G. Kuvaus ¢,: G — G, ¢.(g) =

aga~' on ryhmiin G automorfismi: Se on homomorfismi:

$a(9)0a(g') = (aga™")(ag'a™") = (ag)(a~"a)(g'a™") = (ag)e(g'a™)
= (ag)(g'a™") = algg)a™" = ¢(g9").

Se on myds bijektio, koska silld on kidnteiskuvaus ¢ ': G — G: ¢, (g) = a 'ga.
Kuvaus ¢, on ryhmén G sisdinen automorfismi.
Ryhmén G sisdiset automorfismit muodostavat sisdisten automorfismien ryhmdn

Inn(G) = {¢, : a € G} < Aut(G).

Harjoitustehtévissa 77 osoitetaan, ettd sisdisten automorfismien ryhmé on automor-
fismiryhmén normaali aliryhmé. Tekijaryhméa

Out(G@) = Aut(G)/ Inn(G)

on ryhmén G ulkoisten automorfismien ryhmd.

(b) Automorfismi ¢, on identtinen kuvaus tismilleen silloin, kun aga™ = ¢ kaikilla
g € G. Témén ehdon toteuttavat alkiot muodostavat ryhmin G keskuksen

Z(G) ={z € G: zg = gz kaikilla g € G}.

Harjoitustehtéviissa 78 osoitetaan, ettd Z(G) on ryhmén G normaali aliryhma.

(¢) Kuvaus p: G — Aut(G), p(a) = ¢4, on surjektiivinen homomorfismi. Surjektii-
visuus on selvdd méaritelmien nojalla ja homomorfisuus on suoraviivainen tarkastaa
kuten Proposition 6.10 todistuksessa: Jos a,b € G, niin kaikille x € G pitee

p(ab)(z) = dap(z) = (ab)a(ab) ™ = a(bad™")a™ = ¢u(ds(2)) = p(a) o p(b)(x).
Ryhmien isomorfismilauseen nojalla pétee siis
Inn(G) 2 G/Z(G).
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Harjoitustehtéviissd 32 osoitettiin, ettd kuvaukset B — B~! ja C — 'C eiviit ole
ryhmén SLy(Z) automorfismeja. Kuitenkin niiden yhdistetty kuvaus on automorfis-
mi!

(d) Matriisi A = ( ) médrdd ryhmén SLo(Z) sisiisen automorfismi ¢4,

Harjoitustehtavii.

Tehtéavi 66. Olkoon GG ryhmé, ja olkoon H sen aito aliryhmé. Osoita, ettd gH = H,
jos ja vain jos g € H

Tehtavi 67. Olkoon G ryhmd, ja olkoon H < G. Osoita, ettd tekijdjoukkojen
villinen kuvaus b: G/H — H\G, b(aH) = Ha™! on bijektio.

Tehtava 68. Taydenni diedriryhmén D, aliryhméikaavio
/ D4 \
Hy H, Hy
Jl J3 J4 J5

1

Kaaviossa esiintyvien aliryhmien indeksit ovat [Dy : J;] = 4 ja [Dy : H;] = 2 kaikilla
1<i<5jal<j<3.

Olkoot
1 0
A= <O —i) € SLy(C)
ja
0 1
B = (_1 0) € SLy(C).
Olkoon H = (A, B) < SLy(C) matriisien A ja B virittdmé aliryhmaé.
Tehtavd 69. Osoita, ettd ryhmi H ei ole kommutatiivinen ja ettd #H = 8.

Tehtédva 70. Osoita, ettd ryhméllda H on aliryhmien H ja {I} lisdksi nelja aliryh-
méid, jotka ovat kaikki normaaleja.

Tehtava 71. Piirrd ryhméin H aliryhmékaavio.

08Vihje: Kaikki ryhmit H;, 1 < j < 3 eivit ole isomorfisia.
69Vihje: Tarkasta ensin, etti BA = —AB ja kilyti tiité tietoa ja Propositiota 5.11
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Tehtdvad 72. Olkoon G dérellinen ryhma. Olkoot K < H < G. Osoita Lagrangen
lauseen avulla, ettd indekseille patee:

G: K|]=|G: H|H: K]
Tehtdvd 73. Olkoon G ryhmé. Olkoot K < H < G siten, ettd [G : H|] < oo ja
[H : K] < c0. Osoita, ettd indekseille pétee:

G: K|]=|G: H|H: K]
Tehtiva 74. Olkoon ¢: G — G’ ryhmidhomomorfismi. Olkoon H' < G’. Osoita,

etta
¢ '(H') 2 G.

Tehtava 75. Olkoon ‘A neliomatriisin A transpoosi, ja olkoon I,, identtinen n x n-
matriisi. Olkoon

On)={A€GL,(R): A'A=1,}.
Osoita, ettd O(n) < GL,(R). Onko O(n) < GL,(R)?

Tehtéavi 76. Olkoon C syklinen ryhmé. Osoita, etté kaikki ryhmén C tekijaryhmit
ovat syklisii.

Tehtava 77. Olkoon G ryhma. Osoita, ettd ryhmén G sisdiset automorfismit muo-
dostavat ryhmén Aut(G) normaalin aliryhmén.

Tehtdva 78. Osoita, ettd ryhmén G keskus Z(G) on kommutatiivinen normaali
aliryhma.

Tehtava 79. Maaritd ryhmien S3, D3 ja Cy x Cy keskukset.

Tehtava 80. Maaritd ryhmien S3, D3 ja Cy x Cy sisdiset automorfismiryhmét.

"3Vihje: Oletetaan, etti G = | |, a;H ja H = LIj—, b;K.Osoita, ettd G = | i~ | |j_, a:b; K.
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