6. AARELLISET PERMUTAATIORYHMAT

Luvussa 4 tutustuimme alustavasti permutaatioryhmiin. A#rellisen n alkiosta
koostuvan joukon {1,2,...,n} symmetriaryhmélle kiiytetdén yleisesti merkintda

S, = S({L,2,...,n}).

Harjoitustehtdvin 36 nojalla minki tahansa n alkion joukon permutaatioryhmé on
isomorfinen ryhmén S, kanssa. Kaikkia nditd permutaatioryhmié voidaankin siksi
kutsua ryhmiksi S,, vastaavalla tavalla kuin voidaan puhua abstrakteista syklisis-
td ryhmistd C, ja Cu. Adrelliset permutaatioryhmiit, joita kutsutaan joskus myos
symmetrisiksi ryhmiksi, ovat yllittavin tirkeitd ryhmid matematiikan eri aloilla,
esimerkiksi Galois'n teoriassa, joka kisittelee muunmuassa polynomien algebrallis-
ta ratkeavuutta, samoin ne tulevat vastaan geometriassa tarkasteltaessa esimerkiksi
sdannollisten monitahokkaiden symmetriaryhmia.

Luvun aluksi maarittelemme yleisia késitteitd, joita havainnollistamme ensin tu-
tuilla ryhmilla:

Maéaritelma 6.1. Ryhmén G alkioiden lukuméird #G on ryhméan G kertaluku.
Ryhmén G alkion g kertaluku ord g on sen virittdmén syklisen aliryhmén kertaluku,

ordg = #(g).
Lemma 6.2. Olkoon G ryhmd ja olkoon e ryhmdn G neutraalialkio. Tdlloin
ordg = min{k > 1: ¢" = ¢}.
Todistus. Harjoitustehtava 53. (]

Esimerkki 6.3. (a) Ryhmien K ja Cy x Cy kertaluku on 4 ja niiden jokaisen neut-
raalialkiosta poikkeavan alkion kertaluku on 2.

(b) Ryhmén Cy = Z/4Z kertaluku on 4 ja sen alkioiden [1] ja [3] kertaluku on 4.
Seuraavat perusominaisuudet on helppo tarkastaa.

Propositio 6.4. (1) Permutaatioryhman S, kertaluku on n!.

(2) Jos n > 3, niin S, ei ole kommutatiivinen.

Todistus. (1) Harjoitustehtéva.

(2) Tarkastellaan ensin tapaus n = 3. Olkoon o € S3, 0(1) =2, 0(2) =1, 0(3) =3
ja olkoon 7 € S;, 7(1) = 1, 7(2) = 3, 7(3) = 2. Tdlléin T o o(1) = 7(2) = 3 ja
ogo7(l)=0(l) =2, joten oot #To0O0.

Edelld maaritellyt permutaatiot on helppo laajentaa n alkion permutaatioiksi
madrittelemalld kaikille n > 4 permutaatiot ol 03y = 0, Tl(123 = 7, ja o(k) =
k = 7(k). Nille pitee 6 o T # T o ¢ kuten tapauksessa n = 3. O

Permutaatioilla operointia voi havainnollistaa monilla eri tavoilla. Proposition 6.4
todistuksessa kiyttimadmme tapa antaa permutaatio luettelemalla kaikkien alkioi-
den kuvautuminen ei ole kovin kitevad. Esimerkiksi seuraavat kaaviot havainnollis-
tavat Proposition 6.4 todistuksessa esiintyvien permutaatioiden o ja 7 yhdistettyja
kuvauksia T oo ja oo T:

X b X
i 2><3 1><2 £
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Yksinkertaistamista varten otamme joillekin permutaatioille kiyttoon tiiviimmaéan
merkinnén:

Miiaritelma 6.5. Olkoon {ay,as,...,a,} C {1,2,...,n} m alkion osajoukko,
m > 2. Sykli (aqas - a,,) on permutaatio, joka kuvaa alkion a; alkioksi a;,1 kai-
killa ¢ € {1,2,...,m — 1}, alkion a,, alkioksi a; ja on identtinen kuvaus osajoukon
{ai,as, ..., ay} komplementissa. Syklin (ajas - - - a,,) pituus on m. Jos syklin pituus
on m, se on m-sykli. Jos syklin pituus on 2, niin sitd kutsutaan vathdoksi eli trans-
positioksi. Sanomme 2-syklid (i i + 1) alkeisvaihdoksi eli alkeistranspositioksi.

Syklien yhdistettyé kuvausta merkitdin ilman o-merkkié: Jos o = (ajas - - - a,,) ja
T = (blbg cee bk), niin

ogoT = (ayay -+ apy)(biby---by).

Syklien yhdistettyd kuvausta sanotaan niiden tuloksi.

Syklit (ayas - -+ ap,) ja (biby - - by) ovat erilliset, jos

{al,ag,...,am}ﬂ{bl,bg,...,bk}:(7).

Propositiossa 6.4 osoitimme, ettd ryhméa S, ei ole kommutatiivinen, kun n > 3.
Vaikka ryhmé G ei olisikaan kommutatiivinen, niin joillekin alkioille g, h € G péitee
gh = hg. Tall6in sanotaan, ettd g ja h kommutoivat.

Lemma 6.6. Erilliset syklit kommutoivat.

Todistus. Jos o ja o’ ovat erillisid, ne ovat kahden toisiaan leikkaamattoman osajou-
kon permutaatioita, joten viite pitee selvisti. [

Jos f: X — X on kuvaus ja z € X, niin pisteen x rata (kuvauksella f) on

o(z) = [J{/"(2)}.

neN

Lemma 6.7. Jokaisen m-syklin kertaluku on m.

Todistus. Olkoon o = (ajay - - - a,,). Pisteen a; rata

O(a1) = {a1,0(a)) = ay,0*(ay) = as, ..., 0™ ay) = am,0(an) =ai,...}
= {ay,0(a1) = as,0%*(a1) = as,...,c™ *(a1) = an}
koostuu m pisteestd ja sama pétee kaikille muillekin pisteille as, . . ., a,,. Viite seuraa
tasta. 0

Esimerkki 6.8. (1) Kaikki Proposition 6.4 todistuksessa esintyvit kuvaukset ovat
sykleja: o = (12), 7 = (23), o o7 = (23)(12) = (132) ja 700 = (23)(12) = (123).
Loput permutaatioryhmén S3 alkiot ovat vaihto (13) ja identtinen kuvaus.

(2) Kaikki syklin identtisestd kuvauksesta poikkeavat potenssit eivit vélttdmétta
ole syklejé. Esimerkiksi (1234)(1234) = (13)(24).

Esimerkki 6.9. Jos P, on sdidnnollinen n-kulmio tasossa, sen symmetriaryhmaé on
diedriryhmd D, jonka virittavit kierto kulman 27 /n verran keskipisteen ympéri, ja
heijastus valitun symmetria-akselin suhteen. Tarkastelemme kahta erikoistapausta,
tasasivuista kolmiota ja neliota.

Olkoon Pj tasasivuinen kolmio, jonka kirjet ovat A, B ja C. Kolmiolla P; on
kuusi symmetriaa: identtinen kuvaus id, kierto r vastapéividn kulman 27/3 verran,
r?, joka on kierto kulman 47 /3 verran samaan suuntaan ja peilaukset kunkin kirjen
kautta kulkevien kulmanpuolittajasuorien suhteen.

Jos kolmio P; ajatellaan kolmiulotteisessa avaruudessa R? kaksipuolisena levyni,
joka sisiltyy tasoon R? x {0}, niin kuvaukset id, r ja r? kuvaavat kolmion yldpuolen
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ylapuoleksi ja muut kuvaavat yldpuolen alapuoleksi. Jos s on peilaus kiirjen A kautta
kulkevan ja vastakkaista sivua vastaan kohtisuoran suoran suhteen, on melko helppo
nihdi, ettd muut peilaukset ovat rs ja sr.

Ryhmé& D3 on isomorfinen permutaatioryhméin Ss kanssa: Kun rajoitetaan sym-
metriakuvaukset kolmion Py kirkiin, r on 3-sykli (ABC), r? on 3-sykli (ABC)? =
(ACB), s on vaihto (BC), rs on vaihto (AB) ja sr on vaihto (AC).

B }\ r(A }\ 1“2(
A r(C) rz(B)
C
s(C)
s(B)

Saannollisen n-kulmion symmetriaryhma D,, on vastaavalla tavalla isomorfinen
ryhmén S, jonkin aliryvhmén kanssa. Koska ryhmén D,, kertaluku on 2n, tdmé ali-
ryhmé on permutaatioryhmén Sy aito aliryhma. Esimerkiksi nelion symmetriaryhmé
D, on isomorfinen ryhmién ((1234), (14)(23)) < S4 kanssa.

34



v
o
7T

C D

Nelion Py = {x € R?: |z1| < 1,|z5| < 1} symmetriat ovat lineaarikuvauksia ja ne
voidaan esittdd reaalisten 2 x 2-matriisien avulla:

oi={(¢ 2. )=t

Jokaisella diedriryhmélld on vastaavanlainen esitys ryhmén GLy(R) aliryhména.

Yleistamme Esimerkissa 6.9 tehdyn havainnon ja osoitamme, ettd kaikki ryhmét
voi halutessa ajatella permutaatioryhmien aliryhmin, darettomét ryhmét tietenkin
adrettomien joukkojen permutaatioryhmien.

Propositio 6.10. Ryhmd G on isomorfinen ryhmdn S(G) jonkin aliryhmdn kanssa.

Todistus. Olkoon g € G. Kuvaus {,: G — G on surjektio koska £,(g7'2) = z kaikilla
z € (G ja supistussddnnon nojalla se on injektio. Siis voidaan méaéritelld kuvaus
p: G — S(G), p(g) = {,. Kuvaus p on homomorfismi silld kaikille x € G pétee

pgh)(x) = lon(x) = (gh)x = g(hx) = Ly o ln(x) = p(g) o p(h)(x).
Supistussddnnostd seuraa myos, ettd ® on injektio, joten ®: G — ®(G) < S(G) on
isomorfismi. O

Propositio 6.11. Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku on n. Permutaatio-
ryhmdlla S, on aliryhmd, joka on isomorfinen ryhmdn G kanssa.

Todistus. Ryhmit S, ja S(G) ovat isomorfisia, joten voimme késitelld ryhmééd S(G)
ja viite seuraa Propositiosta 6.10 0

Tarkastelemme seuraavaksi dérellisten permutaatioryhmien rakennetta.
Propositio 6.12. Jokainen sykli on vaihtojen tulo.
Todistus. Induktiolla on helppo osoittaa, ettéd

(aras - ap) = (a1am)(a1am_1) . . . (a1a2).
Todistuksen idea sisiltyy seuraavaan kaavioon:
1 2 3



Yksityiskohdat harjoitustehtavissé 59. U
Propositio 6.13. Jokainen vaihto on alkeisvathtojen pariton tulo.

Todistus. Koska harjoitustehtivissa 58 osoitetaan, ettd (km) = (1k)(1m)(1k) kaikil-
la k,m € {1,2,...,n}, k # m, riittda osoittaa, ettd (1k) on alkeisvaihtojen pariton
tulo kaikilla & € {2,3,...,n}. Vaihto (12) on alkeellinen. Oletetaan, etta (1 k£ — 1)
on alkeisvaihtojen tulo. Koska (1k) = (1 k — 1)(k — 1 k)(1 k — 1), véite seuraa. [

Propositio 6.14. Jokainen identtisestd kuvauksesta potkkeava permutaatio voidaan
esittdd erillisten syklien tulona.

Todistus. Jos permutaatio 7 kiinnittd& pisteet aq,aq,...,ar € {1,2,...,n}, riittaa
todistaa viite permutaation 7 rajoittumalle joukkoon {1,2,...,n}\{a1,aqs, ..., ax}.
Riittaa siis tarkastella permutaatioita, jotka eivit kiinnitd yhtdan pistetta.

Selvisti viite patee, kun n = 2. Oletetaan, etté se patee kaikilla Sy, kun £ < n—1.
Olkoon 7 € S,,. Jos 7 on sykli ei ole mitdin todistettavaa, joten voimme olettaa,
ettd 7 ei ole sykli. Pisteen 1 rata on

o) ={1,7(1),7*),...,7%(1),...}.

Koska {1,...,n} on direllinen joukko taytyy olla 7¢(1) = 77(1) joillain luonnollisilla
luvuilla ¢ < r. Valitaan luvut ¢ ja r siten, ettd ¢ on minimaalinen. Koska 7 on
bijektio, taytyy olla ¢ = 0, 77(1) = 1. Téastd ndhdaén, ettd

T|leq)y = (17(1) (1) -7 H(1)).

Induktio-oletuksesta seuraa, ettd permutaation 7 rajoittuma pienempéain joukkoon
{1,2,...,n}\ O(1) on syklien tulo, joten viite on todistettu. O

Propositioista 6.12, 6.13 ja 6.14 saadaan
Lause 6.15. (Alkeis)vaihdot virittdvit permutaatioryhmdn. O
Jokaiseen permutaatioon liittyva tiarkea invariantti on permutaation merkki:

Maaritelma 6.16. Permutaatio o € S, on parillinen, jos se on tulo parillisesta
madrasta vaihtoja ja pariton, jos se on tulo parittomasta madrasta vaihtoja. Permu-
taation o merkki on

€(0) =

—1, jos o on pariton
1, jos o on parillinen.

Seuraavassa tuloksessa osoitetaan muunmuassa, ettd permutaation merkki on hy-
vin médritelty kuvaus. Apuna kiytetddn antisymmetrisid kuvauksia: Olkoon X epé-
tyhjé joukko ja olkoon (V) +) additiivinen ryhmé. Kuvaus f: X™ — V on antisym-
metrinen, jos kaikille alkeistranspositioille 7 € .S,, pétee

f(!)fr(l), Tr(2)y - ,ifr(n)) = —f(x).

Propositio 6.17. Olkoon f: X™ — V antisymmetrinen kuvaus. Tdlldin
f($o(1)> To(2)y - - axcr(n)) = (_]-)T.f(x)>
jos o on r alkeistransposition tulo.

Todistus. Vaite pitee selvasti, kun » = 1. Oletetaan, ettd se patee, kun o on r — 1
alkeispermutaation tulo. Olkoon ¢ = 7 o w permutaatio, joka on r alkeistransposi-
tion tulo siten, ettd w on r — 1 alkeistransposition tulo ja 7 on alkeistranspositio.
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Nyt soveltamalla antisymmetrisyyden méaritelméé alkeistranspositiolla 7 ja pisteel-
1a (Ig(l), ZL’J(Q), Ce ,Ig(n)) saadaan
F(To), To@)s - s Tom)) = f(Trw), Trw @) - - > Trwmn))
= —f(T01), Tu@)s - 5 Twm) = (1) f(x) . O

Proposition 6.13 avulla saadaan valittomasti

Seuraus 6.18. Jos [ on antisymmetrinen, niin kaikille transpositioille T € S, pitee

f(ifr(l),!)ff(z), o ,ifr(n)) =—f(z). [
Propositio 6.19. Permutaation merkki on hyvin mddritelty.

Todistus. Kuvaus f: Z" — Z,

1<i<j<n

on antisymmetrinen (Harjoitustehtéva 61). Lisdksi, kun muuttujan = komponentit
ovat eri kokonaislukuja, f(z) # 0. Jos permutaatio o voidaan esittdd r ja s per-
mutaation tulona, saadaan Proposition 6.17 nojalla (—1)" = (—=1)%, joten r = s
mod 2. U

Lause 6.20. Permutaation merkki e: S, — {—1,1} on ainoa homomorfismi per-
mutaatioryhmdsta S, multiplikatiiviseen ryhmdaan {—1, 1}, joka saa transpositioilla
arvon —1.

Todistus. Harjoitustehtiavissa 62 osoitetaan, ettd ¢ on homomorfismi. Proposition
6.17 nojalla €(7) = —1 kaikille vaihdoille, joten merkki on halutunlainen homomor-
fismi. Toisaalta alkeisvaihdot virittdviat koko permutaatioryhmén, joten, jos homo-
morfismin arvot tunnetaan kaikille alkeisvaihdoille, sen arvot kiinnittyvit kaikille
permutaatioille. Siis € on ainoa homomorfismi, jolla on haluttu ominaisuus. [

Permutaatioiden merkkihomomorfismin e: S, — {—1,1} ydin on alternoiva ryh-
mda A,, joka koostuu parillisista permutaatioista.

Esimerkki 6.21. (a) A3 = ((123)) < 53, A3 = C;.
(b) Ay = ((123), (124), (134), (234), (12)(34), (13) (24), (14)(23)) < Si.
(¢) Permutaatiot esiintyvéit lineaarialgebrassa determinanttien yhteydessd: Nelio-
matriisin A = (a;;)i~, determinantti on

det A = Z e(a)aa(l)laa(g)g s -ag(n)n .

O'GSTL

Jos neliomatriisien vektoriavaruus M,, samastetaan avaruudeksi (R™)" esittamalla
matriisi A € M,, sarakkeidensa tai riviensid avulla muodossa

w1

Wnp,
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Harjoitustehtavii.
Tehtdva 52. Osoita, ettd permutaatioryhmén S, kertaluku on n!.
Tehtéavd 53. Olkoon G ryhmaé ja olkoon e ryhmén G neutraalialkio. Osoita, etté
ordg = min{k > 1: ¢" = ¢}.
Tehtédva 54. Mééritd matriisien A, B, C' € SLy(Z) kertaluvut, kun
=0 1) =G ) me=( )
Tehtévi 55. Kirjoita permutaatio (123)(24) sykliné.

Tehtava 56. Kirjoita kaavioita

vastaavat permutaatiot erillisten syklien tuloina.

Tehtévi 57. Kirjoita permutaatio (1234)(235) erillisten syklien tulona.
Tehtévi 58. Osoita, ettd (km) = (1k)(1m)(1k).

Tehtdva 59. Taydennd Proposition 6.12 todistus induktiotodistukseksi.
Tehtédvi 60. Osoita, ettd S; = ((12), (23))

Tehtdva 61. Osoita, ettd kuvaus f: 2" — Z,

fa)y= T (@-a)

1<i<j<n

on antisymmetrinen.

Tehtdvi 62. Osoita, ettd permutaation merkki e: S, — {—1,1} on homomorfismi.

Olkoon seuraavissa tehtavissa
B_ 1 0 01 0 1 -1 -1 -1 -1 1 0
o 0O 1/)’\1 0)’\—-1 -1/ 0 1)/’ 1 0/’\—-1 -1 ’

Tehtava 63. Osoita, ettd joukko B varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhmén
GL2(Q) aliryhmé. Onko B ryhmén SLy(Z) aliryhmé?

Tehtavi 64. Onko ryhmi B kommutatiivinen? Onko se syklinen? Luettele kaikki
ryhméan B aliryhmit.

Tehtavi 65. Osoita, ettd ryhmé B on isomorfinen permutaatioryhmén S5 kanssa.

05Vihje: Homomorfismi ¢: S3 — B midriytyy arvoista ¢((12)) ja ¢((23)). Koska (12)(12) =
(23)(23) = id, taytyy olla o((12) = ()" = ().
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