5. ALIRYHMAT

Luvun 4 esimerkeissé esiintyy usein ryhmé (G, *) ja jokin vakaa osajoukko B C G
siten, ettd (B, *|p) on ryhmé. Méarittelemme seuraavassa kisitteité, jotka auttavat
tallaisten tilanteiden késittelyssd. Osajoukko A C B on joukon B aito osajoukko,
jos A # B.

Maéaritelméa 5.1. Olkoon G ryhmaé. Olkoon B C G, B # (), vakaa osajoukko. Jos
indusoidulla laskutoimituksella varustettu joukko B on ryhmé, niin se on ryhmén
G aliryhma. Jos H C G on ryhmén G aliryhma, kiytdmme merkintad H < G. Jos
aliryhmé H on ryhmén G aito osajoukko, se on aito aliryhmd ja voimme kayttaé
merkintdd H < G.

Merkinnét H < G ja H' < G sisaltavat tietojen H, H' C G ja H' # G lisdksi siis
sen, ettd H ja H' ovat ryhmié, joiden laskutoimitus on ryhméan G laskutoimituksen
indusoima. Seuraava tulos antaa keinon tarkastaa, onko jokin ryhmén osajoukko
aliryhmaé:

Propositio 5.2. Ryhmdin G osajoukko H # (0 on aliryhmd, jos

(1) kaikilla x,y € H pitee xy~* € H, tai

(2) kaikilla v,y € H vy € H jay ' € H.
Todistus. Olkoon e € G neutraalialkio. Tarkastellaan ehtoa (1): Olkoon h € H.
Oletuksen mukaan hh~! € H, joten e € H. Samoin y~! = ey~ € H kaikilla y € H.
Kaikki on siis kunnossa, jos H on vakaa osajoukko. Edellisen nojalla kaikille x,y € H
pitee xy = x(y~ 1)t € H.
Ehdosta (2) seuraa ehto (1), joten viite seuraa kohdasta (1). O

Esimerkki 5.3. (a) Jokaisella ryhmaélld on aliryhmié: ryhma itse, ja neutraalialkion
muodostama yhden alkion ryhmé.

(b) ({0}, +) < (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).
(c) {1} < {-1,1} < Q* <R* < C*.
(d) Neliomatriiseista koostuville ryhmille pitee muunmuassa
{I,} <{-I.,1,} <GL,(Q) < GL,(R) < GL,(C)
kaikilla n > 2 ja
{L,} <{-1I.,1,} <SL,(Z) < SL,(Q) < SL,(R) < GL,(R) < GL,(C),
kun n on parillinen.

Aliryhmill& on monia ominaisuuksia, jotka muistuttavat kursseilta Lineaarinen
algebra 1 ja 2 tuttuja vektoriavaruuksien aliavaruuksien ominaisuuksia. Tama ei ole
yllattavaa:

Esimerkki 5.4. Reaalinen vektoriavaruus (eli R-vektoriavaruus) muodostuu lasku-
toimituksella varustetusta joukosta (V, +), jossa on mééritelty alkioiden kertominen
reaaliluvulla. Reaaliluvulla kertominen tarkoittaa kuvausta RxV — V(A v) — Av.
Laskutoimitukselta ja reaaliluvulla kertomiselta oletetaan

(1) (V,+) on kommutatiivinen ryhma,

(2) AMv+w) = Aw + \w kaikille A € R jav,w € V,
(3) (A4 p)v=Av+ po kaikille \, p € R jav € V|
(4) p(Av) = (pA)v kaikille \, p € Rjav eV ja
() 1

vV =".
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Maéritelméan mukaan reaalisen vektoriavaruuden V aliavaruus on osajoukko H C V,
joka on vakaa vektoriavaruuden V' yhteenlaskun ja reaaliluvulla kertomisen suhteen,
ja on niilld operaatioilla varustettuna reaalinen vektoriavaruus. Erityisesti (H,+)
on additiivisen ryhmén (V,+) aliryhma.

Kaikki additiivisen ryhmén (V, +) aliryhmét eivét ole R-vektoriavaruuden V' ali-
avaruuksia. Esimerkiksi R-vektoriavaruudella R on vain kaksi aliavaruutta {0} ja R
mutta reaalilukujen additiivisella ryhmélla on paljon enemmén aliryhmié: Esimer-
kiksi joukot

aZ ={ak:kel}
ja
aQ={aqg:qeQ}
ovat ryhmén (R, +) vakaita osajoukkoja kaikilla o € R ja on helppo tarkastaa, etté

(aZ,+) < (aQ,+) < (R, +)

kaikilla o € R.

Jos W on toinen R-vektoriavaruus, niin kuvaus L: V' — W on (R-)lineaarikuvaus,
jos se on homomorfismi kommutatiivisesta ryhmésta (V,+) kommutatiiviseen ryh-
médn (W, +), joka on liséksi yhteensopiva reaaliluvulla kertomisen kanssa: Kaikille
A€ Rjawv eV pitee L(Av) = AL(v).

Sen todistaminen, etta kaikki homomorfismit reaalilukujen additiiviselta ryhmélta
itselleen eivét ole lineaarikuvauksia on hieman monimutkaisempaa. G. Hamel todisti
tdman tuloksen valinta-aksiooman avulla vuonna 1905.

Kayttamalla edelld olevassa maéritelméssa reaalilukujen sijaan rationaalilukuja
tai kompleksilukuja saadaan Q-vektoriavaruuden ja C-vektoriavaruuden ja vastaa-
vien Q- ja R-lineaarikuvausten késitteet.

Propositio 5.5. Aliryhmien leikkaus on aliryhmd.
Todistus. Harjoitustehtava 43. 0

Propositio 5.6. Olkoon ¢: G — G’ ryhmdahomomorfismi. Olkoot H < G, H' < G’
aliryhmid. Télloin ¢(H) < G’ ja ¢~ (H') < G ovat aliryhmii.

Todistus. Olkoot ¢(g), ¢(h) € ¢(H). Talloin
$(9)(¢(h)) ™" = d(g)o(h™") = d(gh™") € o(H),
koska gh™' € H. Siis ¢(H) on aliryhmé Proposition 5.2(1) nojalla.
Toinen vaite todistetaan harjoitustehtéavassa 44. O]

Jokaiseen ryhmahomomorfismiin liittyy kaksi tarkeda aliavaruutta, yksi maaritte-
lyjoukossa ja yksi maalijoukossa:

Miiritelma 5.7. Ryhmihomomorfismin ¢: G — G’ ydin on ker ¢ = ¢~1(€’) ja sen
kuva on Im ¢ = ¢(G).

Proposition 5.6 mukaan ryhmahomomorfismin ydin ja kuva ovat aliryhmia.
Esimerkki 5.8. (a) Olkoon ¢,: Z — 7Z/qZ luonnollinen homomorfismi, ¢,(k) =
[k] € Z/qZ. Homomorfismin ¢, ydin on ¢Z.

(b) Lineaarialgebrassa osoitettiin, etté kaikille neliomatriiseille A, B € M,,(R) pétee

det(AB) = det Adet B.

Kun rajoitetaan determinantti nollajoukkonsa komplementtiin saadaan siis ryhmé-
homomorfismi det: GL,(R) — R*. Determinantin ydin on SL, (R). Determinantti
voidaan méaritelld samalla lausekkeella my6s kompleksikertoimisille neliomatriiseil-
le, jolloin saadaan ryhmahomomorfismi det: GL, (C) — C*, jonka ydin on SL,(C).

27



Tarkastelemme ydinta ja kuvaa ldhemmin luvussa 7. Seuraava ytimen ominaisuus
on hyva todeta jo téssa vaiheessa:

Propositio 5.9. Ryhmdhomomorfismi on injektio, jos ja vain jos sen ydin on neut-
raalialkion muodostama ryhmd.

Todistus. Olkoon ¢: G — G’ ryhméhomomorfismi. Aiemmin osoitettiin (harjoitus-
tehtdvi 29), ettd ryhmén G neutraalialkio e kuvautuu ryhmén G’ neutraalialkioksi
¢/, joten jos ¢ on injektio, sen ydin on {e}.

Oletetaan, ettéd ker ¢ = {e}. Olkoot z,y € G siten, ettd ¢(x) = ¢(y). Talloin

dley™) = o) (d(y) " = ¢,

L—celiz=uy. O

joten xy~

Proposition 5.9 mukaan ryhméhomomorfismin injektiivisyyden toteamiseksi riit-
taa tarkastella neutraalialkion alkukuvaa.

Maéritelmé 5.10. Olkoon G ryhmé, ja olkoon B C G, B # (. Joukon B wirittdmd
aliryhmé (B) on pienin aliryhmé, joka sisiltdd joukon B. Joukon B alkiot ovat
ryhmén (B) wvirittdjid.

Joukon B virittdma aliryhmén aliryhmén méaritelméssa voi todellakin puhua
pienimmasta joukon B siséltavista aliryhmasta silla Proposition 5.5 nojalla

(By=(\{H<G:BCH}<G.
Ryhmé (B) voidaan esittdéd konkreettisesti virittdjiensd avulla:

Propositio 5.11. Olkoon G ryhmd, ja olkoon B C G, B # (). Joukon B wirittdmd
aliryhmd on

(6) {brtoyt - b i bi,bs,... by € Bk e N\ {0}}.

Todistus. Lausckkeen (6) antama osajoukko B on ryhmén G aliryhmé Propositioi-
den 4.3(5) ja 5.2 nojalla. Erityisesti se on ryhmé, joka siséltdd joukon B, joten

(B) < B.
Toisaalta (B) on ryhmén G aliryhmé, joten erityisesti se on vakaa osajoukko.
Koska B C (B), niin induktiolla on helppo néhdi, etta vakaudesta seuraa, ettéa (B)

sisiltds kaikki muotoa bf'bg!t - .- b olevat alkiot. Siis B < (B). O

Esimerkki 5.12. (a) (Z,+) = (1) = (—1) ja kaikilla ¢ € Z\ {—1, 1} pétee {(q) < Z.
Toisaalta Z = (2,3) = (6,10, 15) koska 1 =3 —2 = 6 + 10 — 15, mutta aliryhmét
(2),(3),(6,10) = (2), (6,15) = (3) ja (10,15) = (5) ovat ryhmén (Z,+) aitoja
aliryhmia.
(b) Kokeilemalla kaikki tapaukset on helppo ndhdé, etté jokainen nollasta poikkeava
alkio virittaa ryhmén Z/5Z:

Z/52 = ([1]) = ([2]) = ([3]) = ([4]) -
Toisaalta Z/47 = ([1]) = [3]) mutta ([2]) < Z/4Z.

Seuraava tulos osoittaa, ettd ryhméssd GG maéritelty ryhméahomomorfismi maa-
raytyy yksikésitteisesti, jos sen arvot tunnetaan virittdjijoukossa.

Propositio 5.13. Olkoon G = (S) ryhmd. Olkoot ¢,v: G — H ryhmdhomomorfis-
meja, joille pitee ¢pls = |s. Tdlldin ¢ = ).

Todistus. Harjoitustehtéva 51. U
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Kun ryhmén alkiot kirjoitetaan virittdjien avulla on kiatevi kdyttad monikertojen
ja potenssien yleistyksid ryhmille. Itse asiassa namé késitteet voidaan méaéritella
hieman yleisemméssé tapauksessa: Olkoon (A, -) assosiatiivisella laskutoimituksella
varustettu joukko. Jokaiselle a € A maéaritelladn positiiviset potenssit: Asetamme
a' = a, ja kaikille n € N, n > 1 asetamme a""' = aa". Jos laskutoimituksella
varustetussa joukossa (A,-) on neutraalialkio e, asetamme a° = e, ja jos alkiolla
a € A on kiinteisalkio, médrittelemme sen —1. potenssiksi kiiinteisalkion a~!, ja
kaikille n € Z, n < —2 asetamme a" = (a!)™".

Assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukossa (A, +) méarittelemme vas-
taavasti alkion a positiiviset monikerrat asettamalla 1 a = a, ja (n + 1)a = na + a
kaikille n € Z, n > 1. Jos laskutoimituksella varustetussa joukossa (A, +) on neut-
raalialkio, niin asetetaan 0 a = 0 € A, ja jos alkiolla a € A on kéénteisalkio las-
kutoimituksen + suhteen, asetetaan (—1)a = —a, ja negatiivisille n € Z asetamme
na = (—n)(—a).

Tavanomaiset laskulait patevit potensseille ja monikerroille:

Lemma 5.14. Olkoon (G,-) ryhmd. Talloin
(1) (a™)™ = a™™ kaikilla a € G, n,m € Z.
(2) a™a™ = a"™™ kaikilla a € G, n,m € Z.
Olkoon (H,+) ryhmd. Tdlloin
(3) na+ma = (n+m)a kaikilla a € H, n,m € Z.
(4) n(ma) = (nm)a kaikilla a € H, n,m € Z.
Todistus. Harjoitustehtava 45. 0
Maaritelma 5.15. Olkoon G multiplikatiivinen ryhmaé ja olkoon H additiivinen
ryhmé. Aliryhmét
(a) ={a":neZ} <G
ja
by ={nb:neZ}<H
ovat alkioiden a € G ja b € H wvirittamdt sykliset aliryhmat.

Kokonaislukujen additiivisella ryhmaélld on sykliset aliryhmét
nZ = (n) ={kn:k €7},
n € N. Itse asiassa ryhmaélla (Z,+) ei ole mitdén muita aliryhmia:

Propositio 5.16. Kokonaislukujen additiivisen ryhmdén (Z, +) kaikki aliryhmdt ovat
syklisid.

Todistus. Huomataan ensin, ettd {0} = 0Z ja Z = 17Z. Olkoon H < Z, H # {0}
jokin aliryhmé. Olkoon ¢ pienin positiivinen kokonaisluku aliryhméssa H. Talloin
siis qZ < H.

Osoitamme, ettd H = gZ. Jos on m € H \ ¢Z, niin m = aq + b joillakin a,b € Z
siten, ettd 1 < b < q. Nyt b € H, joten ¢ ei olekaan pienin positiivinen kokonaisluku
ryhméssa H, mikd on ristiriita. Siis H = ¢Z. U

Maaritelma 5.17. Ryhmé G on syklinen ryhmd, jos on a € G siten, ettd G = (a).

Edelld kasitellyista esimerkeistd muunmuassa ryhmét Z = (1) ja Z/qZ = ([1]),
q > 2, ovat syklisid. Sen sijaan esimerkiksi Q ja R eivit ole syklisid. Reaaliluvuille
tadmaé on selvid koska syklinen ryhmé on aina numeroituva, rationaalilukujen tapaus
késitelladn harjoitustehtévissa 49.
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Lause 5.18. (1) Syklinen ryhmd, jossa on vihintddn kaksi alkiota, on isomorfinen
joko ryhmdén 7Z tai jonkin ryhmdn Z/qZ, q > 2 kanssa.

(2) Syklisen ryhmdn kuva ryhmdhomomorfismissa on syklinen.

(8) Jokainen syklisen ryhmdn aliryhmda on syklinen.

Todistus. (1) Olkoon C' = (g) syklinen ryhmé ja olkoon ¢: Z — C, ¢(n) = g".
Lemman 5.14 nojalla ¢ on homomorfismi ja ryhmén C' maéritelmén nojalla se on
surjektio. Jos ¢ on injektio, se on isomorfismi.

Jos ¢ ei ole injektio, niin ker ¢ = ¢Z jollain ¢ > 2. Olkoon ¥ : Z/qZ — C, ([k]) =
#(k) = g*. Kuvaus 1 on hyvin miéritelty: jos k = k¥ mod ¢, niin k—k" € qZ = ker ¢,
joten ¢* = ¢*. Kuvaus v on homomorfismi:

P([n))e([m]) = g"g™ = g™ = ([n + m]) = ¥([n] + [m]).

Homomorfismi 1) on surjektio koska ¢ on surjektio. Huomataan viela, etta ker ¢ =
[0]: Jos ¥([k]) = e € G, niin ¢(k) = e, joten k € ¢Z ja [k] = [q].
(2) Harjoitustehtéva 50.
(3) Viite todistettiin sykliselle ryhmélle (Z, +) Propositiossa 5.16. Olkoon C' = (g)
syklinen ryhmé, ja olkoon H < C. Olkoon ¢: Z — C' homomorfismi ¢(n) = ¢".
Tallsin ¢~ *(H) < Z, joten ¢ *(H) = NZ jollain N € Z, erityisesti ¢! on syklinen
ryhmé. Koska H = ¢(¢~1(H)), viite seuraa kohdasta (2). O

Koska Lauseen 5.18 mukaan kaikki keskendén yhta mahtavat sykliset ryhmét ovat
isomorfisia keskenddn, voimme puhua abstraktista n alkion syklisestd ryhmdsta C,
ja ddrettomastd syklisestd ryhmdsti C,. Toisinaan syklisille ryhmille kdytetdan mer-
kintoja Z, ja Z..

Esimerkki 5.19. (a) Ryhmin (R?, +) alkiot (0,1) ja (1,0) virittéviit aliryhmén
((0,1),(1,0)) = (Z*,+) < (R, +).

(Z?,+) ei ole syklinen ryhmé: Jos a,b # 0, niin (—a,b) ei ole alkion (a,b) € Z*

virittdméssi aliryhméssé. Lisdksi alkioiden (a,0) ja (0, a) virittamét sykliset ryhmét

siséltyvit ryhmén (Z?,+) aitoihin aliryhmiin Z x {0} ja {0} X Z, joten myoskéiin

tétd muotoa olevat alkiot eiviit voi yksinddn virittdé ryhméé (Z2, +).

(b) Esimerkissé 4.10 kasitelty Kleinin neliryhmd K = (f, g) ja sen kanssa isometrinen
ryhméa

/22 x 2/22 = (([0], [1]), (1], [0]))

eivat ole syklisid, koska jokaisen neutraalialkiosta poikkeavan alkion virittama sykli-
nen ryhmé on isomorfinen ryhmén Z/27Z kanssa. Erityisesti siis neljan alkion kom-
mutativiset ryhmét Z/4Z ja Z/27 x 7/27Z eivét ole isomorfisia. Edelld kiyttoono-
tetun syklisten ryhmien merkinndn avulla edellinen on hieman lyhyempi ilmaista:
ryhméat Cy ja Cy x Cy eivit ole isomorfisia.

Harjoitustehtavia.

Tehtava 41. Osoita, etta
St={z€C:|z|] =1}
on ryhmén C* aliryhma.
Tehtéiva 42. Anna esimerkki surjektiivisesta homomorfismista f: (R, +) — (S, -).

Tehtava 43. Olkoon G ryhmé, olkoon I # () jokin indeksijoukko ja olkoot H; < G,
1 € I. Osoita, etté

ﬂHigG.

el
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Tehtava 44. Olkoon ¢: G — G’ ryhméahomomorfismi. Olkoon H' < G’. Osoita:
o 1(H') < G.

Tehtava 45. Todista Lemman 5.14 kohtien (1) ja (2) potenssien laskusaannot.
Tehtava 46. Méaaritd kaikki ryhmien Z/67Z ja 7Z/77 aliryhmét.
Tehtava 47. Osoita, ettd ryhmét Z/67Z ja Z/27 x Z/37Z ovat isomorfisia.
Tehtéva 48. Olkoon ¢ € N\ {0}. Osoita, ettd joukko

Gy,={weC:w'=1}

varustettuna kompleksilukujen kertolaskulla on ryhméan C* aliryhmé. Osoita, etté
ryhmé G, on isomorfinen ryhmén Z/qZ kanssa.

Tehtava 49. Osoita, ettd rationaalilukujen additiivinen ryhmaé ei ole syklinen.

Tehtava 50. Olkoon C syklinen ryhmaé ja olkoon ¢: C' — G ryhméhomomorfismi.
Osoita, ettd ¢(C') < G on syklinen aliryhmé.

Tehtéava 51. Olkoon G = (S) ryhmé. Olkoot ¢, v : G — H ryhm&homomorfismeja,
joille patee ¢|s = 1|g. Osoita, ettd ¢ = 1.

4TVihje: Osoita, etti Z/2Z x Z/3Z on syklinen ryhmé.
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