4. RYHMAT

Téssa luvussa tarkastelemme laskutoimituksella varustettuja joukkoja, joiden las-
kutoimitukselta oletamme muutamia yksinkertaisia ominaisuuksia:

Maéédritelma 4.1. Laskutoimituksella varustettu joukko (G, *) on ryhmd, jos

e laskutoimitus * on assosiatiivinen,
e joukossa GG on laskutoimituksen * neutraalialkio, ja
e jokaisella g € (G, *) on kiddnteisalkio.

Ryhmaé on keskeinen algebran rakenne, joka esiintyy monilla matematiikan aloilla
esimerkiksi lineaarialgebrassa, geometriassa ja lukuteoriassa. Talla kurssilla kisitte-
lemme esimerkkeja eri aloilta yleisen teorian tarkastelun lisédksi.

Esimerkki 4.2. (a) Aikaisemmista esimerkeistimme ryhmié ovat (ainakin)
o kokonaislukujen (additiivinen) ryhmd (Z,+),

rationaalilukujen (additiivinen) ryhmda (Q, +),

reaalilukujen (addititvinen) ryhmd (R, +),

kompleksilukujen (additiivinen) ryhmd (C,+),

rationaalilukujen multiplikatiivinen ryhmd Q*,

reaalilukujen multiplikatiivinen ryhmd R*,

kompleksilukujen multiplikatiivinen ryhmda C*,

positiivisten reaalilukujen multiplikatiivinen ryhmd (R, -) ja

e ddrellinen syklinen ryhma (Z/qZ, +)

Se, ettd ylld olevan luettelon kokonais-, rationaali- ja reaaliluvuista koostuvat lasku-
toimituksella varustetut joukot ovat ryhmié, seuraa ndiden lukualueiden tunnetuista
ominaisuuksista. Kompleksiluvuille timé seuraa Propositiosta 2.2.

Osoitamme, ettd (Z/qZ,+) on ryhmé: Kokonaislukujen yhteenlaskun indusoima
laskutoimitus on assosiatiivinen Lemman 3.8 mukaan. Alkio [0] on neutraalialkio
Proposition 3.7 mukaan, koska luonnollinen kuvaus on surjektiivinen homomorfismi.
Alkion [k] € Z/qZ kaanteisalkio on [—k]:

K]+ [=k] = [k = k] = [0] = [=A] + [K].

(b) Olkoon n € N, n > 2 ja olkoot M,,(R), M,,(Q), M,,(C) ja M,,(Z) sellaisten n x n-
matriisien joukot joiden kertoimet ovat reaalilukuja, rationaalilukuja, kompleksilu-
kuja ja kokonaislukuja. Jos ndmai joukot varustetaan matriisien kertolaskulla, ne
eivit muodosta ryhmid: Jokainen naistd matriisien joukoista sisdltdd muunmuassa
nollamatriisin, jolla ei ole kiédnteismatriisia.

Kurssin lineaarialgebra 1 nojalla tiedimme, ettd matriisien kertolaskulla varus-
tettujen joukkojen M, (R), M,(Q) ja M, (C) osajoukot, jotka koostuvat matriiseis-
ta, joiden determinantti on nollasta poikkeava, muodostavat ryhmii: Olkoon seu-
raavassa K jokin lukualueista Q, R tai C. Jos A, B € M,(K) ja det A # 0 #
det B, niin determinantin laskusidinnoistd seuraa, ettd det AB # 0. Siispid jouk-
ko {A € M,(K) : det A # 0} on vakaa, ja matriisien kertolasku indusoi lasku-
toimituksen tdhin joukkoon. Matriisien kertolasku on assosiatiivinen, identtisen
matriisin [, = diag(1l,...,1) determinantti on 1 ja jokaisella matriisilla A, jolle
pitee det A # 0 on kddnteismatriisi. Tarkastelemamme matriisit muodostavat K-
kertoimisen yleisen lineaarisen ryhmdn

GL,(K) = {A € M,(K) : det A £ 0},

jonka laskutoimitus on matriisien kertolasku. Vastaavasti saadaan K-kertoiminen
erityinen lineaarinen ryhmd

SL.(R) = {A € M,(R) : det A = 1},
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jonka laskutoimitus on matriisien kertolasku.

On helppo ndhdi, ettd matriisien kertolaskulla varustettu joukko {A € M, (Z) :
det A # 0} ei ole ryhmé: detdiag(2,2) = 4 # 0, joten silld on kdénteismatrii-
si diag(1/2,1/2) € GLy(Q). Kéddnteismatriisi on yksikésitteinen, joten matriisilla
diag(2, 2) ei ole kiidinteismatriisia. Cramerin séénnon (Kofaktorimatriisin) avulla voi-
daan sen sijaan osoittaa (Harjoitustehtiva 28 ), etté

SL.(Z) ={A € M,(Z) : det A =1}
on ryhma.

Jatkossa ryhmén laskutoimitus jatetddn usein mainitsematta ja puhutaan vain
“ryhmasta G”. Talloin laskutoimitus on kuitenkin kiinnitetty ja usein konkreettisessa
tilanteessa se on ennalta tiedossa. Esimerkiksi merkinnit C* ja GL,(R) sisiltavit
tiedon kiytettivista laskutoimituksesta. Puhuttaessa abstraktisti vain ryhméstd G
merkitdan laskutoimitusta usein kuten kertolaskua ja neutraalialkiolle kiytetdan
merkintda e tai joskus myos merkintad 1. Jos tarkastellaan useampia ryhmia samalla
kertaa voidaan niiden neutraalialkioille kiyttda ryhmille kiytettivien merkintojen
kanssa yhteensopivaa merkintad esimerkiksi niin, ettd ryhmén G’ neutraalialkiota
merkitadn ¢’. Joskus tehddan toisenlaisiakin valintoja.

Propositio 4.3. Olkoon G ryhmda. Tdlloin
(1) Neutraalialkio e on yksikasitteinen.
(2) Jokaisen alkion kddnteisalkio on yksikasitteinen.
(3) Jos aa = e, niin a on alkion a kadnteisalkio.
(4) (a™Y)~! = a kaikilla a € G.
(5) (ab)™' =b~ta"t.
Todistus. (1), (2), (3): Lause 1.10.
(4): Koska aa™" = e, niin kohdan (3) nojalla a = (')~
(5): Koska pétee
(b taH(ab) = b Hara)b =b"tb=e,
niin véite seuraa kohdasta (3). O
Supistussidannot ovat voimassa laskutoimituksella varustetussa joukossa (A, ), jos
kaikilla @, b, c € A pétee
(1) Jos ab = ac, niin b = c.
(2) Jos ab = ¢b, niin a = c.
Supistussddnnot ovat voimassa monissa laskutoimituksella varustetuissa joukoissa
kuten esimerkiksi luonnollisissa luvuissa ja kaikissa ryhmissé.

Propositio 4.4. Supistussidnndt patevdt ryhmdassa.
Todistus. Harjoitustehtdava 30. U

Propositio 4.5. Olkoon A assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukko, jos-
sa on neutraalialkio. Tdlloin A on ryhmd, jos ja vain jos yhtdldilld ax = b ja ya = b
on ratkaisu joukossa A kaikilla a,b € A.

Todistus. Harjoitustehtdava 31. U

Seuraava tulos antaa keinon muodostaa uusia ryhmié tunnetuista ryhmista tulo-
laskutoimituksen avulla.

Propositio 4.6. Olkoot Gy ja Gy ryhmid. Niiden tulo G1 x Gy on ryhmd (varus-
tettuna laskutoimitusten tulolla).
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Todistus. Laskutoimituksen assosiatiivisuus on selvdd. Jos e; ja es ovat ryhmien
G1 ja G5 neutraalialkiot, niin (e, e3) on neutraalialkio joukossa G; x Gg. Alkion
(91, 92) € G1 x Gy kidinteisalkio on (g, g5 ). O

Esimerkki 4.7. Joukot R" ja Z" varustettuna vektorien komponenteittaisella yh-
teenlaskulla, eli yhteenlaskun n-kertaisella tulolla, ovat ryhmia.

Olkoon X epityhji joukko ja olkoon
S(X)={f: X — X : f on bijektio}.

Laskutoimituksella o varustettu joukko S(X) on joukon X permutaatioryhmd. Per-
mutaatioryhmé on todellakin ryhmé Esimerkkien 1.6(c) ja 1.9(a) nojalla. Ryhmén
S(X) alkioita voidaan kutsua joukon X permutaatioiksi. Ndin on tapana tehdi eri-
tyisesti, jos joukko X on aarellinen.

Matematiikan eri aloilla joukkoihin voidaan liittda erilaisia lisdrakenteita kuten
vektoriavaruusrakenne, sisitulo, metriikka ja ryhméa. Téllaisten joukkojen permu-
taatioryhmien osajoukot, jotka sailyttavit valitun rakenteen tai ovat sen kanssa yh-
teensopivia, varustettuna indusoidulla laskutoimituksella (joka siis on kuvausten yh-
distdminen) ovat usein ryhmié.

Esimerkki 4.8. Olkoon X = R". Kuvaus L: R" — R" on lineaarikuvaus, jos
kaikilla x,y € R" ja a € R pitee

L(z +y) = L(x) + L(y)
ja
L(ax) = al(x).

Vektoriavaruuden R" lineaariset bijektioiden joukko on permutaatioryhmin vakaa
osajoukko, silld lineaarialgebrassa osoitetaan, ettd kahden lineaarikuvauksen yhdis-
tetty kuvaus on lineaarikuvaus. Namé lineaariset bijektiot muodostavat ryhmén
GL(RR™), jossa kuvausten yhdistdminen on laskutoimituksena: Laskutoimituksen as-
sosiatiivisuutta ei tarvitse tarkastaa, koska se on ryhmén S(R") laskutoimituksen
indusoima. Identtinen kuvaus on lineaarikuvaus, ja kurssilla Lineaarinen algebra ja

geometria 1 osoitetaan, ettd lineaarisen bijektion kiddnteiskuvaus on lineaarinen bi-
jektio.
Maéaritelma 4.9. Ryhméa G on kommutatiivinen eli Abelin ryhmd, jos sen laskutoi-

mitus on kommutatiivinen. Ryhméa G on ddarellinen, jos joukko G on &dérellinen.

Esimerkki 4.10. (a) Ryhmét Z, Z/qZ, Z" ovat kommutatiivisia. Erityinen lineaa-
rinen ryhmé SL,, (R) ei ole kommutatiivinen, timé& osoitettiin harjoitustehtévissi 4
tapaukselle n = 2.

(b) Ryhmét Z/qZ ja Z/qZ x Z]rZ, ovat dérellisia ryhmié kaikille ¢, € N.

(¢) Kuvaukset id, f,g,h: R\ {0} — R\ {0}, f(z) = —=x,9(x) = 1/z, h(z) =
—1/x, muodostavat dérellisen ryhmén K C S(R\{0}) laskutoimituksena kuvausten
yhdistdminen. On helppo nédhdé, ettd K on vakaa, joten laskutoimitus on hyvin
maédritelty. Joukon K alkioille f, g, h pétee

fof=gog=hoh=1id,
joten kaikilla on kddnteisalkio, ja K on siis ryhma. Lisédksi pétee:
fog=gof=h, goh=hog=f ja hof=foh=y,
joten K on kommutatiivinen.
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Adrellisii (pienidl) ryhmid voi myds tarkastella laskutaulujen avulla: Muodoste-
taan ryhmén alkioilla indeksoitu taulukko, jossa paikalla (g, h) on alkio gh. Ryhmén
laskutaulussa (tai kertotaulussa, kuten sitd usein kutsutaan) jokaisella rivilld ja jo-
kaisessa sarakkeessa esiintyviit kaikki ryhmén alkiot (Harjoitustehtéva 35).

Esimerkki 4.11. Neljén alkion ryhmien Z/47Z, 7./27 x 7./27 ja K laskutaulut ovat

+]0 1 2 3 + [(0,00 (0,1) (1,0) (1.1) olid f g h
0[0 1 2 3 (0,0)[(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) id|id f g h
111230, (01)](0,1) (0,00 (1,1) (1,0) ja f|f id h g
212 301 (1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1) glg h id f
31301 2 (1,1) | (1,1) (1,0) (0,1) (0,0) hih g f id

Néissé laskutauluissa kiytetdén kongruenssiluokan [k] merkintané edustajaa k € Z.
Laskutauluja vertaamalla huomaamme, ettd ryhmét Z/2Z x Z/27 ja K ovat iso-
morfisia: Kuvaus ¢: : Z/2Z x /27 — K,

o([0, [0]) =id, ([0}, [1]]) = f,  @([1],[0]) =g, o([1],[1]) = A,

on isomorfismi. Kuvaus on selvésti bijektio, ja homomorfisuuden voi tarkastaa tut-
kimalla kaikki tapaukset, esimerkiksi

¢(([], [0]) + ([0, [1])) = &([1], [1]) = h = g o f = 4([0], [1]) o &([1], [0])

Muille tapauksille pdtee vastaavasti. Ryhmé K on siis “ryhméteorian kannalta sama
ryhmé kuin (Z/27 x 7./27,+)".

Jos G ja G’ ovat ryhmié, niin homomorfismia ¢: G — G’ kutsutaan joskus ryh-
mdahomomorfismiksi. Huomaa, ettd isomorfismin, eli bijektiivisen homomorfismin,
kianteiskuvaus on myos isomorfismi. Jos G ja G’ ovat isomorfisia ryhmié, voidaan
kiyttdd merkintad G = G'.

Propositio 4.12. Ryhmdihomomorfismi ¢: G — G’ kuvaa ryhmdan G neutraalial-
kion ryhmdin G’ neutraalialkioksi, ja jokaiselle g € G pitee ¢p(g~') = ¢(g)~ .

Todistus. Neutraalialkiota koskeva viite todistetaan harjoitustehtidvissa 29.

Todistetaan kidnteisalkiota koskeva viite: Olkoon e ryhméin G neutraalialkio. Ol-
koon g € G. Talloin

$(97)o(9) = o(97"9) = ¢(e).

Ensimmaisen viitteen mukaan tdmé& on ryhmén G neutraalialkio. Viite seuraa Pro-
position 4.3 kohdasta (3). O

Esimerkki 4.13. (a) Esimerkissi 1.13(a) osoitettiin, ettd exp: (R, +) — (R,,-) on
ryhmaéisomorfismi.

(b) Vektoriavaruuden R™ lineaaristen bijektioiden ryhméd GL(R™) (katso Esimerk-
ki 4.8) on isomorfinen yleisen lineaarisen ryhmén GL,(R) kanssa: Olkoon K =
{v1,v9,...,v,} vektoriavaruuden R™ kanta, ja olkoon (Lv;)x € R™ vektorin Luv;
koordinaattivektori sarakevektorina kannassa K. Lineaarialgebrassa on osoitettu,

ettd kuvaus Mat: GL(R") — GL,(R),
Mat(L) = ((L’Ul)K, (L’UQ)K, ey (LUH)K),

on isomorfismi: kaikille lineaarisille bijektioille L, Lo: R™ — R"™ pétee

Mat(L2 Ll) = Mat(Lg) Mat(Ll) .
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Harjoitustehtavii.

Tehtédva 27. Osoita, ettd joukon X potenssijoukko Z(X) varustettuna laskutoi-
mituksella A (symmetrinen erotus), joka médritelldén asettamalla kaikille A, B €

P (X)
AANAB=(A\B)U(B\ A),
on ryhma.

Tehtéva 28. Osoita, ettd SL,(Z) varustettuina matriisien kertolaskulla on ryhma.

Tehtiva 29. Olkoot G ja G’ ryhmiéd. Olkoon A : G — G’ homomorfismi. Osoita,
ettd h kuvaa ryhmén G neutraalialkion ryhmén G’ neutraalialkioksi.

Tehtava 30. Olkoon G ryhmaé. Osoita, etté kaikilla a, b, ¢ € G pétee supistussdanto:

(1) Jos ab = ac, niin b = c.
(2) Jos ab = ¢b, niin a = c.

Tehtdava 31. Olkoon A assosiatiivisella laskutoimituksella varustettu joukko, jossa
on neutraalialkio. Osoita, ettd A on ryhma, jos ja vain jos yhtéléilla ax = b ja ya = b
on ratkaisu joukossa A kaikilla a,b € A.

Tehtéivd 32. Olkoon T: SLy(Z) — SLy(Z), T(B) = 'B, kuvaus, joka liittdd matrii-
siin B sen transpoosin. Olkoon inv: SLy(Z) — SLy(Z) kuvaus inv(B) = B~'. Mitki
kuvauksista 7', inv, T o inv ja inv oT" ovat ryhmén SLy(Z) automorfismeja?

Tehtéavd 33. Olkoon G ryhmai, ja olkoon Aut G sen automorfismien joukko. Osoita,
ettd Aut G on ryhmé, kun laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen.

Tehtdva 34. Kuvaus f: R — R on kasvava, jos kaikille z,y € R pitee f(z) > f(y),
kun z > y. Kuvaus f: R — R on vihenevd, jos kaikille z,y € R pétee f(z) < f(y),
kun x > y. Kuvaus on monotoninen, jos se on kasvava tai vihenevi. Kasvavien,
vihenevien ja monotonisten bijektioiden joukot ovat permutaatioryhmén S(R) osa-
joukkoja. Indusoiko kuvausten yhdistdminen laskutoimituksen néihin joukkoihin?
Muodostavatko kasvavat bijektiot ryhméan? Entd vihenevit bijektiot? Entd mono-
toniset bijektiot?

Tehtavi 35. Osoita, ettd kaikki ryhmén alkiot esiintyvét sen laskutaulun jokaisella
rivilla ja sarakkeella.

Tehtdvd 36. Olkoot X ja Y epétyhjid joukkoja, ja olkoon f: X — Y bijektio.
Osoita, ettd permutaatioryhmét S(X) ja S(Y) ovat isomorfisia.

Tehtava 37. Olkoon

H3: 3557.%26]R

OO =
O~ K
— Q@ w

Osoita, ettd Hj varustettuna matriisien kertolaskulla on ryhmé.

Tehtavi 38. Osoita, ettd tehtdvissd 37 maédritelty ryhmi Hj ei ole isomorfinen
ryhmin (R3, +) kanssa.

29Vihje: Supistussiints.
3TVihje: Propositio 1.14(1)
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Tehtava 39. Maaritelladn reaalilukujen joukossa R laskutoimitus * asettamalla
wxy =13+ 98

(a) Osoita, ettd (R,*) on ryhma.

(b) Osoita, ettd ryhmit (R, %) ja (R, +) ovat isomorfiset.

Tehtdvd 40. Olkoon G ryhmi. Olkoon R ryhmén G relaatio, joka maéaritellddn

sdaannolla
aRb <= a = gbg~! jollakin g € G.

Onko R ekvivalenssirelaatio?

3Vihje: Jos 2 on reaaliluku, sen kolmas juuri &/z on reaaliluku, jolle pitee (¥/z)% = z. Jokaisella

reaaliluvulla on yksikésitteinen reaalinen kolmas juuri.
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