3. TEKIJALASKUTOIMITUS7 KOKONAISLUVUT JA RATIONAALILUVUT

Téassa luvussa tutustumme kolmanteen tapaan muodostaa laskutoimitus joukkoon
tunnettujen laskutoimitusten avulla. Tata varten maarittelemme ensin tarvittavan
ekvivalenssirelaation késitteen.

Maiaritelma 3.1. Olkoon A epétyhjd joukko. Joukon A x A osajoukko relaatio
joukossa A.

Jos R C A x A on relaatio, usein merkitdén a R b, jos (a,b) € R.

Maaritelma 3.2. Joukon A relaatio R on

(1) refleksiivinen, jos a R a kaikilla a € A,

(2) symmetrinen, jos bR a kaikilla a,b € A, joille a R D,

(3) transitiivinen, jos a R c aina kun aRb ja bR ¢,

(4) antisymmetrinen, jos b = a kaikilla a,b € A, joille aRb ja bR a.

Jos relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, se on ekvivalenssirelaa-
tio. Jos R on ekvivalenssirelaatio joukossa A, sanotaan, ettd joukon A alkiot a ja b
ovat ekvivalentteja, jos a R b.

Ekvivalenssirelaation merkkind kidytetdin usein merkkida ~. Talloin kdytetddn
merkintda a ~ b, jos a ja b ovat ekvivalentteja.

Maaritelma 3.3. Jos ~ on ekvivalenssirelaatio joukossa A, niin jokainen joukon A
alkio @ maaraa ekvivalenssiluokan

la] ={be A:a~ b}
Ekvivalenssiluokkien joukko
Af~ = {[a] fa € A}
on ekvivalenssirelaatiota ~ vastaavaksi joukon A tekijajoukko. Kuvaus E — E/~,
a — [a], on ekvivalenssirelaatiota ~ vastaava tekijikuvaus eli luonnollinen kuvaus.
Ekvivalenssiluokat ovat erillisia:
Lemma 3.4. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa A. Pisteiden x,y € A ekviva-
lenssiluokille pdtee:
(1) Jos x ~ vy, niin [x] = [y].
(2) Jos [x] N [y] # 8, niin [z] = [y].

Todistus. Harjoitustehtava 21. (]
Jos
(3) A=A
iel

ja kaikille ¢ # j pétee A; N A; = (), sanotaan, ettd A on erillinen yhdiste joukoista
A;, 1 € I. Merkitsemme joukkojen A;, i € I erillistd yhdistetti

A=A
iel
Taméa merkintéd sisdltda tiedon, ettd yhdistettévit joukot ovat erillisid. Jos A =
| |;c; As. niin joukot A;, @ € I muodostavat joukon A osituksen.

Lemman 3.4 nojalla joukon X ekvivalenssirelaation ~ ekvivalenssiluokat muodos-
tavat joukon X osituksen. Itse asiassa myoOs kiddnteinen viite patee: Jos joukot A;,
1 € I muodostavat joukon A osituksen, méaritellddn relaatio R asettamalla x Ry,
jos ja vain jos x,y € A; jollain ¢ € I. Osoittautuu, ettd relaatio R on ekvivalenssire-
laatio.
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Propositio 3.5. Olkoon X # ().

(1) Joukon X ekvivalenssirelaatio madrid joukon X osituksen.
(2) Joukon X ositus mddrdd joukon X ekvivalenssirelaation.

Todistus. Kohta (1) seuraa Lemmasta 3.4.
Todistetaan kohta (2): Olkoon R osituksen A =| |,_,

(1) Koska A = |J,c; As, niin jokaiselle a € A pétee a € A; jollakin i € I. Siis
aRa, joten R on refleksiivinen.

(2) Symmetrisyys on selvii, koska relaatio R mééritellaén ehdolla a,b € A;.

(3) Oletetaan, ettd a,b € A; ja b,c € A; joillain 4,5 € I. Koska joukot Ay,
k € I muodostavat joukon A osituksen, pitee joko A; = A; tai A;NA; = 0.
Oletuksen mukaan b € A; N A;, joten A; = A;, jasiis a,c € A;, joten relaatio
R on transitiivinen.

A; maardama relaatio. Talloin

O

Maiiritelma 3.6. Joukon A laskutoimitus x ja ekvivalenssirelaatio ~ ovat yhteen-
sopivat, jos a*xb ~ a'* b aina kun a ~ a’ ja b ~ /. Jos joukon A ekvivalenssirelaatio
~ ja laskutoimitus * ovat yhteensopivat, niin joukon A/~ laskutoimitus *, joka
méadritellddn asettamalla

[a] + [b] = [a * 0]

on laskutoimituksen x madrdama tekijalaskutoimitus.

Propositio 3.7. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio laskutoimituksella varustetussa jou-
kossa (E,x*). Jos ekvivalenssirelaatio ~ ja laskutoimitus % ovat yhteensopivat, niin
luonnollinen kuvaus on surjektitvinen homomorfismi. Jos e € E on laskutoimituksen
« neutraalialkio, niin [e] € E [~ on tekijilaskutoimituksen neutraalialkio.

Todistus. Tama seuraa madritelméstd: Olkoon ¢ luonnollinen kuvaus. Kaikille a, b €
E pitee

¢(a) x ¢(b) = la] x [b] = [a * b] = ¢(a xb),
joten luonnollinen kuvaus on homomorfismi. Kuvauksen surjektiivisuus on selvia,

koska jokaisella ekvivalenssiluokalla on edustaja joukossa E. Neutraalialkiota koske-
va vaite seuraa Propositiosta 1.14. [

Propositio 3.8. Jos laskutoimitus * on assosiatitvinen, sen tekijilaskutoimitus on
assostatiivinen. Jos x on kommutatiivinen, sen tekijdlaskutoimitus on kommutatii-
vinen.

Todistus. Koska luonnollinen kuvaus on Proposition 3.7 mukaan surjektiivinen ho-
momorfismi, viite seuraa Propositiosta 1.14. [

Esimerkki 3.9. Olkoon ¢ € N, ¢ > 2. Olkoon relaatio = kokonaislukujen joukossa
Z, médritelty sdannolla a = b, jos on k € Z siten, ettd b = a + kq. Talloin = on
ekvivalenssirelaatio:

(1) a =a+ 0q kaikilla a € Z,

(2) jos b= a+ kq jollain k € Z, niin a = b + (—kq),

(3) jos b=a+ kq ja c =0+ ng joillain k,n € Z, niin ¢ = a + (k + n)q.
Ekvivalenssirelaatiota = kutsutaan kongruenssiksi (modulo q). Koska ekvivalenssi-
relaatio riippuu luonnollisesta luvusta g, tille ekvivalenssirelaatiolle kiytetdan mer-
kintaa

a=b modqg tai a=b (modq).
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Kongruenssia vastaavia ekvivalenssiluokkia sanotaan kongruenssiluokiksi (modulo q)
ja vastaavalle tekijidjoukolle kiytetdan merkintaa

Z/qZ = {[0],[1], [2],...,[¢ — 1]}.
Kokonaislukujen yhteenlasku ja kertolasku ovat yhteensopivia kongruenssin kans-
sa. Osoitamme tdmén yhteenlaskulle: Jos ¢’ = a + mq ja b’ = b+ ng, niin
a+b=a+b+ (m+n)g,
joten
ad+V=a+b modyq.
Kertolaskulle véite osoitetaan samaan tapaan harjoituksissa (Harjoitustehtéva 22).
Kokonaislukujen yhteenlasku ja kertolasku maédraavit siis laskutoimitukset ¢ alkion
joukolla Z/qZ. Lemman 3.8 nojalla molemmat laskutoimitukset ovat assosiatiivisia
ja kommutatiivisia. Kdytdamme molemmille kongruenssiluokkien laskutoimituksille
samaa merkintda kuin indusoiville laskutoimituksille:
[a] + [b] = [a+0] ja [a][b] = [ab]

kaikille [a], [b] € Z/qZ. Proposition 3.7 mukaan [0] on kongruenssiluokkien yhteen-
laskun neutraalialkio ja [1] on kongruenssiluokkien kertolaskun neutraalialkio.

[0] = [5] = [2] + [3]

1) = [6] = [2)13
Q..i e 0 © ..i
+7 —6 -5 —4 3 2 -1 0 1 4 5 6

2/ =1-3] = |
8 =[-2 ="

Kuva 4. Kongruenssiluokat modulo 5.

Kurssilla Lukualueet tarkastellaan kokonaislukujen ja rationaalilukujen konstruk-
tiota luonnollisista luvuista lihtien esimerkkiné tekijalaskutoimituksesta. Luonnol-
listen lukujen joukko ja sen laskutoimitukset yhteenlasku ja kertolasku oletetaan
“intuitiivisesti tunnetuiksi”. Lukualueiden kurssin aikana konstruoidaan muut lu-
kualueet

ZCcQcRcC

laajentamalla asteittain luonnollisista luvuista ldhtien. Samalla tarkastellaan, miten
algebralliset ominaisuudet muuttuvat laajempaan lukualueeseen siirryttiessa. Talla
kurssilla tarkastelemme kokonaislukujen ja rationaalilukujen maérittelyd lyhyesti
esimerkkind tekijalaskutoimituksista.

Esimerkki 3.10. Maéirittelemme kokonaisluvut “luonnollisten lukujen muodollisina
erotuksina™ Jos m ja n ovat luonnollisia lukuja ja m > n, niin niiden erotus m —n
on luonnollinen luku, se on yhtdlon n+x = m ratkaisu. Toisaalta sama luonnollinen
luku voidaan esittdéd erotuksena ddrettomin monella eri tavalla, silld kaikilla £ € N
patee
(m+k)—(n+k)=m—n.

Néiden havaintojen opastamana méarittelemme joukkoon N x N relaation ~ asetta-
malla (m,n) ~ (p,q), jos ja vain jos m+q = p+n. Harjoitustehtivissé 23 osoitetaan,
ettd relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.
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Kuva 5. Kokonaislukujen maérittelyssd kdytettava ekvivalenssirelaa-
tio joukossa N x N.

Kokonaislukujen joukko on

Z=NxN/~.
Kokonaislukujen yhteenlasku on luonnollisten lukujen yhteenlaskun tulon
(4) (m,n) +(p,q) = (m +p,n+q),

indusoima laskutoimitus, ja kertolasku on joukon N x N laskutoimituksen

(5) (m,n)* (p,q) = (mp + ng, mq + np)
indusoima laskutoimitus.

Laskutoimitusten madaritelmét ovat jirkevid: Paria (m,n) tulee ajatella erotukse-
na m — n, jolloin lausekkeet (4) ja (5) vastaavat lausekkeita

(m—n)+(p—q)=(m+p)—(n+q)
ja
(m —mn)(p —q) = (mp + nq) — (mq + np).
Kokonaislukujen laskutoimitukset ovat hyvin maariteltyji, koska vastaavat jouk-
koon N x N maéaritellyt laskutoimitukset ovat yhteensopivia ekvivalenssirelaation ~

kanssa. Todistamme tdmén yhteenlaskulle: Jos (m,n) ~ (m’,n’) ja (p,q) ~ (¢, ¢'),
niin maaritelmén mukaan patee m +n' =m’ +n jap+ ¢ = p' + ¢. Siis

(m+p)+ (' +q)=m +p)+(n+q),
joten (m+p,n+q) ~ (m' +p',n +¢'). Kertolasku kisitelldéin harjoitustehtévissé
24.

Esimerkki 3.11. Rationaaliluvut muodostetaan vastaavalla tavalla kuin kokonais-
luvut edelld kokonaislukujen muodollisten osaméaérien avulla: Maérittelemme ekvi-
valenssirelaation ~ joukossa Z x Z* (missa Z* = Z\ {0}) asettamalla (a, b) ~ (¢, d),
jos ja vain jos ad = bc.

Rationaalilukujen joukko on

Q=Zx7Z"]~.
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Kéytdmme rationaaliluvuista tavanomaista merkintda p/q = [(p, ¢)]. Rationaalilu-
kujen yhteenlasku on laskutoimituksen
(a,b) & (c,d) = (ad + be, bd)
indusoima tekijalaskutoimitus
a ¢ ad+bc

b TdT T
ja rationaalilukujen kertolasku on kokonaislukujen kertolaskun tulon

(a,b) ® (c,d) = (ac, bd)

indusoima laskutoimitus. Harjoitustehtivissa 25 osoitetaan, ettd laskutoimitukset
@ ja ® ovat ekvivalenssirelaation ~ kanssa yhteensopivia.

Harjoitustehtavia.

Tehtivi 19. Olkoon R relaatio joukossa R? siten, etti (x,y) R (z,w), jos ja vain jos
22 +y? = 22 +w?. Osoita, ettd R on ekvivalenssirelaatio. Millaisia joukkoja relaation
R ekvivalenssiluokat ovat?

Tehtava 20. Mitkd seuraavista ovat joukon C ekvivalenssirelaatioita?
e 2Rw, jos ja vain jos Re z = Rew.
e zRw, jos ja vain jos |z| < |w|.
e zRw, jos ja vain jos Rez = Imw.
Tehtdva 21. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa A. Olkoot z,y € A. Osoita,
ettd ekvivalenssiluokille patee:
(1) Jos & ~ y, niin [z] = [y].
(2) Jos [a] N [y] # 0, niin [2] = [y].
Tehtavi 22. Osoita, ettd kokonaislukujen kertolasku on yhteensopiva kongruenssin
kanssa.

Tehtédva 23. Madritelldén relaatio ~ joukossa N x N asettamalla (m,n) ~ (p, q),
jos ja vain jos m + q¢ = n + p. Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio.

Tehtava 24. Maaritelladn laskutoimitus * joukossa N x N asettamalla

(m,n) * (p,q) = (mp + ng, mq + np)
Osoita, ettd x on yhteensopiva tehtavian 23 ekvivalenssirelaation kanssa.

Tehtidva 25. Osoita, ettd joukon Z x Z* ekvivalenssirelaatio, joka méaaritelldan
asettamalla (a,b) ~ (¢, d), jos ja vain jos ad = bc, on yhteensopiva laskutoimitusten

(a,b) & (c,d) = (ad + be, bd)
ja
(a,b) ® (c,d) = (ac, bd)

kanssa.

Tehtdva 26. Madritellddn relaatio ~ reaalilukujen joukossa R asettamalla z ~ y,
jos ja vain jos x = qy jollain ¢ € Q*. Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio. Osoita,
etté tekijajoukko R/~ on ylinumeroituva.

24Vihje: Todistuksessa voi kilyttdd vain luonnollisia lukuja!
26Vihje: Euklidiset avaruudet.
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