2. KOMPLEKSILUVUT

Kompleksiluvut C saadaan varustamalla taso R? komponenteittaisella yhteenlas-
kulla (joka on reaalilukujen yhteenlaskun tulo itsensé kanssa, katso Luku 1) ja ker-
tolaskulla, joka méaritellian asettamalla

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).
Huomaa, etta
(a,0) + (¢,0) = (a+¢,0)
ja
(a,0)(c,0) = (ac,0),

joten voimme ajatella kompleksilukuja (a,0) ja (¢, 0) reaalilukuina a ja c. Erityisesti
otamme kiytto6n merkinnit (1,0) =1 € Cja (0,0) =0 € C.

Kompleksilukua i = (0, 1) kutsutaan imaginaariyksikiksi. Jokainen kompleksiluku
voidaan esittdid yksikésitteisesti summana

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0,1) = a+ib,

jossa kiytetddn edelld tehtyd sopimusta, jonka mukaan kompleksiluku (a,0) samas-
tetaan reaaliluvun a kanssa. Néilld merkinn6illa kompleksilukujen laskutoimitukset
ovat

(a+1ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d),
(a+ib)(c+id) = (ac — bd) +i(ad + be).
Esimerkki 2.1. (a) 2= (0-0—1-1)+4(0-1+1-0) = —1.
(b) (1+i)2=(1-1—1-1)+4(1l-1+1-1)=2i.

Kompleksiluvun z =a+1b

reaaliosa on Re(z) = a,

imaginaariosa on Im(z) = b.
(kompleksi)konjugaatti eli liittoluku on z =a — b
moduli (eli itseisarvo) on

2] = V2Z = V/Re(2)? + Im(2)? = Via? + b* = ||(a, 1)

Propositio 2.2. (1) Kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku ovat assosiatiivisia ja
kommutatiivisia laskutoimituksia.

(2) Yhteenlaskun neutraalialkio on 0 ja kertolaskun neutraalialkio on 1.
(8) Kompleksilukujen kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen.

(4) Jokaisella kompleksiluvulla z on vastaluku —z ja jokaisella nollasta poikkeavalla
kompleksiluvulla z on kadnteisluku

~1 ¥

(5) Kuvaus j: R — C, j(x) = = on injektiivinen homomorfismi yhteenlaskun ja
kertolaskun suhteen.

Todistus. Kohdat (1)—(4) jitetdén harjoitustehtéviksi.
(5) Médritelmén mukaan kaikille reaaliluvuille z pétee j(z) = = + 04. Siispa

jlet+y)=x+y+0i=(x+07)+ (y+0i) =j(x)+ j(y)
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ja
J(@)jly) = (x +00)(y +0i) = (zy — 0) +i(x 0+ 0y) = 2y + 0i = j(zy).
O

Koska kompleksilukujen kertolasku on kommutatiivinen, niin kaikille w € C pétee
w1t = tw. Krityisesti siis, jos x € R C C, voidaan kompleksilukua ¢ merkita halut-
taessa myo6s ¢x. Jos x on “konkreettinen reaaliluku”, kiytetddn yleensd jarjestysta
xt kuten Esimerkissa 2.1.

Kannattaa huomata myos se, ettd kompleksilukujen kertolaskut voidaan laskea
“tavallisilla laskusiannoilld” huomioimalla, etti 2 = —1

(a+ib)(c+id)=ac+aid+ibc+ibid=ac+iad+ibc+i*bd
= (ac — bd) + i(ad + bc).

Lemma 2.3. Kompleksikonjugoinnille ja modulille pdtee kaikilla z,w € C

Lisdkst moduli toteuttaa kolmioepdyhtdlon:
|2+ w| < [z] + Jul

kaikilla z,w € C, ja jos v € R C C, niin sen moduli kompleksilukuna on sama kuin
sen itseisarvo reaalilukuna.

Todistus. Kohdat (1)-(5) Harjoitustehtévissa 11.

Kolmioepéyhtilo on todistettu kurssilla Lineaarinen algebra ja geometria 1: Komplek-
siluvun 2z = x + iy moduli on vastaavan tason R? pisteen (z,y) normi.

Viimeinen viite on selvé: Jos z € R C C, niin |z| = |z + 01 O
Lemman 2.3 kohtien (1) (3) avulla nihdéén helposti

Propositio 2.4. Kompleksikonjugointi on isomorfismi kompleksilukujen yhteenlas-
kun ja kertolaskun suhteen.

Todistus. Ajatellaan ensin kompleksikonjugointia kuvauksena k: (C,+) — (C,+),
k(z) = z. Télloin Lemman 2.3 kohdan (2) nojalla saadaan suoraan

k(z+w)=2F+w=Z2Z+w=k(z) + k(w),

joten k on homomorfismi. Liséksi Lemman 2.3 kohdan (1) nojalla jokaiselle z € C
pétee z = k(k(z)), joten k on bijektio, ja ensimmaéinen viite on todistettu.

Toinen viite todistetaan samalla tavalla Lemman 2.3 kohdan (3) avulla. U
Napakoordinaattikuvaus N: Ry x R — R,
N(r,¢) = (rcos ¢, rsin ),

kuvaa méirittelyjoukkonsa (oikean puolitason) joukoksi R? \ {0}. Napakoordinaat-
tien avulla voimme siis esittdd jokaisen kompleksiluvun z # 0 muodossa

z=r(cos¢ +ising).

[tse asiassa Lemman 2.3(5) nojalla

|z| = |r(cos ¢ +ising)| = r|(cos¢ +ising)| = r\/cos2¢+sin2¢ =,
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joten
z = |z|(cos ¢ + isin @),
missii ¢ € R on tason R? vektorien (1,0) ja (Re(z),Im(z)) vilinen kulma “positii-
viseen kiertosuuntaan”. Kulma ¢ on kompleksiluvun z argumentti. Se on tarkalleen
ottaen méaritelty tiyden kulman 27 monikertaa vaille trigonometristen funktioiden
jaksollisuuden nojalla:
cos(¢ + k2m) 4+ isin(¢p + k27m) = cos ¢ + isin ¢

kaikilla k& € Z.

Y

Kuva 1. Kompleksiluvun v/2(—1 +14) ja sen kiéinteisluvun esitykset
napakoordinaattien avulla.

Trigonometristen funktioiden kulman yhteenlaskukaavojen avulla saamme seuraa-
van tuloksen, jonka mukaan kompleksilukujen kertolasku sopii hyvin yhteen napa-
koordinaattiesityksen kanssa:

Propositio 2.5. (1) Olkoot z = r(cos¢ +isin¢), ja w = s(cos @ + isinf). Tdlldin
2w = rs(cos(¢p + 0) +isin(¢p + 0)).
(2) Olkoot z, = rp(cos o +isingy), k=1,2,... ,n. Tdlldin

[z =22z =] re)(cosO ) +isin(d_ o).
k=1 k=1 k=1 k=1
Todistus. Harjoitustehtava 12. 0

Sovellamme napakoordinaattiesitysti ja Propositiota 2.5 kompleksilukujen juur-
ten tarkasteluun: Kompleksiluku z, jolle pitee z¥ = w on kompleksiluvun w k:s
guuri. Erityisen térkeitd ovat ykkdsen juuret, jotka ovat ne kompleksiluvut z € C,
joille pétee zF = 1 jollain k = 1,2,3, .. ..

Lemma 2.6. Luvulla 1 € C on m kappaletta m. juuria. Jos

2T . 27
(1) Cm = €OS — + i sin —,

m m
niin ykkdsen m. juuret ovat Cp, (2, ..., Cm L ja 1.
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Todistus. Proposition 2.5 nojalla

G = cos2m + 1sin 21 = 1.

Jos n € {1,2...,m}, niin Proposition 2.5 nojalla
n ™ .. 27Tn
¢, = COS —— 4+ 8in —,
m m
joten
2mnm 2mnm
()™ = cos + isin =1.
m

Siis kaikki luvut (" ovat ykkosen juuria.
Toisaalta, jos ¢ = r(cos¢ +isin¢) ja ("™ = 1, niin Proposition 2.5 nojalla r™ =1
jamo = k27 jollakin k € Z. Siis r =1 ja
k2w R2m
+ -

p=——=D2n
m m

joillekin D, R € Z, 0 < R < m — 1, silld k = Dm + R joillekin téllaisille kokonaislu-
vuille D ja R. Siis

R2 R2
( = cos 7T+isin W:Cﬁ,
joten kaikki ykkosen juuret sisiltyvit joukkoon {1, (p, C2, ..., (M1} O
)
i =G5

_1:§1

6
—1 = (g
Kuva 2. Ykkosen kahdeksannet juuret.

Propositio 2.7. Jokaisella kompleksiluvulla z € C\ {0} on m kappaletta m. juuria.
Jos

z = r(cos ¢ + isin @),
nin juuret ovat
w1, wlgm, e ,wlcnn;_l y

wy = %(cosﬂ + isin ﬂ)
m m

missa
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ja
2r .. 27w
Cm = €cOoS — + 7sin —.
m m
Todistus. Harjoitustehtava 14. (]

Esimerkki 2.8. Luvun 2 € C kolmannet juuret ovat /2,

2 . 2w 1 V3
\?’/i(cos?j%sm?):%(—éjw?)

ja
dr . 4w 1 V3
w(cos?%—zsm?):—?/ﬁ%jt@?).

Proposition 2.7 avulla voimme myo0s ratkaista toisen, kolmannen ja neljannen
asteen polynomiyhtal6t.

2
a
Propositio 2.9. Olkoot ag,a; € C. Olkoon <?1) — ag toinen kompleksiluvun

2
a
(—1) — ag neliojuurista. Luvut

2
2 2
ay ay . a1 a1
Z1=—§+ (5> —ap Ja 222—3— (7> — Qo

ovat yhtdlon
24 az4+ay=0
ratkaisuja.
Todistus. Havaitsemme, etta
(z—21)(z—2) =2 +a12+ag =0,
mistd viite seuraa. 0

Kaikki toisen asteen kompleksikertoimiset polynomiyhtalot voidaan ratkaista Pro-
position 2.9 avulla. Kaikki kolmannen asteen kompleksikertoimiset yhtalot saadaan
muuttujanvaihdolla muotoon 2% + pz 4+ ¢ = 0. Jos ug, vy € C siten, etti

q q p
ug = 5 T (5)2 T (§)3=

=4 @+ ()

2 2 3
UgVy = b
0vo 37
jas = —%—l—z’ @ on kaavan (1) antama ykkosen kolmas juuri, niin luvut z; = ug+vy,

29 = Cgup + Cvg ja 23 = C3ug + (3vp ovat yhtélon 23 + pz + ¢ = 0 ratkaisuja. Alkupe-
ridisen yhtialon juuret saadaan naistd tekemélld muuttujanvaihto toiseen suuntaan.

Neljannen asteen yhtédloiden ratkaisukaavat ovat samankaltaisia kuin kolmannen
asteen tapauksessa. Kolmannen ja neljinnen asteen yhtéiloiden ratkaisemista késitel-
ladn enemman kurssilla Lukualueet ja esimerkiksi kirjassa K. Viisédla: Lukuteorian
ja korkeamman algebran alkeet. Kurssin lukualueet moniste on saatavissa tdmén
kurssin kotisivulta.

Abel osoitti vuonna 1826, etti viidennen ja korkeamman asteen polynomeille ei ole
samanlaista ratkaisualgoritmia kuin alemman asteen polynomeille. Tamén viitteen
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todistuksessa kiaytetddn yleensid ryhméteoriaa, jota tarkastelemme luvusta 4 alkaen.
Polynomeja tarkastellaan lahemmin tdmén kurssin lopussa.

Jokaisella nollasta poikkeavalla kompleksiluvulla on kddnteisalkio kertolaskun suh-
teen. Otamme kiyttoon erityisen merkinnin

C* = (C\{0},")

laskutoimituksella varustetulle joukolle (C \ {0}, ). Vastaavasti

R* = (R\ {0}, )
ja

Q* = (Q\{0},).
Néitd laskutoimituksella varustettuja joukkoja kutsutaan (kurssin aikana selvene-
vistd syistd) kompleksilukujen, reaalilukujen ja rationaalilukujen multiplikatiivisiksi
ryhmiksi. Laskutoimituksella varustetut joukot (C,+), (R,+) ja (Q,+) taas ovat
kompleksilukujen, reaalilukujen ja rationaalilukujen additiiviset ryhmiit.

Napakoordinaattikuvauksen avulla voidaan mééritelld algebran (ja my6hemmin

kompleksianalyysin) kannalta merkittava kuvaus:

Maaritelma 2.10. Kuvaus exp: C — C, joka méiéritellddin asettamalla jokaiselle
z=x+1yecC
exp(z) = e = " = ¢"(cos y + isiny),

on (kompleksinen) eksponenttifunktio.

i
w = log2—|—i%ﬂ'
i3
—log 2
0 log 2 e
,,,,,,,,,,,,, The
— W
—im

Kuva 3. Kompleksinen eksponenttifunktio. Eri suorien kuvautumista
on havainnollistettu véreilld. Piste w = log2 + z%w kuvautuu ekspo-

nenttifunktiolla pisteeksi z = v/2(—1 4 4) ja piste —w pisteeksi z~'.

Propositio 2.11. FEksponenttifunktio exp: (C,+) — C* on surjektiivinen homo-
morfismi.

Todistus. Osoitamme ensin, ettd kompleksinen eksponenttifunktio on homomorfis-
mi. Olkoot z = z + i1y, w = u+1v € C. Téll6in reaalisen eksponenttifunktion
laskusddntojen ja Proposition 2.5 nojalla

exp(z +w) = " (cos(y + v) + isin(y + v))
= e"e"(cosy + isiny)(cosv + isinv)
= exp(z) exp(w).
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Olkoon g: R? — R, x R, g(z,y) = (e, y). Télléin g(R?) = R, x R. Jos tulkit-
semme kompleksisen eksponenttikuvauksen kuvauksena, joka on mééritelty tasossa
R2, pitee exp = N o g. Siis exp on surjektiivinen, koska molemmat kuvaukset g ja
napakoordinaattikuvaus N ovat surjektiivisia. 0

Kompleksisen eksponenttifunktion avulla saadaan yksinkertainen lauseke ykkdsen
juurille: Yhtalon 2™ = 1 ratkaisut ovat luvut

gRIeR%i

m )

0<R<m-—1.

Harjoitustehtavii.

Tehtavd 10. Osoita, ettd kompleksilukujen kertolasku on assosiatiivinen ja kom-
mutatiivinen laskutoimitus. Osoita, ettd kompleksilukujen kertolasku on distribu-
tiivinen yhteenlaskun suhteen. Onko kompleksilukujen yhteenlasku distributiivinen
kertolaskun suhteen?

Tehtdava 11. Osoita, etta kaikilla z,w € C pétee

Tehtéva 12. Olkoot z = r(cos ¢ +isin @), ja w = s(cos @ + isin ). Osoita, ettd
2w = rs(cos(¢ + 6) +isin(¢p + 6)).

Tehtdva 13. Olkoot z, = rip(cosop +isingy), k = 1,2,...,n. Osoita induktiolla,

etta
n n

[Tz =22z = re)cosd o) +isin(> o).

k=1 k=1

Tehtdvad 14. Osoita, ettd jokaisella kompleksiluvulla z € C \ {0} on m kappaletta
m. juuria.

Tehtava 15. Mairitd ykkosen kuudennet juuret. Kirjoita juuret muodossa, jossa
el kiytetd trigonometrisia funktioita eikd kompleksista eksponenttifunktiota. Piirra
kuva, jossa kaikki juuret esitetddn tason pisteini.

Tehtdvd 16. Ratkaise yhtilot 2 = i ja 2° = —1 napakoordinaattien avulla. Ha-

2
vainnollista ratkaisuja kuvalla.
Tehtiivd 17. Ratkaise yhtilot 22 — 2 +1=0ja 22 —iz +1 = 0.
Tehtéva 18. Olkoot ay € R kaikilla k € {1,2,...,n} ja olkoon z, € C yhtéilon

(2) > a2t =0
k=1

ratkaisu. Osoita, ettd Z; on yhtélon (2) ratkaisu.

10V/ihje: Kiyti reaalilukujen vastaavia ominaisuuksia, jotka oletamme tunnetuiksi
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