10. PorLyNoMIT

Téassa luvussa tarkastelemme polynomien muodostamia renkaita ja polynomien
jaollisuutta késittelevia perustuloksia. Algebrassa on tapana pitdé erillidn polyno-
min ja polynomifunktion kisitteet. Ennen néiden késitteiden méaérittelyd teemme
kaksi sopimusta:

e Tissa luvussa X on muodollinen symboli, jota usein kutsutaan muuttujaksi.
e Symbolin —oo sovitaan tarkoittavan “4éaretonta negatiivista lukua”, jolle pa-

tee
o —oo < a kaikilla kokonaisluvuilla a,
0 —00+ —00 = —00, ja
o —00 + a = —oo kaikilla kokonaisluvuilla a.

Symbolille —oo ei ole méiritelty muita operaatioita, kiytdmme siti ainoastaan nol-
lapolynomin asteen merkkina.

Maaritelma 10.1. Olkoon R kommutatiivinen rengas, jossa on vihintddn kaksi
alkiota. Olkoon n € N, ja olkoot a,,a,_1,...,a1,a9 € R. Lauseke

P(X) =Y aX* =a, X"+ a1 X" 4+ a1 X +ag
k=0
on yhden muuttujan R-kertoiminen polynomi. Jos a, # 0, niin polynomin P(X)
aste on deg(P(X)) = n. Nollapolynomin 0 aste on —oo. Kaikkien R-kertoimisten
polynomien joukkoa merkitdin R[X].
Olkoot P(X) = >, apX* ja Q(X) = > 1o, by X* R-kertoimisia polynomeja,
n > m. Olkoot b,11 = bypio = -+ = b, =0, jos n > m. Polynomien summa ja tulo

maaritelldian asettamalla
n

P(X)+Q(X) =) (ar +bp) X"

ja R
(16) POQMX) =D (3 aibs) X",

Polynomien yhteen- ja kertolasku maééaritellddn siis kuten tavallista ja on helppo
nihdéi, ettd ne ovat laskutoimituksia.

Propositio 10.2. Olkoon R kommutatitvinen rengas, jossa on vdéhintddn kaksi al-
kiota. Joukko R[X] varustettuna polynomien yhteen- ja vihennyslaskulla on kommu-
tatiivinen rengas. Kuvaus i: R — R[X], joka kuvaa renkaan R alkion a polynomiksi
a € R[X], on injektiivinen rengashomomorfismi.

Todistus. Selvasti polynomit 0 ja 1 ovat yhteenlaskun ja kertolaskun neutraalialkiot.
Muut ominaisuudet seuraavat suoraviivaisesti siitéd, ettd R on rengas. 0

Polynomirenkaat ovat tarkeitd kommutatiivisia renkaita, havainnollistamme nii-
den merkitystd hieman kurssin viimeisesséd luvussa, kun sovellamme niité dérellisten
kuntien konstruktiossa. Rengas R voidaan ajatella Proposition 10.2 kuvauksen ¢
avulla polynomirenkaan R[X] alirenkaaksi.

Vahemmén havainnollinen Maéritelméin 10.1 kanssa ekvivalentti tapa mééritel-
14 polynomit on korvata polynomin lauseke > 7 _, ap X" kertoimien muodostamalla
jonolla (ag,ai,...,a,,0,0,...) ja mééritelld yhteenlasku kuten jonoille on tapana
ja kertolasku kaavan (16) mukaisesti. T&ll6in jono (0,1,0,0,0,...) on symbolin X
vastine.
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Maaritelma 10.3. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Polynomin

X)=> a,X" € RX
k=0

mAArddma polynomifunktio on P: R — R, x +— > ,_,axx® = P(x).

Propositio 10.4. Kuvaus, joka liittid R-kertoimiseen polynomiin P(X) polynomi-
funktion P: R — R, on rengashomomorfismi polynomirenkaasta R[X] funktioren-
kaaseen F (X, X).

Todistus. Harjoitustehtava 108. (]

Esimerkki 10.5. Joillakin renkailla R kaksi polynomirenkaan R[X] eri polynomia
voi mééritd saman polynomifunktion: Olkoot Q(X) = X? P(X) = X € (Z/2Z)[X].
Télloin P(0) = 0 = 0?2 = Q(0), ja P(1) = 1 = 12 = Q(1), joten polynomit P(X)
ja Q(X) vastaavat samaa polynomifunktiota. Nollasta poikkeava polynomi Q(X) —
P(X) = X? — X, miirii nollakuvauksen renkaalta Z/27 itselleen.

Esimerkki 10.6. Olkoot P(X),Q(X) € Z[X],
P(X)=2X?+2, QX)=1+2X.
Tillsin
P(X)Q(X) =4X? +2X? +4X + 2.

Nyt deg(P(X)) = 2, deg(Q(X)) =1 ja deg(P(X)Q(X)) = 3.

Jos polynomit P(X) Q(X) € (Z/AZ)[X] madritellddn samoilla lausekkeilla kuin
edelld ja polynomin kertoimena oleva kokonaisluku a; tulkitaan aina kongruenssi-
luokaksi ay + 4Z € Z /47, niin

P(X)Q(X)=2X%+2.
Edelleen pitee deg(P(X)) = 2, deg(Q(X)) = 1 mutta nyt
deg(P(X)Q(X))=2<3=2+1.
Esimerkin 10.6 tulos yleistyy kaikille polynomirenkaille:
Lemma 10.7. Olkoon R kommutatiivinen rengas, R # {0}. Tdlldin
deg(P(X)Q(X)) < deg P(X) + deg Q(X)
kaikille P(X),Q(X) € R[X].

Todistus. Olkoot P(X) = Yp_,ax X" ja Q(X) = Y1 bk X" ja oletetaan, ettd
an # 0, by, # 0. Tulopolynomin P(X)Q(X) korkeimman asteen termi on a,b,, X" ™,
jos apby, # 0, muuten aste on alempi. [

Propositio 10.8. Jos Kon kokonaisalue, niin K[X] on kokonaisalue. Tdlloin
deg(P(X)Q(X)) = deg(P(X)) + deg(Q(X)).

Todistus. Lemman 10.7 merkinnéilla tulopolynomin korkeimman asteen termin ker-
roin on a,b,, # 0, silli K on kokonaisalue. ]

Esimerkki 10.9. Polynomi 2X on nollan jakaja renkaassa (Z/47)[X]:
(2X)(2X) = 4X* = 0.

Nyt siis
—o00 =deg0 = deg((2X)(2X)) < 2deg(2X) = 2.
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Polynomirengas ei ole koskaan kunta. Jos K on kokonaisalue, niin Proposition
10.8 mukaan ainoat polynomit, joilla on kddnteisalkio kertolaskun suhteen ovat va-
kiopolynomit u, missi u € K. Sen sijaan, jos kerroinrengas ei ole kokonaisalue, niin
vakiopolynomeilla a, missd a on nollan jakaja renkaassa K, ei ole kddnteisalkiota.
Nyt kuitenkin joillakin korkeamman asteen polynomeilla on kidédnteisalkiot.

Esimerkki 10.10. Renkaassa (Z/4Z)[X] pétee
(22X +1)2X +1) =4X* +4X +1=1.

Samalla lausekkeella annettujen polynomien jaollisuus riippuu tarkasteltavasta
polynomirenkaasta:
Esimerkki 10.11. (a) (X — 1) | (X?—1)ja (X +1) | (X? — 1) kaikissa polynomi-
renkaissa R[X]:

X-DX+D)=X’+(1-DX-1=X"-1

(b) (X +1) | (X? + 1) renkaassa (Z/27Z)[X], silli 1 = —1 renkaassa Z/27Z.
(c) (X + 1)t (X% +1) renkaassa C[X]: Jos (X + 1) | (X2 + 1), niin on 4, B € C,
joille (X + 1)(AX + B) = X? + 1. Télléin toisen ja nollannen asteen kertoimia
tarkastelemalla havaitaan, ettd pitdd olla A = 1 = B, mutta ensimmaéisen asteen
termit eivat tasmaa.

Olemme kiyttaneet kurssilla muutamia kertoja kokonaislukujen jakoyhtaloa: Ol-
koot a,b € Z ja b # 0. Télloin on yksikésitteiset ¢, j € Z, joille

a=qgb+j ja 0<j<]|b
Todistamme seuraavaksi vastaavan tuloksen polynomeille:

Lause 10.12 (Jakoyhtild). Olkoon R kommutatiivinen rengas, jossa on vihin-
tadn kaksi alkiota. Olkoot A(X), B(X) € R[X]| siten, etti B(X) # 0 ja polyno-
min B(X) korkeimman asteen termin kerroin on yksikko. Tdlloin on yksikdsitteiset
Q(X), J(X) € R[X], joille
AX) = Q(X)B(X) + J(X)
ja deg J(X) < deg B(X).
Todistus. Jos B(X) jakaa polynomin A(X), ei ole mitdén todistettavaa. Muuten
olkoon
S={AX)—-DX)B(X): D(X) € RIX|}.
Selviisti S # (). Koska B(X) t A(X), niin 0 ¢ S, joten
t = min{deg P(X) : P(X) € S} > 0.
Olkoon Q(X) € R[X] polynomi, jolle patee deg(A(X) —Q(X)B(X)) = t. Olkoon
J(X)=AX) - Q(X)B(X) =a; X"+ -+ + a.
Osoitamme, ettd t < d = deg B(X). Olkoon by polynomin B[X] korkeimman asteen
kerroin. Jos olisi t > d, niin
J(X) = a:b;* XTIB(X) = A(X) — (Q(X) + a;b; ' X B(X) € S

ja deg (J(X) — atbngt_dB(X)) < t, mutta tAmé on mahdotonta, koska polynomin
J(X) aste on minimaalinen.

Jos @(X) ja j(X) ovat polynomeja, joilla on samat ominaisuudet kuin polyno-
meilla Q(X) ja J(X), niin



Jos Q(X) # Q(X), niin vasemman puolen aste on vihintiin d, kuitenkin

deg(J(X) - J(X)) <t <d.
Siis Q(X) = Q(X) ja J(X) = J(X). O
Seuraus 10.13 (Jakoyhtils). Olkoon K kunta. Olkoot A(X), B(X) € K[X] siten,
ettdi B(X) # 0. Tdlloin on yksikdsitteiset Q(X), J(X) € R[X], joille

A(X) = Q(X)B(X) + J(X)
ja deg J(X) < deg B(X). O
Esimerkki 10.14. Jakoyhtald voidaan toteuttaa algoritmisesti jakokulman avulla

kuten kokonaisluvuillekin. Tillgin esimerkiksi polynomeille A(X) = 2X3+X2—-X —1
ja B(X) = X? — 2 renkaassa Z[X] jakokulma antaa

2X  +1
X?2-2] 2X7 +X7 -X -1
F2X3 +4X
X? 13X -1
X? +2

3X +1
Toisin sanoen
2X3 4+ X2 - X —1=(2X + 1)(X? - 2) +3X +1,
joten Q(X) =2X +1ja J(X)=3X + 1. Renkaassa (Z/3Z)[X] polynomeille A(X)
ja B(X)
(17) 2XP 4+ X2 - X — 1= 2X +1)(X?—2)+1=2X +1)(X? +1)+ 1.

Toisaalta, jos B(X) = 2X +1, niin jakoyhtilo ei toimi renkaassa Z[X]: jakokulmassa
paadytdaan ongelmalliseen tilanteeseen

2XP 4+ X2 - X —1=X*2X +1) - X — 1,

josta ei voi jatkaa. Sen sijaan renkaassa (Z/37Z)[X] voidaan jatkaa, koska Z/3Z on
kunta. Nyt
— X —-1=2X+2=02X+1)+1

ja paddytddn yhtdloon (17). Renkaassa Q[X| jakoa voi my0s jatkaa, ja saadaan

1 1
2X3+X2—X—1:(X2—§)(2X+1)—§.

Polynomien jaollisuutta tutkittaessa on usein hyodyllistd tarkastella polynomien
juuria (tai niitd vastaavien polynomifunktioiden nollakohtia).

Maédritelm& 10.15. Olkoon R kommutatiivinen rengas, ja olkoon P(X) € R[X].
Alkio ¢ € R on polynomin P(X) juuri, jos P(c) = 0.

Jakoyhtélo antaa seuraavan perustuloksen:

Propositio 10.16. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Olkoon P(X) € R[X], ja
c € R. Tilléin P(c) =0, jos ja vain jos (X —c¢) | P(X).

Todistus. Oletetaa, ettd P(c) = 0. Jakoyhtdlon mukaan on R-kertoimiset polynomit
Q(X)ja J(X),joilledeg J(X) < 1ja A(X) = Q(X)(X—c)+J(X). Koska deg J < 1,
J(X) on vakiopolynomi, joten on b € R, jolle J(a) = b kaikilla a € R. Erityisesti

0=P(c) =Q(c)(c—c)+ J(c) =,
joten b = 0.
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Toisaalta, jos P(X) = (X — ¢)Q(X) jollain polynomilla Q(X) € R[X], niin
P(c) = (c—0)Q(c) = 0. O
Propositio 10.17. Olkoon K kokonaisalue. Olkoon P(X) € K|[X]| polynomi, ja
olkoot ci,¢ca,...,cp € K polynomin P(X) k eri juurta. Tdlloin on Q(X) € K[X],

jolle
PX) = (X —c)(X =) (X — ) Q(X).

Todistus. Harjoitustehtava 111. (]

Lause 10.18. Olkoon K kokonaisalue, ja olkoon n > 1. Jos P(X) € K[X] ja
deg P(X) = n, niin polynomilla P(X) on korkeintaan n juurta.

Todistus. Propositioiden 10.17 ja 10.8 mukaan, jos polynomilla P(X) on k juurta,
niin deg(P (X)) > k. O

Erityisesti siis Propositio 2.9 antaa kaikki toisen asteen kompleksikertoimisen po-
lynomiyhtalon ratkaisut.

Seuraus 10.19. Olkoot ag,a; € C. Yhtdilon
P24 az+ag=0

ratkaisut ovat

a1+ ay 2 . ai ay ?
2= —— — —a a 2= —— — — —ag .
1 5 5 0o J 2 5 5 0

Propositio 10.20. Olkoon K ddreton kokonaisalue. Tdlloin jokaista kokonaisalueen
K polynomifunktiota vastaa yksikdsitteinen polynomi renkaassa K[X].

Todistus. Olkoot P(X),Q(X) € K[X] siten, ettd P(c) = Q(c) kaikilla ¢ € K.
Talloin polynomilla P(X) — Q(X) on ddrettomin monta juurta. Ainoa téllainen
polynomi on 0. 0

Seuraus 10.21. Olkoon K jokin kokonaisalueista Z, Q, R tai C. Kuvaus, joka
listtid jokaiseen polynomiin P(X) € K[X] vastaavan polynomifunktion P: K — K,
on injektio.

Maaritelma 10.22. Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella vakiosta poik-
keavalla polynomilla P(X) € K[X] on juuri.

Seuraus 10.23. Jos K algebrallisesti suljettu kunta, niin jokainen vakiosta poik-
keava polynomi P(X) € K[X] on ensimmdisen asteen polynomien tulo. O

Polynomin P(X) € R[X] sanotaan olevan jaoton jos ei ole polynomeja S(X) €
R[X]jaT(X) € R[X],joille P(X) = S(X)T'(X) jadeg S(X),deg T'(X) < deg P(X).
Seurauksen 10.23 mukaan, jos K on algebrallisesti suljettu kunta, niin mikian va-
hintdén toisen asteen polynomi ei ole jaoton. Toisaalta kaikki ensimmaiisen asteen
polynomit ovat jaottomia Proposition 10.8 nojalla.

Jos (X — ¢)* jakaa polynomin P(X) renkaassa R[X], niin ¢ on polynomin P(X)
k-kertainen juuri. Yleensd, kun lasketaan polynomin juuria, k-kertaiset juuret huo-
mioidaan laskussa k kertaa. Esimerkiksi 0 on polynomin X? kaksinkertainen juuri,
ja kertaluku huomioiden polynomilla X? on siis kaksi juurta.

Seuraus 10.24. Jos K algebrallisesti suljettu kunta, niin jokaisella nollasta poik-
keavalla polynomilla P(X) € K[X] on juurten kertaluku huomioiden deg P(X) juur-
ta. U

Lukualueiden ja kompleksianalyysin kursseilla todistetaan seuraava tarkeé tulos:
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Lause 10.25 (Algebran peruslause). Kompleksilukujen kunta on algebrallisesti sul-
jettu. (]

Seuraus 10.26. Jokainen vakiosta poikkeava polynomi P(X) € C[X] on ensim-
mdisen asteen polynomien tulo. Nollasta poikkeavalla polynomilla P(X) € C[X] on
juurten kertaluku huomioiden deg P(X) juurta. O

Esimerkki 10.27. (a) Usein polynomeilla on vihemmén juuria kuin niiden asteesta
tuleva maksimimééri. Esimerkiksi polynomilla X3 + X € R[X] on tidsmélleen yksi
juuri ja polynomilla X2 + 1 € R[X] ei ole juuria lainkaan.

(b) Polynomi X?+1 on jaoton renkaissa Z[X] ja R[X] mutta kompleksikertoimisten
polynomien renkaassa C[X] pitee X2 + 1 = (X +4)(X —i).

(c) Polynomi X2+ X + 1 on jaoton Z/2Z-kertoimisten polynomien renkaassa koska
silld ei ole yhtdén juurta kahden alkion kunnassa Z/27Z. Sen sijaan mikddn muu

toisen asteen polynomit ei ole jaoton tiissi renkaassa: X2 on selvii tapaus, samoin
X2+ X = X(X +1). Lisiksi X2+ 1= (X +1)2%

Harjoitustehtavii.

Tehtéva 108. Osoita, ettd kuvaus, joka liittdd polynomiin P(X) € R[X] vastaavan
polynomifunktion P € % (X, X), on rengashomomorfismi.

Tehtéva 109. Osoita, ettd F(X) =1—2X on yksikko renkaassa (Z/16Z)[X].
Tehtévi 110. Olkoon p alkuluku. Montako juurta polynomilla X?—X € (Z/pZ)[X]
on?
Tehtévad 111. Olkoon K kokonaisalue. Olkoon P(X) € K[X] polynomi, ja olkoot
C1,C2, ..., cx € K polynomin P(X) juuria. Osoita, ettd on Q(X) € K[X], jolle
P(X) = (X —a)(X =)+ (X = a)Q(X).
Tehtéva 112. Olkoot P(X),Q(X) € (Z/8Z)[X],
P(X)=3+2X +4X*+2X°
ja
Q(X) =4+4X +4X* +4X° +4X".
(1) Kerro Q(X) polynomilla P(X).
(2) Jaa Q(X) polynomilla P(X).
Tehtdva 113. Olkoon K kunta. Osoita, ettd toisen tai kolmannen asteen polynomi

P(X) € K[X] on jaoton, jos ja vain jos silld ei ole juurta kokonaisalueessa K. Anna
esimerkki, joka osoittaa, ettd viite ei pade neljannen asteen polynomeille.

Tehtévi 114. (a) Onko polynomi X? — 2 € (Z/5Z)[X] jaoton?
(b) Onko polynomi X? + 1 € (Z/5Z)[X] jaoton?
Tehtdva 115. Jaa polynomi
P(X)=X3+2X?+3X +2
polynomilla
Q(X)=2X"+3X+1
(1) polynomirenkaassa Q[X] ja
(2) polynomirenkaassa (Z/7Z)[X].

109V/ihje: Kerroinrengas Z,/16Z ei ole kokonaisalue.
10y/ihje: Kéytd ryhméteoriaal
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