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1. LASKUTOIMITUKSET

Algebra kisittelee laskemista. Osin tdmé tarkoittaa “numeroilla laskemista” lu-
kualueissa N, Z, Q, R, C laskutoimituksilla + ja - ja niiden ki#énteisoperaatioilla —
ja / siind méérin kuin kifnteisoperaatiot ovat hyvin madariteltyja. Talld kurssilla
yleistimme laskutoimituksen késitteen ja tarkastelemme erilaisia laskutoimitusten
madrdamia niinsanottuja algebrallisia rakenteita. Keskeisessd osassa on “abstrakti
laskeminen”, jossa ei tiedetd tai vilitetd siitd, milla lasketaan, vaan tehdian paa-
telmid, kun laskutoimitusten jotkin ominaisuudet tunnetaan. Lisdksi tarkastelemme
kuvauksia, “jotka siilyttavit algebralliset rakenteet”.

Yksi algebran keskeinen ajatus on se, ettd erilaisissa matemaattisissa yhteyksissé
tunnistetaan samankaltaisia rakenteita, esimerkiksi havaitaan, ettd laskutoimituk-
silla on sopivia lisiominaisuuksia. Jos osoittautuu, ettda ndmaé lisiominaisuudet maa-
rittelevit jonkin algebrallisen rakenteen (ryhmé, rengas,. .. ), voidaan tarkasteltavaa
tilannetta usein ymmaértda paremmin naille algebrallisille rakenteille todistettujen
yleisten tulosten avulla. Ndin voidaan ndhd& yleisia rakenteita teknisten ominai-
suuksien takana.

Téassd luvussa madrittelemme useita kurssin keskeisid késitteitd ja tutustumme
niiden perusominaisuuksiin.

Miédritelmi 1.1. Epétyhjan joukon A laskutoimitus on kuvaus * : A x A — A.
Laskutoimituksella varustettu joukko on pari (A, x), missd * on joukon A laskutoi-
mitus.

Laskutoimituksen tulosta merkitdén yleensd a x @’ = x(a,a’). Laskutoimitus on
siis sadnto, joka liittdéa kahteen joukon A alkioon a,a’ joukon A alkion a * a'.

Luonnollisten lukujen joukko on télla kurssilla
N=1{0,1,2,3,...}.

Joskus nollaa ei haluta lukea luonnolliseksi luvuksi eikd tastd valinnasta tule suu-
rempia ongelmia.

Esimerkki 1.2. Luonnollisten lukujen N ja kokonaislukujen Z, rationaalilukujen
Q ja reaalilukujen R yhteen- ja kertolasku ovat laskutoimituksia: (m,n) oo+ n,

(m,n) — m -n = mn. Téssi, kuten lihes aina, kertolaskun merkki - jitetdéin
kirjoittamatta ja kertolaskun tulosta merkitdan mn.

Samassa joukossa F voidaan médritelld erilaisia laskutoimituksia kuten Esimerkis-
sé 1.2 havaittiin. Tarkastelemme télla kurssilla myos renkaiden teoriaa, renkaat ovat
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kahdella laskutoimituksella varustettuja joukkoja, joiden laskutoimituksilta vaadi-
taan muutamia lisiominaisuuksia, jotka esimerkiksi kokonais-, rationaali- ja reaali-
lukujen yhteen- ja kertolaskulla on.

Jos x4 on laskutoimitus joukossa A ja *p on laskutoimitus joukossa B, niiden
avulla voidaan maéritelld laskutoimitus joukossa A x B:

((a,b), (a',b) — (axad,axpl).
Tata laskutoimitusta kutsutaan laskutoimitusten x4 ja *p tuloksi. Vastaavalla ta-

valla voidaan madritelld laskutoimituksia useamman joukon karteesiseen tuloon.

Esimerkki 1.3. (a) Luonnollisten lukujen yhteenlaskun avulla saadaan komponen-
teittainen yhteenlasku joukkoon N x N méérittelemalld se komponenttien yhteenlas-
kun tulolaskutoimituksena (m,n) + (p,q) = (m + p,n + q).

(b) Avaruudessa R™ méaritelldén komponenteittainen yhteenlasku vastaavalla tavalla

33+?J:(3317--~,$n)+(yl7--~,?/n):($1+yl>--~7$n+yn)-

Edella tarkastellut esimerkit liittyvat kaikki tavanomaiseen “luvuilla laskemiseen”.
Laskutoimituksen késite on kuitenkin paljon laajempi, kuten seuraavasta esimerkista
alkaa ilmeta:

Esimerkki 1.4. (a) Joukon X osajoukot muodostavat potenssijoukon Z(X) =
{A C X}. Esimerkiksi, kun X = {0, 1}, niin

2(X) = {0.{0}, {1},{0,1}}.
Joukkojen leikkaus (A, B) — AN B jayhdiste (A, B) — AU B ovat laskutoimituksia
potenssijoukossa Z(X).

(b) Olkoon X # 0, ja olkoon #(X) = {f: X — X}. Kuvausten yhdistdminen on
laskutoimitus joukossa % (X): (f,g) — fog.

(c) Olkoon M, (R) reaalisten n x n-matriisien joukko. Kurssilla Lineaarialgebra 1
médriteltiin kaksi laskutoimitusta joukossa M, (R). Seuraavassa, jos C' on matrii-
si, merkinta C,, tarkoittaa sen [m-kerrointa. Matriisien yhteenlasku méaaritellasin
komponenteittain asettamalla

(A+ B)ij; = (A + Byj)

kaikilla 1 < 4,5 < n. Matriisien kertolasku mééaritelliin asettamalla
k=1

kaikilla 1 <7,75 < n.
Erityisesti dimensiossa 2 saadaan laskutoimitukset

ail a1 I b1 bio _ (ot bi1 a1z + bio

Qo1 A9 ba1 Do as1 + ba1  age + b
ail a2 bii b2 _ a11bi1 + a12ba1  a11012 + a12b2
Q21 A2 ba1  bao ag1b11 + agebar  ag1b12 + agabag

(d) Kahden alkion muodostamassa joukossa X = {0,1} on 16 eri laskutoimitusta:
Joukossa

ja

X x X ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
on nelja alkiota ja jokaisella alkiolla on kaksi mahdollista arvoa 0 tai 1.
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Jos samassa lausekkeessa esiintyy useita laskutoimituksia, niiden suorittamisjér-
jestysté ohjataan suluilla: Sulkujen sisilld olevat laskutoimitukset tehdién aina ensin
ja sisdkkaisia sulkuja sisdltavit lausekkeet kisitellddn “sisdlté 1ahtien” vastaavaan ta-
paan kuin esimerkiksi lausekkessa a(b+ ((cd)(e+ f))) lasketaan ensin summa (e+ f)
ja tulo (cd), naiden laskujen tulokset kerrotaan keskeniiin, saatu tulos lisataan lu-
kuun b ja lopulta tdmén laskun tuloksella kerrotaan a. Seuraava méairitelmé antaa
muutamia keskeisid laskutoimitusten lisiominaisuuksia.

Maéaritelmd 1.5. Joukon A laskutoimitus * on
(1) assosiatiivinen eli listinndinen, jos a x (b* c¢) = (a % b) * ¢ kaikilla a, b, c € A.
(2) kommutatiivinen eli vaihdannainen, jos a * b = b * a kaikilla a,b € A.

Jos joukossa A on méairitelty kaksi laskutoimitusta * ja @, niin laskutoimitus * on

e vasemmoalta distributitvinen laskutoimituksen & suhteen, jos
ax(bdc)=(axb)® (ax*c)

kaikilla a, b, c € A.
e oikealta distributitvinen laskutoimituksen & suhteen, jos

(bdc)xa=(bxa)® (c*xa)
kaikilla a, b, c € A.

Jos * on oikealta ja vasemmalta distributiivinen laskutoimituksen @ suhteen, se
on distributitvinen laskutoimituksen @ suhteen. Distributiivisuutta sanotaan myos
osittelulaiksi.

Merkintoja + ja - kiiytetddn yleisesti eri laskutoimituksille. Merkintaéd + kiytetdan
kuitenkin ainoastaan kommutatiiviselle laskutoimitukselle. Usein laskutoimitukselle
ei kidytetd mitddn erityistd merkkid vaan laskutoimitusta merkitddn kirjoittamalla
laskutoimituksella varustetun joukon alkioista muodostettuja “sanoja” kuten tavan-
omaisessa kertolaskussa on tapana: a - b = ab.

Sulkujen maéria lausekkeissa voi vihentiéd, jos laskutoimitus * on assosiatiivinen:
Koska sulkujen paikalla ei ole merkitysté lausekkeessa a* (b*c) = (a*b) * ¢, voimme
kiyttad merkintad

axbxc=(axb)xc=ax(bxc)

ilman vaaraa. Huomaa kuitenkin, ettd kaikki laskutoimitukset eivit ole assosiatiivi-
sia, esimerkiksi Harjoitustehtévissa 6 kisiteltava ristitulo ei ole assosiatiivinen.

Esimerkki 1.6. (a) Luonnollisten lukujen, kokonais-, rationaali- ja reaalilukujen
yhteen- ja kertolaskulle pétee
(1) m+n=n+m ja mn = nm kaikilla m,n (kommutatiivisuus).
(2) m+(n+1) = (m+n)+1jam(nl) = (mn)l kaikilla m, n, [ (assosiatiivisuus).
(3) m(n + 1) = mn + ml kaikilla m, n, [, eli kertolasku on distributiivinen yh-
teenlaskun suhteen.
(b) Joukon (X)) laskutoimitukset N ja U ovat
e assosiatiivisia: AN (BNC)=(ANB)NCjaANn(BNC)=(AuB)UC
kaikilla A, B,C € 2(X) ja
e kommutatiivisia: AN B =BNAja AUB = BU A kaikilla A, B € Z(X).

(c) Joukon .Z (X)) laskutoimitus o on assosiatiivinen: Olkoot f, g, h € .#(X). Yhdis-
tetyn kuvauksen maéritelmian mukaan

(folgon)(z)=f((goh)(z)) = f(g(h(x)))
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kaikilla x € X ja

((fog)oh)(x) = (fog)(h(z)) = f(g(h(z)))
kaikilla € X. Siis f o (goh) = (f og) o h kaikilla f,g,h € F(X).
Laskutoimitus o ei kuitenkaan ole kommutatiivinen, jos joukossa X on ainakin
kaksi alkiota: Olkoon X = {0,1}, ja olkoot 0,1 € #(X), O(z) = 0 ja 1(z) =1
kaikilla z € X. Tallin 1oc0=1#0=001.

Méiéritelma 1.7. Olkoon A # (), ja olkoon * joukon A laskutoimitus.

e Alkio e € A on laskutoimituksen * neutraalialkio, jos ex g =g ja g*xe =g
kaikilla g € A.

e Alkio T € A on alkion z € A wvasen kddnteisalkio, jos T x x = e,

e Alkio x € A on alkion = € A oikea kidnteisalkio, jos x x & = e.

Jos T on alkion x vasen ja oikea kaddnteisalkio, niin se on alkion z kddnteisalkio.

Esimerkki 1.8. Luku 0 on luonnollisten lukujen, kokonais-, rationaali ja reaaliluku-
jen yhteenlaskun neutraalialkio, ja luku 1 on kertolaskun neutraalialkio. Useimmilla
luonnollisilla luvuilla ei ole kidnteisalkiota kummankaan laskutoimituksen suhteen,
sen sijaan jokaisella kokonais-, rationaali- ja reaaliluvulla z on vastaluku —x, joka
on luvun x kiidnteisalkio yhteenlaskun suhteen.

Luvulla 0 ei ole kidénteisalkiota kertolaskun suhteen: 0z = 0 = 0 # 1 kaikil-
la luvuilla z. Kaikilla nollasta poikkeavilla rationaali- ja reaaliluvuilla x taas on
kasnteisluku x=! = 1/z, esimerkiksi rationaaliluvulle a/b # 0 pitee (a/b)™' = b/a.

Esimerkki 1.9. (a) Identtinen kuvaus id = idx on joukon .# (X)) laskutoimituksen
o neutraalialkio:

idof=f=foid
kaikilla f € .Z(X). Jos f € .7 (X) on bijektio, sen kiiénteiskuvaus f~! on kuvauksen
f kiisinteisalkio laskutoimituksen o suhteen: fo f~! =id = f~! o f. Muilla joukon
Z (X) alkioilla ei ole kddnteisalkiota.

(b) Varustamme nyt joukon X # () potenssijoukon laskutoimituksella \, joka mé#a-
ritellddn

A\B={a€ A:a¢ B}.
Talloin jokaisella A € Z(X) pitee A\ ) = A, joten () muistuttaa laskutoimituksen
\ neutraalialkiota. Kuitenkin )\ A = () kaikilla A € Z(X), joten (0 ei ole laskutoimi-

tuksen \ neutraalialkio. Neutraalialkiota ei itse asiassa ole, silld kaikille A € Z(X)
pitee A\ X = 0.

Jos laskutoimituksesta kiytetddn tulomerkintdd, neutraalialkiolle kiytetddn usein
merkintdd 1 ja summamerkintdé kiytettdessd merkintdd 0. Alkion x kidnteisalkiota
merkitiin yleensi !, summamerkintii kiytettiessd kuitenkin kilytetisin merkin-
taa —x.

Lause 1.10. Olkoon (X, *) laskutoimituksella varustettu joukko.
(1) Jos on alkiot e € X ja € € X siten, ettd e x g = g ja g x € = g kaikilla
g€ X, nitne=¢€.
(2) Jos x on assosiatiivinen laskutoimitus, jolla on neutraalialkio e, niin
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(a) alkiolla g € X on kddnteisalkio, jos ja vain jos silli on vasen ja oikea
kddanteisalkio.

(b) jos alkiolla g € X on kaanteisalkio, se on yksikdsitteinen.

(c) jos alkiolla g € X on kddnteisalkio, se on alkion g ainoa vasen/oikea
kdanteisalkio

Todistus. (1) Kéyttdmalla oletettuja ominaisuuksia ylliolevassa jéarjestyksessd saa-
daan e =exe' =¢.

(2) Todistamme kohdan (a): Olkoon ¢" alkion g vasen kéénteisalkio, ja olkoon ¢” sen
oikea kdanteisalkio. Tall6in

g'=exg"=(gxg)xg" =g *(gxg") =g xe=4.

Té&lloin siis ¢ on alkion g kd#nteisalkio. Toinen suunta seuraa suoraan maaritel-
méstd. Kohdat (b) ja (¢) todistetaan harjoituksissa. O

Olkoon (A, %) laskutoimituksella varustettu joukko. Jos B C A, B # () ja kaikille
b,b' € B patee bxl € B, niin B on laskutoimituksella varustetun joukon (A, %) vakaa
osajoukko. Laskutoimitus * méérittelee indusoidun laskutoimituksen *|p joukossa
B, kun asetetaan b |gh’ = b b'. Yleensi indusoidulle laskutoimitukselle kiytetaan
samaa merkintdd kuin sen indusoivalle laskutoimitukselle : x|p = *.

Esimerkki 1.11. Olkoon

p{(* D) camiemoh - {(2 %) cam),

Talloin kaikille A, B € P péatee A+ B € P ja AB € P, joten matriisien yhteenlasku
ja kertolasku indusoivat kaksi laskutoimitusta joukossa P.

Miaritelmi 1.12. Olkoot (E, %) ja (E', ®) laskutoimituksella varustettuja joukko-
ja. Kuvaus h: (E, %) — (E',®) on homomorfismi, jos h(a xb) = h(a) ® h(b) kaikille
a,be k.

e Bijektiivinen homomorfismi on isomorfismi.

e [somorfismi laskutoimituksella varustetulta joukolta E' itselleen on automor-

fisma.
Laskutoimituksella varustetut joukot (F,*) ja (E', ®) ovat isomorfisia (keskendan),
jos on isomorfismi h: (F,*) — (E', ®).
Edelld maariteltyjen lisdksi kiytetdan melko usein seuraavia nimityksia:

e Injektiivinen homomorfismi on monomorfismi.
e Surjektiivinen homomorfismi on epimorfismi.

Talla kurssilla kiytdmme naistd homomorfismityypeistd padsdantoisesti nimityksia,
injektiivinen ja surjektiivinen homomorfismi.

Esimerkki 1.13. (a) Reaalilukujen kertolasku indusoi laskutoimituksen positiivis-
ten reaalilukujen joukossa R, =]0, co[. Eksponenttikuvaus exp: (R,+) — (R4, "),
exp(x) = e on homomorfismi: Kaikille z,y € R pitee

exp(z +y) = "7 = e”e? = exp(x) exp(y)

Eksponenttifunktio on tunnetusti bijektio, siis se on isomorfismi. Eksponenttifunk-
tion kddnteisfunktio log: (Ri,-) — (R,+) on my6s homomorfismi (ja tietysti myos
isomorfismi): Kaikille z,y € R, pétee

log(zy) = log(z) + log(y).
(b) Yhteenlaskulla varustetut joukot (M, (R), +) ja (R™, +) ovat selviisti isomorfisia.
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(c) Kuvaus h: Z — My(R),

n = (5 ).

on homomorfismi, kun kokonaisluvut varustetaan yhteenlaskulla ja My(R) varuste-
taan matriisien kertolaskulla:

hn+m) = (é "”{m> — ((1] 7;) ((1) T) — h(n)h(m).

Isomorfiset laskutoimituksella varustetut joukot ovat algebrallisilta ominaisuuksil-
taan samanlaiset vaikka joukot ja laskutoimitukset voivat “ulkoisesti” olla hyvinkin
erilaisia, kuten Esimerkin 1.13 avulla huomaamme.

Propositio 1.14. Olkoon h: (E,*) — (E',®) surjektiivinen homomorfismi.

(1) Jos % on kommutatiivinen, niin ® on kommutatiivinen

(2) Jos * on assosiatiivinen, niin ® on assosiatiivinen

(3) Jos laskutoimituksella varustetussa joukossa E on neutraalialkio e, niin h(e)
on laskutoimituksella varustetun joukon E' neutraalialkio.

Todistus. (1) Olkoot a', b’ € E'. Talléin on a,b € E, joille h(a) = a’ ja h(b) = b'. Siis
a®b =nh(a)®h(b)=hlaxb)=hbxa)=hb)®h(a)=b ®d,

joten ® on kommutatiivinen.
(2) Harjoitustehtéva.
(3) Olkoon ¢’ € E'. Télloin ¢’ = h(g) jollain g € E ja péitee

h(e) ® g' = h(e) ® h(g) = h(ex g) = h(g) = ¢'
ja

g ® h(e) = h(g) ® h(e) = h(g*e) = h(g) =4,
joten h(e) on neutraalialkio. O

Neutraalialkio ei valttdmétta kuvaudu neutraalialkiolle, jos homomorfismi ei ole
surjektiivinen. Helppo esimerkki tésté ilmiosta on homomorfismi h: (N, +) — (N, ),
h(n) = 0 kaikilla n € N. Kuvaus h on todellakin homomorfismi koska kaikille m,n €
N péatee
h(n4+m)=0=00= h(m)h(n).

Kuitenkaan neutraalialkio 0 € (N, +) ei kuvaudu neutraalialkioksi 1 € (N, -).

Harjoitustehtéavia.

Tehtiva 1. Onko joukon Z(X) laskutoimitus N distributiivinen laskutoimituksen
U suhteen? Onko laskutoimitus U distributiivinen laskutoimituksen N suhteen?

Tehtdvd 2. Onko laskutoimituksilla N ja U neutraalialkiot? Onko jokaisella A €
Z(X) kadnteisalkiot laskutoimitusten N ja U suhteen?

Tehtiva 3. Onko joukon Z(X) laskutoimitus \ assosiatiivinen?

Tehtivd 4. Onko matriisien kertolasku assosiatiivinen joukossa My(R)? Onko se
kommutatiivinen? Onko matriisien kertolaskulla neutraalialkio joukossa My (RR)?

Tehtava 5. Olkoon

I'={A € My(R):det A=1}.
Osoita, ettd matriisien kertolasku indusoi laskutoimituksen joukossa I'. Miten mat-
riisien yhteenlasku kidyttaytyy?



Tehtivd 6. Avaruuden R3 wvektoritulo eli ristitulo on laskutoimitus, joka médritel-
li4n asettamalla jokaiselle a,b € R3

o as by a; by a; by
axb= (det (a3 bg> , —det <a3 bg> ,det <a2 bz) ) .

(1) Osoita, ettd x on antikommutatiivinen: b X a = —a x b kaikille a,b € R3.

(2) Osoita, ettd x on distributiivinen vektorien komponenteittaisen yhteenlas-
kun suhteen.

(3) Osoita, ettd x ei ole assosiatiivinen.

Tehtdvi 7. Olkoon X # (, ja olkoon * joukon X assosiatiivinen laskutoimitus.
Osoita:

(1) Jos alkiolla ¢ € X on kiénteisalkio, se on yksikésitteinen.

(2) Jos alkiolla g € X on kidénteisalkio, se on alkion g ainoa vasen kddnteisalkio
Tehtiva 8. Olkoot (A, *) ja (C,®) laskutoimituksella varustettuja joukkoja ja ol-
koon f: (A, *) — (C,®) homomorfismi. Osoita:

(1) Jos B C A on vakaa, niin f(B) C C on vakaa.

(2) Jos B C C on vakaa, niin f~!'(B) C A on vakaa.

Tehtédva 9. Olkoon h: (E, %) — (E',®) surjektiivinen homomorfismi. Osoita: Jos
* on assosiatiivinen, niin ® on assosiatiivinen.

6Vihje: Kannattaa kerrata lineaarialgebran tietoja. Assosiatiivisuuden puuttumisen voi nihdi
esimerkiksi tarkastelemalla standardikantavektorien keskiniisid tuloja.
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