Potentiaalikuoppa, tyoohje
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Johdanto

Kvanttimekaniikassa potentiaalikuopalla tarkoitetaan jarjestelmas, jossa hiuk-
kasen liike on rajoitettu ddrelliseen alueeseen. Tédstd seuraa ominaisenergian
kvantittuminen; sidotun hiukkasen kokonaisenergialla on vain tietyt (diskree-
tit) mahdolliset arvot, joita se voi saada. Erona klassiseen mekaniikkaan on, ettd
klassisesti sidotulla hiukkasella voi olla miké tahansa kokonaisenergia.

Klassisen fysiikan ja kvanttifysiikan eroa voidaan hahmottaa esimerkiksi ver-
taamalla elektronin liikettd protonin sdahkokentdssd (vetyatomi) ja asteroidin
liikettd auringon gravitaatiokentédssd. Seké elektroniin ettd asteroidiin vaikuttaa
matemaattisesti samankaltainen voima, silld gravitaatio ja sdhkdmagneettinen
voima ovat kddntden verrannollisia etdisyyden nelioon. Kuitenkin elektroni
voi olla vain tietyilld energiatiloilla, mistéd johtuen havaitaan esim. Lyman- ja
Balmer-sarjat vetyatomin spektrissa elektronin siirtyessa tilalta toiselle. Asteroi-
din liikettd ei sen sijaan ole rajoitettu tietyille ominaistiloille auringon ymparilla,
vaan silld voi olla miké tahansa kokonaisenergia ja mikéd tahansa rata.

Klassista ja kvanttimekaanista systeemid kuvataan erilaisella matematiikalla.
Kun klassisessa mekaniikassa kappaleen liikettd voidaan kuvata Newtonin la-
eilla tai Hamiltonin mekaniikalla, kuvataan kvanttimekaanista systeemid Schro-
dingerin yhtédlolla. Tassa tyossa kisitellddn ajasta riippumatonta Schrodingerin
yhtélod, joka on Diracin notaatiossa

Hv) = E ), (1)

jossa E on tilan |¢)) ominaisenergia ja H on Hamiltonin operaattori, joka voi-

daan kirjoittaa yleisesti H = % + V. Paikka-avaruuteen siirrytian sulkemalla
yhtdlo vasemmalta puolelta paikkatilalla (x| ja kdyttamalld yksikkooperaattorin



esitystd yhdessa ulottuvuudessa [ = [ dz’ [2/)(2’|. Merkitsemalla (z|¢)) = ¢(x)
saadaan yhtdlo
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jossa V' (z) on nyt paikasta riippuva potentiaali. Klassisessa mekaniikassa Ha-
miltonin operaattorin H vastine on liike- ja potentiaalienergian summa eli
kokonaisenergia. Operaattori // on ominainen kvanttisysteemille, mutta Schro-
dingerin yhtdlon ratkaisuna saadaan yleensd useampi aaltofunktio ¢ (x) ja
kokonaisenergia F, joita kutsutaan systeemin ominaistiloksi (tai ominaisvekto-
reiksi, ominaisaaltofunktioiksi, orbitaaleiksi, jne) ¢,,(x) ja ominaisenergioiksi
(tai ominaisarvoiksi, jne) E,.
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Potentiaalikuopat fysiikassa

Monimutkaisetkin atomifysiikan ja materiaalifysiikan monen kappaleen kvant-
tisysteemit voidaan yleensd kuvata yksinkertaiselta nayttavan Hamiltonin ope-
raattorin avulla. Kuitenkin jotta ominaistilat voitaisiin ratkaista Schrodingerin
yhtalostd, taytyy potentiaalikuopan muoto tuntea tai sille pystyd esittdimdan
jokin mahdollisimman hyva arvio. Yleensd Schrodingerin yhtdlo pystytaan
ratkaisemaan analyyttisesti vain hyvin yksinkertaisissa tilanteissa [1], kuten ve-
tyatomille. Monimutkaisemmissa tapauksissa yhtélo joudutaan ratkaisemaan
numeerisesti ja useamman hiukkasen jdrjestelmissa kdyttiméaan erilaisia ap-
proksimaatiota, jotta edes yhtdlon numeerinen ratkaisu olisi mahdollista. Eri-
laisia approksimaatiomenetelmiad on kehitetty lukuisia, ja monen kappaleen
kvanttimekaniikan tutkimuksesta on jaettu useita Nobelin palkintoja fysiikassa
ja kemiassa [2-4].

Erilaisia kvanttisysteemejd voidaan kuvata kdyttden erilaisia potentiaalikuop-
pia ja hiukkasia. Esimerkiksi ydinfysiikassa kdytetddn Woods-Saxon-potentiaa-
lia [5], joka on kulmistaan pyoristetyn laatikkopotentiaalin kaltainen, kuvaa-
maan vahvan vuorovaikuksen aiheuttamaa sidosvoimaa protoneihin ja neutroi-
neihin. Atomin elektroneiden kokema potentiaali on positiivisesti varatun yti-
men aiheuttama Coulombin potentiaali [6], jota voidaan approksimoida melko
tarkasti harmonisella potentiaalilla. Kaksiatomisten molekyylien vérédhtelyille
kaytetddn yleisesti Morse- tai Lennard—Jones-potentiaalia [6], joka muistuttaa
vinopohjaista laatikkopotentiaalia. Materiaalifysiikassa kdytetddn erimallisia



jaksollisia potentiaalikuoppia kuvaamaan atomeita hilassa seka ddrellisid esteita
tai askelmia kuvaamaan puolijohteiden rajapintoja.

Tilojen ominaisenergiat eivét ole ainoa tieto, joka saadaan ratkaisemalla sys-
teemid kuvaava Schrodingerin yht&lo. Ominaisenergioiden lisdksi systeemin
ominaistilojen symmetrialla (pariteetilla) on tiarked rooli fysiikassa. Esimer-
kiksi atomifysiikassa ominaistilojen symmetria méaaraa, mille tiloille elektroni
voi itsestddn siirtyd tai minne se voidaan valon, esimerkiksi laserin, avulla
virittdd. Kemiassa kovalenttiset sidokset ovat kahden atomin ominaistilojen
yhdistymistd, johon vaikuttavat voimakkaasti sekd atomien ominaisenergiat
ettd ominaistilojen eli orbitaalien muoto.

Esimerkki ominaistilojen symmetrian merkityksestd atomin kdytokseen 16y-
detddn kurssillakin ratkaistusta vetyatomista. Vetyatomin ensimmaiselle viri-
tystilalle saadaan kaksi energialtaaan tismaélleen saman suuruista ratkaisua
(kurssikirjassa merkinndilld 1200 ja 1210 [7]]), joita kutsutaan yleisesti 25- ja 2P-
tiloiksi. Kun elektroni siirtyy ylemadlta tilalta 2P perustilalle 1S, emittoituu
fotoni, jota kutsutaan Lyman-alfaksi. Vastaavasti elektroni voidaan virittda
Lyman-alfa-fotonin avulla perustilalta viritystilalle 2P. Sen sijaan siirtymiit tilo-
jen 2S5 ja 1S vililld ovat kiellettyja tilojen saman symmetrian takia, minka takia
tilalta toiselle ei voida siirtyd emittoimalla tai absorboimalla fotoni. Todenna-
koisyys P4_, siirtyd elektroniselta tilalta A tilalle B fotonin avulla on nimittdin
verrannollinen paikka-avaruusintegraaliin

Pacn o [l = | [ @z us@avn@) ®)

joka on nolla (eli siirtyma on kielletty), jos % (7)1 5(Z) on parillinen funktio.

Teoria, ratkaisu ja virhe

Tyossd puhutaan monista eri késitteistd, kuten teoriasta, analyyttisestd lausek-
keesta, analyyttisestd ratkaisusta ja numeerisesta ratkaisusta, joita on syyta
selventdd. Erddn méddritelman mukaan teoria on maailmaa kuvaava malli. Fysii-
kassa mallilla voidaan tarkoittaa matemaattista lauseketta, joka pystyy kuvaa-
maan havaittavaa ilmiotd. Kaikki késitteet eivét kuitenkaan ole yksiselitteisesti
madriteltyjd; esimerkiksi teorian tuomiin vaikeisiin matemaattisiin ongelmiin
kaytettyjd approksimaatioita voidaan toisinaan kutsua myos teorioiksi.

Teorian paikkansapitdvyys varmistetaan kokeellisilla mittauksilla, joiden tulee
vastata teorian antamia ennustuksia. Teoria voi koostua analyyttisistad lausek-
keista (kuten tdssd tapauksessa Schrodingerin yhtédlostd, joka siséltda tiedon
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tutkittavan potentiaalikuopan muodosta), joiden ratkaisuna saadaan mitatta-
vissa olevia suureita (kuten tdsséd tydssd kvanttisysteemin ominaisenergiat).
Mitattavat suureet voidaan saada teoriasta joko ratkaisemalla lauseke analyyt-
tisesti kynaélla ja paperilla tai, mikéli analyyttinen ratkaiseminen ei onnistu,
numeerisesti. Lausekkeen ratkaisua voidaan helpottaa tekemdlld erilaisia ap-
proksimaatioita, jotka kuitenkin lisddvat ratkaisun virhetta.

Ratkaistun suureen virhe koostuu seka teorian virheestd ettd ratkaisun virhees-
td. Virheiden yhteisvaikutusta voidaan verrata kokeelliseen tulokseen teorian
paikkansapitdvyyden varmistamiseksi. Ndiden kahden eri virheldhteen suu-
ruusluokat on hyva pitdd aina mielessd. Ei ole mielekédstd yrittdd ratkaista
lauseketta kymmenen desimaalin tarkkuudella, jos teoria antaa korkeintaan
oikean kertaluokan. Toisaalta, jos teoria toimii hyvin, ratkaisun ja approksimaa-
tioiden virhe voi olla merkitsevin, kuten useissa ongelmissa monen kappaleen
kvanttimekaniikassa.

Tdssd tyossa ratkaistuja suureita ei voida verrata mitattuhin suureisiin, joten
teorian virhettd ei pystytd arvioimaan. Kuitenkin se, ettd ty0ssa osa tilanteista
voidaan ratkaista seké tarkasti analyyttisesti ettd numeerisesti, mahdollistaa
numeerisen ratkaisun virheen arvioimisen. Numeerista virhettd on seké syste-
maattista ettd satunnaista aivan kuten kokeellisissa mittauksissakin.

Tyon suoritus

Tyon tavoitteena on verrata erimuotoisten potentiaalikuoppien analyyttisid ja
numeerisia ratkaisuja sekd pohtia, mihin tilanteisiin kukin ratkaisumenetelma
soveltuu parhaiten. Erityisesti tutustutaan differentiaaliyhtdldiden numeeriseen
ratkaisemiseen.

Tyon teoreettisessa osassa ratkaistaan tasapohjaisen ddrettoméan syvan poten-
tiaalikuopan ominaisenergiat ja aaltofunktiot analyyttisesti kuopille, joiden
leveydet ovat L = 10 ja L = 20. Schrodingerin yht&lossa kdytettdva potentiaali

on siis muotoa
00, |z| > £,
V(r) = : 4)
{0, z| < L.

Tamaé osa on asetettu esitehtdviksi. Apua tehtdvadn saa ainakin kurssikirjas-
ta [7].

Sen jédlkeen tutustutaan héiridteoriaan (ks. jdlleen esim. [7]]) ja lasketaan hairio-
teorian ensimmadisen kertaluokan approksimaation avulla ominaisenergiat, kun
potentiaalikuoppaan on lisdtty porras. Kun ajatellaan, ettd hadirioton systeemi
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on ddretdn tasapohjainen kuoppa, porras voidaan nidhda hairiond. Potentiaali
on siis nyt V(z) 4+ V,(z), jossa
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Leveydet pidetddan samoina, eli L = 10 ja L = 20. Ensimmadisen asteen hdirio-
teorian mukainen energia F,, saadaan yhtalosta

E,=E9Y +EL = EO® 4 / dz O (2)V, (2) ) (2), (6)

(0)

missd E,’ on hdirioton energla ]a EY hairisteorian korjaus, joka saadaan

hairisttomisti aaltofunktioista ¢\, ja héirio- eli porraspotentiaalista.

Tyon numeerisessa osassa etsitddn teoriaosaa vastaaville potentiaaleille omi-
naisenergiat ja ominaistilat tietokoneella. Jotta numeeriikkaa ei tarvitse tehda
alusta asti itse, tyon tekemistd varten on kirjoitettu valmiiksi Schrodingerin
yhtdlon ratkaisija Python-ohjelmointikielelld. Sen kdyttoonotto kuvataan alla.

Numeeristen ratkaisujen tarkkuutta voidaan arvioida vertaamalla ohjelman tu-
loksia tarkkoihin analyyttisiin ratkaisuihin tasapohjaisesta potentiaalikuopasta.
Vertailua helpottamaan valitaan yksikot siten, ettd voidaan unohtaa erindiset va-
kiot, eli asetetaan /2 = 1ja m = 1. Tamén jalkeen voidaan arvioida héiriteorian
toimivuutta vertaamalla porraspotentiaalista numeerisesti etsittyjd energioita
niihin, jotka lasketaan ensimmadisen asteen héiriteorialla (yhtilo (6)). Valitaan
portaan korkeudeksi § = 1. Vertaile ainakin kahdeksaa alinta tilaa.

Python-koodi ja Jupyter-ymparistd potentiaalikuopalle

Numeriikka on toteutettu Pythonin avulla, erityisesti kdyttden tehokkaita num-
py ja matplotlib -paketteja. Kun aloitat tekemé&an tyotd, on suositeltavaa katsoa
ensin Jupyter -ympaéristoon tehtyd dokumenttia. Jupyterissa on mahdollista
sekoittaa tavallista IXTEX-formatoitua tekstid ja ajettavia koodiosioita. Siksi on
luontevaa esitelld numeriikkaan liittyvid yksityiskohtia sielld eika tdssd monis-
teessa. Voit tehdd tyon kahdella tavalla:

Vaihtoehto A: Google Colaboratory -pilvipalvelu.
Googlella on koneoppimiseen tarkoitettu Jupyter-pohjainen pilvipalvelu ni-
meltd Colab. Paina tata linkkid (tai mene tyon kotisivulle ja etsi sieltd linkki).
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https://colab.research.google.com/drive/1kpb70f949tMEv1_EVc2g3wEU0ZQGqEiz?usp=sharing
http://users.jyu.fi/~kasuukka/FYSA2031/

Kirjaudu sisdan student.jyu.fi -osoitteellasi tai muulla Google-tililldsi. Saat etee-
si koodin, mutta et voi muokata sitd saati edes ajaa sen osia. Tdmé korjaan-
tuu valitsemalla yldpalkista “’File” ja sen alta “’Save a copy to Drive”, jolloin
saat muokattavan kopion, joka tallentuu automaattisesti tilisi Google Drive
-palveluun.

Vaihtoehto B: lokaalit asennukset.

Voit tietenkin tehda tyon tdysin omalla koneellasi, kunhan sinulla on Python
3:n asennus ja em. paketit. Esimerkiksi Anaconda sisédltda kaiken tarpeellisen.
Téssd tapauksessa lataa .py (pelkka Python) tai .ipynb (Jupyter) -tiedosto omalle
koneellesi tyon kotisivuilta.

Tyoselostus

Tyosta kirjoitetaan arvosteltava tydselostud]] Tydselostus voi noudattaa nor-
maalia tyoselostuksen rakennetta, kunhan luku Mittauslaitteisto ja kokeelliset
menetelmét korvataan luvulla Numeeriset menetelmét. Tassa luvussa on syy-
td kuvata numeerisia menetelmia niin yksityiskohtaisesti, ettd lukija pystyisi
halutessaan kehittdimddn numeriikan itse ja toisintamaan tulokset. Muista se-
lostuksista poiketen esimerkkisijoitukset sekd kansilehden kohdan Ty6 mitattu
voi jattda pois.

Yhteenvetona tyoselostuksesta tulee 16ytya seuraavat kohdat:

1. Schrodingerin yhtédlon ratkaisu ddrettdomén syvin tasapohjaisen potenti-
aalikuopan tapauksessa vilivaiheineen. Esitehtava!
2. Hairidteorian antamat ensimmadisen kertaluvun korjaukset ominaisener-

gioihin porraspotentiaalille vélivaiheineen.

e  Vapaaehtoisesti voi my0s tutustua toisen kertaluvun korjauksiin,
mikd huomioidaan arvostelussa lisdpisteelld. Yhtélailla voi tutkia
my0s muitakin potentiaaleja kuin porraspotentiaalia.

3. Kuvaus numeerisista menetelmistd: Eulerin menetelma differentiaaliyhta-
16ille sekd Schrodingerin yhtdlon numeerinen ratkaisu.

e  Hyvilta selostukselta vaaditaan my6s kuvaus siitd, mitkd ovat ohjel-
man tarkeimmaét parametrit (asetukset) ja mihin ne vaikuttavat.

e Nyt koodissa kdytetddn Eulerin menetelmé&a differentiaaliyhtdlon
ratkaisemiseen, mika on yksinkertaisin mutta myos epédtarkin mene-
telmd. Bonuspisteitd max 2 kappaletta, jos tutustut neljainnen asteen
Runge-Kutta menetelméaan selittden sen selostuksessa ja implemen-
toiden sen koodiin.

1. Pisteytystaulukko on sama kuin normaalilla selostusty6lld, mutta mittauspoytékirjan nelja
pistettd jaetaan tasan sekd numeeristen menetelmien ettd johtopdétoksien pisteisiin.


https://www.anaconda.com/products/individual
http://users.jyu.fi/~kasuukka/FYSA2031/
https://www.jyu.fi/science/fi/fysiikka/opiskelu/tyoosasto/laboratoriotoiden-arvostelu-ja-pisteytys

Numeeristen ratkaisujen vertailu analyyttisiin ratkaisuihin tasapohjaises-
ta potentiaalikuopasta (kun L = 10ja L = 20, kahdeksan alinta tilaa) ja
arvio tdméan avulla ohjelman antamien tuloksien tarkkuudesta. Valitse
jarkeva tapa virheen esittdmiseen.

Numeeristen ratkaisujen vertailu hdiriteorian antamiin energia-arvoihin

porraspotentiaalin tapauksessa. Pohdi:

e  Milloin ensimmadisen kertaluvun approksimaatio toimii?

e Mitd tapahtuu, jos ominaisenergia on paljon pienempi tai paljon
suurempi kuin portaan suuruus?

e  Voidaanko porraspohjaisen potentiaalikuopan ominaistiloja kuvata
héiridteorian avulla? Entdpa pelkdn ddrettoman syvan tasapohjaisen
potentiaalikuopan avulla? Miksi ja milloin?

e  Sisdltyyko ominaistiloihin fysikaalisesti merkityksellista tietoa?

Saatesanat

On syytd muistaa, ettd vaikka tyo poikkeaakin tavallisesta oppilaslaboratorion
tyostd, tydosaston yleisid sddntdjd on noudatettava. Tama koskee erityisesti
tyoselostukseen liittyvid muoto-ohjeita.

Kaikenlainen rakentava palaute tyostd, tydohjeesta, tehtdvanannosta, yms. on
todella hyddyllistd ja otetaan ilolla vastaan. Jos tyon suorituksessa on ongelmia,
neuvoa kannattaa niin kanssaopiskelijoilta kuin ty6td ohjaavalta assistentilta.
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