Harjoitusten 1 tehtava 4. Todistus ei olekaan aivan niin suoraviivainen kuin olen luullut.
Sama pétee monisteen s. 3 toteamukseen r. 5. Ao. todistus mukailee Billingsleyn todistusta
(Billingsley, 1979, s. 22). Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan todennékoisyytta

P((a,b))=b—a, 0<a<b<L1.

Olettamukset:
i=1
A = U(aijabij]v (aij, big] N @iy, big] = 0, 5 # 5"
j=1
Vaite:

iP(Ai) = 1.

Viite seuraa kahdesta aputuloksesta. Oletetaan puoliavoimet vélit (ag, by, joita voi olla dérelli-
nen tai numeroituvasti dareton méaara. Kun vélit ovat erillisia pétee

Uk(ak, bk] C (a,b] = Z(bk — ak) <b-—a. (1)

Mille tahansa puoliavoimille véleille patee

(a,b] C Uk(ar, be] = > (b —ax) > b—a. (2)

(1): Oletetaan aluksi, ettd véleja on &darellinen méaara n kpl. Kéytetddn taydellistd induk-
tiota. Tapaus n = 1 on selvd. Oletetaan, ettd tulos pétee arvolla n — 1. Voimme olettaa
yksinkertaisuuden vuoksi, ettd a, = maxy a,. Koska vilit ovat erillisia

n—1
U (an, ] C (a,an],
k=1
ja induktiohypoteesin perusteella
n—1
Z(bk —a) < a, —a.
k=1

Siis > p_, (b — ax) < (an —a) + (b, — a,) = b, —a <b—a.

Jos vileja on ddreton madra, niin jokaisella n:n arvolla

(@, be] € (a,b],

k=1



joten > 7, (by — ax) < (b— a) jokaisella n:n arvolla. Viite pétee siis my6s silloin, kun n — oo.

(2): Oletetaan taas aluksi, etta vilejd on ddrellinen madra n. Kaytetdédn tdydellistd induktiota.
Tapaus n = 1 on taas selvid. Oletetaan, ettd tulos pétee arvolla n — 1. Selvéstikin b kuuluu
jollekin valille. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, etta a, < b < b,. Jos a, < a, viite pétee.

Muussa tapauksessa
n—1

(a,an) € (b,

k=1

joten induktio-olettamuksen nojalla SX7—1 (by — ax) > a, — a. Siis Y7, (by — ax) > (a, — a) +
(b, — an) = b, —a > b — a. Adrellinen tapaus on todistettu.

Oletetaan nyt, ettéd vileja on ddreton médrd. Valitaan sellainen e, ettd 0 < € < b — a. Silloin

[a+e,b] C | J(ag, by +€27%).

(@

k=1

Yo. unioni on suljetun vilin [a + €, b] avoin peite. Heine-Borelin lauseen nojalla on olemassa
ddrellinen osapeite, joka myos siséltaa vilin [a + €, b]. On siis olemassa sellainen n, etté

n

[a+¢€,b] C U(ak, by, + €27F).
k=1

Téasta seuraa, etta patee myos

n

(a+¢b] C U (an, b + €27,
k=1

johon voimme soveltaa todistamaamme aérellistd tapausta. Siis
n o
b—(a+e)§Z(bk+62_k—ak Zbk—ak
k=1 k=1

Tama pétee kaikilla 0 < € < b — a, joten antamalla € — 0 saamme véitteen todistetuksi.

Alkuperéinen tilanne on se, etté

0o NG

U U(ai; b = (0, 1.

=1 j5=1
Aputuloksista seuraa, ettd viitteemme pitdd paikkansa, silla
=23 ) = Yo
i=1

i=1 j=1
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Luullakseni riittda, ettd funktio F' on kasvava (= ei vdhenevd), oikealta jatkuva (kuten Jari
Miettinen huomautti) ja F'(1)—F(0) = 1. Ed. todistus voidaan kuitenkin laajentaa tilanteeseen,
missé F' on jatkuva kaikissa pisteissd x € (0, 1] ja oikealta jatkuva origossa.

P <U Ai) = >0 D (F () - Fla).

Koska unionin kuvajoukko on kuvajoukkojen unioni, niin

F (U Az) = Urea) = JUFGay), Floy)]

Jalkimmainen yhtalo seuraa siitd, ettd F' on kasvava ja oikealta jatkuva. Toisaalta

F <U Ai) = F((0,1)) = (F(0), F(1)].

Eo. todistus pétee, kun tarkastellaan véleja (F'(a;;), F'(b;;)] ja (F(0), F(1)].



