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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa tarkastellaan tensoritomografiaa erityisesti negatiivisessa
kaarevuudessa. Keskiossa on erityisesti rontgenmuunnos m-asteen symmet-
risille tensorikentille Riemannin pinnalla. Kyseinen muunnos on yleistys ns.
tavallisesta rontgenmuunnoksesta. Toisin kuin tavalliselle rontgenmuunnok-
selle, jolle voi kysyé sen injektiivisyytta ja saada myonteinen vastaus, kunhan
avaruuden rakenne ja tarkasteltavien funktioiden joukko on oikea, niin tassé
tapauksessa, jos m > 1, niin vastaus tulee olemaan kielteinen. Téassa luon-
tevaa onkin kysya, mita sitten voitaisiin saada selville tarkasteltavasta ten-
sorikentasta. Tata varten tarkastellaankin muunnoksen solenoidista injektii-
visyytta, eli selvitetdadn ovatko ns. gradientista tulevat tensorikentat ainoat,
jotka kuvautuvat nollaksi. Tamé tarkoittaisi, ettd kentan solenoidinen osa
olisi selvitettdvissa. Tahdn voi myos sisdllyttaa tavallisen rontgenmuunnok-
sen funktioille tulkitsemalla oikein tapaus m = 0.

Tutkielmassa késitelladn aluksi tomografian kannalta tarkeitda geometri-
sia késitteitd, joista tarkeimpénd on yksinkertainen Riemannin monisto. Té-
mén jalkeen siirrymme tarkastelemaan kaksiulotteisten Riemannin monisto-
jen rakenteita, joista padasemme Riemannin pintaan esittelemalld komplek-
sisten monistojen teoriaa. Tata seuraa analyysityokalujen erityisesti Fourier-
analyysin kehittdminen Riemannin pinnalla.

Lopulta pddasemme osoittamaan kuljetusyhtalon avulla, ettd rontgenmuun-
nos on solenoidisesti injektiivinen sileilld funktioilla yksinkertaisella Rieman-
nin pinnalla. Taman jalkeen tarkastellaan myos hieman useamman ulottu-
vuuden ja yleisen kaarevuuden tapausta.
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Johdanto

Rontgentomografiassa fysikaalisesti pyritadn muodostamaan kappaleesta ront-
genséiteilyn vaimenemisen profiili, josta voidaan sitten nidhda kappaleen si-
sdista rakennetta ilman, etta kappaletta tarvitsee rikkoa. Mittausjarjestelysséa
ammutaan siis rontgensateilya kappaleen lapi ja mitataan sateilyn intensi-
teetti sen lapaistyd kappale, jota verrataan intensiteettiin alussa. Téata tois-
tetaan eri suunnista ja saadusta datasta muodostetaan kokonaiskuva. Kuva
1 havainnollistaa téta ideaa.

Kuva 1: Rontgentomografiamittaus. Suorat viivat kuvaavat rontgenséteita,
jotka ammutaan kiekon reunoilta ja séteilyn intensiteettiero alun ja lopun véa-
lilld mitataan. Ero kuvaa kappaleen kykya vaimentaa sateilya ja matemaat-
tisesti tdmé mittaus antaa kappaleen pisteittaistd vaimenemista kuvaavan
funktion integraalin suoran yli.

Luontevaa on nyt kysya, miten tdma onnistuu. Toisaalta matematiikassa
ensimmainen kysymys on itse asiassa, onko tamé edes mahdollista? Klassi-
seen tomografian ongelmaan voi tutustua esimerkiksi lahteesta [5]. Tutkiel-
massa tarkastellaan kuitenkin ongelmaa monistoilla pohjautuen lahteeseen
[11]. Matemaattisesti tdméan voi muotoilla seuraavasti:

Ongelma 1 (Geodeettisen rontgenmuunnoksen yksikésitteisyys). Jos tie-
ddmme Riemannin monistolla (M, g) maaritellyn tuntemattoman funktion f
integraalin maksimaalisten geodeesien yli, niin tieddmmeko funktion f yk-
sikésitteisesti? Toisin sanoen, onko réontgenmuunnos Riemannin monistolla
(M, g) injektiivinen?



Edellinen ongelma on vield hieman epaméarinen ja itse asiassa ilman li-
sdtietoja moniston rakenteesta emme osaa vastata tdhan. Jos kuitenkin ole-
tetaan, ettd monisto on yksinkertainen, niin vastaus on myonteinen. Mainit-
takoon, etta téssé yksinkertainen on myos tekninen termi, joka maéritelladan
myohemmin. Erityisesti, jos monistolla on negatiivinen kaarevuus, niin to-
distus on melko vaivaton. Lineaarisuuden nojalla tarvitsee itse asiassa osoit-
taa, ettd rontgenmuunnoksen ydin on triviaali eli sisdltdd vain nollafunktion.
Olemme kuitenkin kiinnostuneet hieman yleisemmaésté ongelmasta, joka laa-
jentaa edellisen tensorikenttiin. Téassa kuitenkin edellisen ongelman muotoilu
on jo alkujaan tuhoon tuomittu, silla tensorikenttiin lajennettu rontenmuun-
nos ei ole koskaan injektiivinen, silla osoittautuu, etté tensoriin voidaan li-
satda minka tahansa silein alemman kertaluvun tensorin gradientti. Voimme
tdméan johdosta kuitenkin kysya seuraavaa:

Ongelma 2 (Tensoritomografian solenoidinen injektiivisyys). Jos tieddmme
Riemannin monistolla (M, g) maaritellyn tuntemattoman m-tensorikentan f
rontgenmuunnoksen, niin tiedeimmeko sen solenoidisen osan?

Ongelman 1 tapaan tassakin tarvitaan lisdtietoa moniston rakenteesta.
Tasséd solenoidinen on siis se osa tensorikenttad, joka ei tule gradientista.
Ongelmassa 1 pyritdan osoittamaan, ettd rontgenmuunnoksen ydin on trivi-
aali, mutta tdssa pyritaan nayttdméan, etta se sisaltda vain alemman kerta-
luvun tensorikentin gradienteja. Yleensakin lineaarioperaattorin ymmaérté-
miseksi ydin on yksi keskeinen tiedon palanen. Ongelmassa 2 myos negatiivi-
nen kaarevuus on hyodyllinen tieto, mutta téassa itse asiassa osataan todistus
tehda yleisemmin 2-ulotteisissa Riemannin monistoissa, kun taas ylemmissé
ulottovuuksissa tarvitaan enemman. Téssa pro gradu -tutkielmassa pyritaan
nimenomaan tata ymmartamaan.

Manittakoon, ettd inversio-ongelman kannalta pelkdstdan injektiivisyys
(tai solenoidinen injektiivisyys) on vain ongelman ratkaisun kannalta ensim-
mainen vaihe. Talla pyritdan siis vastaamaan kysymykseen, olisiko ainakin
teoriassa mahdollista mitata jotain epasuorasti siten, etta mittausdata antaa
yksikésitteisen ratkaisun. Tama ei valttdmatta anna esimerkiksi menetelmaé
laskea datasta mitattava asia. Olisi periaatteessa myds hyvé, jos voitaisiin
antaa jonkinlainen rekonstruktiokaava tai -algoritmi. Taméa ei tosin kovin
yleisessa tapauksessa onnistu helposti, mutta ainakin klassisessa tilantees-
sa sopivin oletuksin saadaan réntgenmuunnokselle vasen kadnteiskuvaus [5].
Toisaalta olisi my6s hyva, ettd mikali mitattavat asiat olisivat jossain mieles-
sé lahella toisiaan, niin myos niista saatu data olisi jossain mielessa lédhella.
Tata kutsutaan stabiilisuudeksi ja teoriassa siihen liittyy esimerkiksi tutkiel-
man tapauksessa tietyn laisia estimaatteja sopivien normien suhteen. Léh-
teessd [11] on esitetty erilaisia stabiilisuustuloksia. Emme tule kuitenkaan
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kasittelemaan rekonstruktiota ja stabiilisuutta, mutta mainittakoon, etta ne
ovat inversio-ongelmien kannalta térkeita yksityiskohtia.



1 Riemannin geometriaa

Tassa esitelladn muutamia tutkielman kannalta olennaisia Riemannin geo-
metrian ja rontgentomografian kéasitteitéd ja tyokaluja. Kaikkea ei méaaritella
tasmaéllisesti, eikd kaikkea todisteta. Luvun sisélto pohjautuu kirjoihin [10] ja
[11]. Erityisesti on hyvé etukéteen tuntea miké on siled monisto, tangenttia-
varuus, tangenttikimppu, tensorikentté, differentiaali ja niihin liittyva muu
peruskasitteisto. Myos tilavuusmuodoista ja integroinnista monistolla on hy-
va tuntea perusteita. Lukija voi nahda, etta joittenkin asioiden tasméllisem-
paa kasittelya valtellaan, koska keskiossd on muunnoksen solenoidinen in-
jektiivisyys ja tyokalujen kdyton intuitiivinen perusta eiké jokaisen differen-
tiaaligeometrian yksityiskohdan ymmértdminen. Lukija kuitenkin pyritdan
ohjamaan lahteisiin, joista tyokaluihin voi tutustua tarkemmin.

1.1 Riemannin monistot

Emme méarittele sileia monistoa, mutta tarkastelemme rontgentomografiaa
Riemannin pinnalla, joten maérittelemme Riemannin moniston ja sen geo-
deesit, silld ne ovat tdman kannalta keskeisia peruskésitteité.

Maaritelma 1.1 (Riemannin monisto). Riemannin monisto (M, g) on siled
monisto M varustettuna siledlld (0, 2)-tensorikenttélld ¢, joka indusoi sisé-
tulon tangenttiavaruuksiin.

Emme uppoudu tdman syvemmalle Riemannin moniston méaritelméan
vaan jatdmme perusteisiin tutustumisen lukijalle esimerkiksi ldhteestéd [10].
Tutkielman kannalta tosin on tehtdvd muutama oletus Riemannin monis-
tosta. Oletamme, ettd monisto on kompakti, yhtendinen, suunnistuva, sileé-
reunainen ja vahintddn 2-ulotteinen. Kompaktius on yksi tapa varmentaa,
ettd rontgenmuunnos saadaan hyvin méariteltya ja intuitiivisesti kuvaa sité,
ettd mittaamme jonkun &arellisen kokoisen kappaleen rakennetta. Epakom-
paktia tapausta on kuitenkin tutkittu ja sellaiseen voi tutustua esimerkiksi
lahteesta [12]. Yhtendisyys ei rajoita juuri tilannetta, silld epayhtendisen mo-
niston komponentit voi ajatella erillisiksi omiksi monistoiksi. Suunnistuvuus
ja siledreunaisuus varmistaa tietynlaisen saénnollisyyden. Se, ettd monistolla
on reuna taas viittaa siihen, ettd rontgensdde lahtee reunalta. Reuna tosin
aiheuttaa teknisia haasteita, joista suurimmasta osasta padstaan eroon seu-
raavan lemman avulla.

Lemma 1.2 (Suljettu laajennus). Jokainen kompakti siledreunainen Rie-
mannin monisto (M, g) voidaan isometrisesti upottaa suljettuun monistoon

(N, 9).



Todistuksen idea. Idea on “liimata” monisto itseenssd reunaa pitkin. Katso
kirjan [11] esimerkki 9.32. O

Edellisessa lemmassa suljettu monisto tarkoittaa kompaktia reunatonta
monistoa. Isometria on puolestaan Riemannin metriikan mielessia. Kuvaus
¢ : (My,91) — (M, g2) on Riemannin isometria, jos ¢*gs = g, missé siis
otetaan niin sanottu alkukuvametriikka (eng. pullback metric, katso esimer-
kiksi [10]). Nyt siis voimme aina ajatella, ettd tarkasteltava kompakti reunal-
linen monisto on osa isompaa kompaktia reunatonta monistoa. Huomionar-
voista on myos, etta suljettuja laajennuksia on useita, mutta valinnalla ei ole
merkitysta tdman tyon tulosten erityisesti lauseen 3.10 kannalta. Tulemme-
kin usein viittaamaan tdmén lemman suljettuun laajennukseen, jolloin sen
ajatellaan olevan kiinnitetty. Laajennus on tekninen helpotus.

Seuraavassa huomautuksessa taas perustellaan, miksi on olennaista olet-
taa, ettd monisto on viahintadn 2-ulotteinen.

Huomautus 1.3 (Yksiulotteinen rongtenmuunnos reaaliakselilla). Sileén funk-
tion f: [a,b] — R rontgenmuunnos I f on sen integraali

If = /ab f(z)dz.

Tama antaa siis lineaarikuvauksen I : C*([a, b]) — R. Nyt on helppo néhd4,
ettd I f = 0 ei takaa, ettd f = 0, eli muunnos ei ole injektiivinen. Kuitenkin
funktio g: [a,b] — R,
x
g@) = [ far
on analyysiin peruslauseen nojalla siled ja ¢’ = f. Koska lisiksi If = 0 on
yhtépitavaéd g(a) = 0 = g(b) kanssa, niin pétee, ettd I on itse asiassa triviaa-
listi solenoidisesti injektiivinen siina mielessé, mité se tassé tapauksessa juuri

tarkoittaa, silla huomautuksella, etta yksiuloteisessa tilanteessa tensorit ovat
kaytdnnossé skalaarifunktioita.

Maaéritellaédn sitten kéyrén pituus ja etdisyys Riemannin monistolla.

Maaritelma 1.4 (Kéyrdn pituus ja etdisyys). Olkoon (M, g) yhtendinen
Riemannin monisto. Paloittain siledn kayran ~ : [a,b] — M pituus on

b
L) = [ ).
ja kahden pisteen x,y € M vilinen etaisyys on

dg(x7 y) = lnf Lg (’y)a

missd infimum otetaan kaikkien pisteiden x ja y yhdistédvien paloittain silei-
den kéyrien yli.



Huomautus 1.5. Osoittautuu, ettd etdisyyden maédritelméa on hyvin asetel-
tu (katso [10] propositio 2.50). Lisiksi mééritelmén etdisyys antaa todella
metriikan monistolle, joka vielapéa indusoi saman topologian kuin monistolla
alunperin ([10] lause 2.55).

Seuraavaksi méaritellaan geodeesit geodeettisen yhtalon ratkaisuina. Yh-
tdalon idea on se, ettd se on tavallaan pituusfunktionaalin Euler-Lagrangen
yhtélo ([6] propositio 2.2). Voidaan my6s osoittaa, ettd geodeesit ovat lokaa-
listi minimoivia kayri& ([10] lause 6.15).

Mairitelma 1.6 (Geodeesi ja geodeettinen yhtldlo). Geodeesi on kayra 7,
jolle patee lokaaleissa koordinaateissa geodeettinen yhtalo

A+ Tya?t =0,
missa Fz-k = %g“((?kglj + 0;gir — O1g;jx) on Christoffelin symboli.

Huomautus 1.7 (Einsteinin summauskonventio). Geodeesin maédritelméssa
olemme ottaneet kayttoon Einsteinin summauskonvention eli indeksin esiin-
tyessé kerran yla- ja alaindeksina tarkoittaa, etta kyseisen indeksin yli sum-
mataan.

On kuitenkin hyva huomata, ettd mikéali monistolla on reuna, niin kayra,
joka kulkee reunaa pitkin voi minimoida etaisyytta olematta geodeeesi. Mei-
dén kannalta tdma ei kuitenkaan ole ongelma, silla tarkastelemme moniston
reunalta lahtevid geodeeseja, jotka antavat meille tomografiadatan.

Haluamme koodata geodeesit niiden alkupaikan ja ldhtonopeuden avulla.
Téata varten madritellaan pallokimppu.

Maaritelma 1.8 (Pallokimppu). Olkoon 7'M Riemannin moniston (M, g)
tangenttikimppu. Pallokimppu on joukko

SM = {(z,v) € TM : |v|, =1}.

Osoittautuu ([10] lause 4.27), etté pisteelle (x,v) € SM 1oytyy yksikasit-
teinen geodeesi v, ., jolle ajan hetkella ¢ = 0 geodeesi on paikassa z ja nopeus
on v. Geodeesien muihin perustuloksiin voi tutustua Leen kirjasta [10].

Olemme nyt madaritelleet peruskasitteitéd jokseenkin epaméaréisesti, mut-
ta niiden tdsmaéllisempaén tarkasteluun voi tutustua esimerkiksi Leen kirjois-
ta [10] ja [11] tai esimerkiksi Ilmavirran monisteesta [6]. Edellisten konseptien
syvallinen tarkastelu veisi huomiota tutkielman kannalta olennaisilta tyoka-
luilta ja tarkoitus on vain tehda perusasiat ainakin intuitiivisesti selviksi.



1.2 Konnektiot ja kaarevuus

Monistolla ei ole selvad, mitd derivointi oikeastaan tarkoittaa. Esimerkiksi
vektorikentan tapauksessa ei toimi erotusosamaéran kaltainen ldhestymista-
pa, silld mita vektorikentdn V' (x) muutos edes tarkoitaa, kun z muuttuu, silla
vektorit V(z) € T, M eri x arvoilla ovat eri avaruuksissa. Tata varten tarvi-
taan tapa vertailla tangenttivektoreita ldheisten tangenttiavaruuksien valil-
14. Tarvitaan konnektio V, joka kuvaa vektorikenttaparin (X,Y") vektoriken-
taksi VxY siten, ettd se toteuttaa euklidisen avaruuden suuntaisderivaatan
laskusaannot:

o VixY = fVyY,
o Vx(fY)=fVxY +X(f)Y,

missd f € C°(M). Téssd voidaan ajatella, ettd VxY on "Y:n derivaatta
X:n suuntaan.” Konnektiolta voidaan myos vaatia, ettd se on jotenkin yh-
teensopiva metriikan ¢ kanssa, jolloin

e VxY —VyX =[X,Y],
o X(Y,Z)y =(VxY,Z);+ (Y, VxZ),.

Edellisessa [A, B] = AB — BA on kommutaattori. Konnektioihin voi tar-
kemmin tutustua esimerkiksi ldheesta [10]. Olennaista on erityisesti, etta
konnektio méérittelee yksikésitteisen konnektion tensorikimpuille (Lee [10]
propositio 4.15). Méaritellaan sitten tietty konnektio, jota kutsutaan Levi-
Civita-konnektioksi.

Maiaritelmé 1.9 (Levi-Civita-konnektio). Riemannin monistolla (M, g) Levi-
Civita-konnektio on lokaaleissa koordinaateissa

(VxY) = X0;Y" + T, XIY".

Osoittautuu, ettd tama on yksikasitteinen metrinen konnektio Rieman-
nin monistolla (katso [10] lause 5.10). Nyt téstéd eteenpdin konnektio, jota
kaytetdan, on juuri Levi-Civita-konnektio.

Differentiaaligeometriassa ei voida puhua vakiovektorikentista, silla vek-
torit eri pisteissd ovat eri tangenttiavaruuksissa. Tata varten maédritellaan
kovariantti derivaatta kayrda pitkin.

Maaritelmad 1.10 (Kovariantti derivointi pitkin kdyrdd). Olkoon (M, g)
Riemannin monisto. Olkoon V' (t) € T, )M vektorikentté pitkin siledd kéy-
raa 7. Lokaaleissa koordinaateissa vektorikentan kovariantti derivaatta D,V
pitkin kdyraa v on

(DV) =V 4+ T VI,
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Yhdensuuntaisuus kayralla maéritelladnkin siten, etta vektorikentan ko-
variantti derivaatta havida. Tata varten esitelladn seuruaava tulos.

Propositio 1.11 (Yhdensuuntaisuus ja yhdensuuntaissiirto). Olkoon ~y siled
kéyrd Riemannin monistolla (M, g) ja v € T,y M. Télloin alkuarvotehtdvil-
ld

DtV = O

V(0)=w

on yksikdsitteinen ratkaisu kdayrad pitkin. Tatd vektorikenttda V' sanotaan
vektorin v yhdensuuntaissiirroksi.

Todistuksen idea. Idea on kayttda lokaaleissa koordinaateissa standardia dif-
ferentiaaliyhtaloiden olemassaolo- ja yksikésitteisyystulosta ja jatkaa se koko
kayrélle. Yksityiskohdat Leen kirjan [10] lauseessa 4.32. O

Huomautus 1.12. Erityisesti 4 on vektorinkenttd pitkin kayrda ~. Lisaksi
geodeettinen yhtédlo voidaan kirjoittaa muodossa D,y = 0. Toisin sanoen
geodeesi on kayra, joka yhdensuuntaissiirtda nopeuttaan. Itse asiassa tastéa
seuraa helposti, ettd geodeeseilla on vakiovauhti. Voimme siis tasta eteenpéin
olettaa, ettd |¥|= 1, kun v on geodeesi.

Maaéritelladn viela lopuksi kaarevuus kvantitatiivisesti. Pienella tarkaste-
lulla huomataan, etta erityisesi Euklidisessa avaaruudessa patee VxVyZ —
VyVxZ = Vxy)Z. Tama motivoi maaritteleméan seuraavaa.

Maiéritelma 1.13. (Riemannin kaarevuustensori) Olkoon (M, g) Riemannin
monisto. Riemannin kaarevuustensori R on

R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z.

Nyt itse asiassa monisto on lokaalisti isometrinen euklidisen avaruuden
kanssa, jos ja vain jos kaarevuustensori on identtisesti nolla (Leen [10] lause
7.10). Siis R = 0 on erdénlainen tasaisuuskriteeri. Itse kaarevuus méadaritel-
laédn tarkastelemalla kahta vektorikenttéda eri suuntiin seuraavasti.

Maaritelmé 1.14. (Sektionaalinen kaarevuus ja Gaussin kaarevuus pinnoil-
la) Olkoon (M, g) Riemannin monisto. Sektionaalinen kaarevuus on kahdelle
lineaarisesti riippumattomalle vektorikentalle X ja Y samassa pisteessa luku

BXY) = pvp v

Erityisesti 2-ulotteisella Riemannin pinnalla Gaussin kaarevuus pisteittiin
on

K =(R(X,Y)Y, X),,
missa | X|,=1=1|Y], ja (X,Y), =0.
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Huomautus 1.15. Edellisesséd maaritelméassa todellakin 2-ulotteisessa tapauk-
sessa kaarevuus ei riipu vektorikenttien valinnasta. Tamén nayttamiseksi on
helpointa mééritelld kuvaus Rm(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z,W),, jota kutsu-
taan myos kaarevuustensoriksi. Télla4 on paljon symmetrioita (Lee [10] pro-
positio 7.12), joiden avulla on suoraviivaista nayttaa, etta itse asiassa sektio-
naalinen kaarevuus ei niinkdan riipu vektoreista X ja Y, vaan niiden viritté-
mésta aliavaruudesta. Tata varten riittad nédyttad, etta kaarevuus on sama
kahdelle kohtisuoralle yksikkévektorille V' ja W, jotka virittavat saman ali-
avaruuden. Tama onnistuu suoraviivaisella, mutta pitkahkolla laskulla, jonka
sivuutamme tassa. Tasta seuraa nyt, etta 2-ulotteisessa tapauksessa kaare-
vuus riippuu vain pisteesté, silld tangenttiavaruus on itsessaén 2-ulotteinen
tangenttitaso. Mainittakoon myos, ettd kaarevuus mitataan ikédan kuin kak-
siulotteisesti kdyttaen kahta vekorikenttéaa.

Se mika tasta tekee juuri oikean tavan maaritella kaarevuus on lopulta
esimerkkien varassa. Mainittakoon, etté erityisesti upotetuilla pinnoilla voi-
daan yksikkonormaalin avulla méaritella kaksi padkaarevuussuuntaa, joiden
tulo on Gaussin kaarevuus. Itse asiassa pétee niin sanottu Gaussin merkitté-
vé lause (Gauss Theorema Egregium), joka sanoo, miten Gaussin kaarevuus
voidaan laskea suoraan metriikasta g, miké osoittaa, etté se on pinnan siséi-
nen ominaisuus. Toisin sanoen kaarevuuden voi havaita pinnalta kéisin ilman
tietoa mistédan ulkoisesta avaruudesta.

1.3 Geometrisia kasitteita

Tulemme tarvitsemaan rontgenmuunnoksen kannalta joitain lisiominaisuuk-
sia moniston geometriasta. Kasittelemme tassa luvussa niita ja kasittely poh-
jautuu péadosin lahteen [14] lukuun 3.

Yksi ongelma integroimisesta pitkin geodeeseja voi olla, ettéd geodeesi on
aarettoman pitka, jolloin rontgenmuunnos ei olisi valttaméatta aarellinen. Té-
té varten esitetdan seuraava maaritelma.

Maiaritelmi 1.16 (Poistumisaika ja ansaton monisto). Olkoon (M, g) kom-
pakti, yhtendinen ja siledreunainen Riemannin monisto ja olkoon (N, g) lem-
man 1.2 mukainen suljettu laajennus. Kaikille (z,v) € SM méaritellaan
geodeesin 7, ,, poistumisajaksi

T(x,v) = sup{t € [0,00) : 7,.,([0,t]) C M}.

Sanomme, ettd monisto (M, g) on ansaton, jos 7(x,v) < oo kaikille (z,v) €
SM. Toisin sanoen ansattoman moniston kaikilla geodeeseilld on darelliset
pituudet.
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Se, ettd poistumisaika toimii intuitiivisesti oikein on havainnollistettu ku-
valla 2.

T(x,v)

Kuva 2: Geodeesi lahtee pisteestd (x,v) ja osuu tangentiaalisesti reunaan.
Kuitenkin poistumisaika on se hetki, kun geodeesi olisi paatyméssa pois mo-
nistolta eika se hetki, jolloin geodeesi osuisi ensimmaisen kerran reunaan.

Koska eriyisesti késittelemme reunallisia monistoja, niin on syyta maéri-
tella myo6s pallokimpun reuna.

Maaritelma 1.17 (Pallokimpun reunajoukot). Pallokimpun reuna on jouk-
ko
OSM = {(x,v) € SM : x € OM}.

Sisdanpain ja ulospdin osoittavat reunat ovat
0+SM = {(z,v) € 90SM : £(v,v(x)), > 0},

missé v on sisddnpain osoittava yksikkonormaalivektori reunalla. Liséksi 9y M
on naiden leikkaus.

Edellisen méaritelmén v varataan nyt tarkoittamaan kyseista yksikko-
normaalia ja se ymmarretdan tutkielmassa intuitiivisesti. Tarkemmin sanot-
tuna sisdanpain osoittaminen tarkoittaa, ettd se on nopeus kéyrille, joka
ainakin lyhyen aikaa tulevaisuuteen kulkee monistolla. Vastaavasti ulospain
osoittaessa on kuljettava menneisyyteen. Tangentiaalisessa tapauksessa puo-
lestaan kuljetaan reunalla. Normaalius on taas Riemannin geometrian kéasite
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eli yksikkonormaalin sisdtulo on nolla tangentiaalisia vektoreita vasten. Kun
moniston reuna on siled, on sille seuraavan lemman karakterisaatio, jossa
karakterisoituu myo6s yksikkonormaali. Muistetaan kuitenkin ensin, ettd mo-
niston reuna on sileé, jos reuna itsessdan on siled monisto, jonka ulottuvuus
on yhden matalampi kuin alkuperaisen moniston.

Lemma 1.18 (Reunan maéérittava funktio). Olkoon (M,g) kompakti Rie-
mannin monisto, jolla on siled reuna, ja olkoon (N,g) Lemman 1.2 mu-
kainen suljettu laajennus. Tdlléin on olemassa reunaan mddrittdvd funktio
p € C*(N), jolle pdtee

o p(x) =dy(x,0M) jokaisen reunapisteen ympdristissd,
e M={xeN:p>0},

e OM ={x € N:p=0},

e N\M={zx e N:p<0},

o Vp=v joukossa OM.

Todistuksen idea. Idea on, ettd kompaktiutta ja ykkosen ositusta hyodyntéa-
maélld voidaan lahelld reunaa mééritelld, ettd p(z) = £d,(z, 0M) siten, ettd
merkki vaihtuu mentéessd reunan yli. Kun padstdan tarpeeksi kauas monis-
ton reunasta, niin lopulta maaritelladn p(x) = £1. Sileys on télléin tarkas-
tettava lahella reunaa. Lopulta pitdad myos nayttad, ettd todellakin Vp = v
joukossa OM , mika vaati rajatarkastelun lahella reunaa. O]

Lemma siis sanoo, ettd pystymme suljetussa laajennuksessa kareketrisoi-
maan jonkin siledn funktion arvolla, olemmeko alkuperiisen moniston sisallé,
reunalla vaiko ulkopuolella. Olennaista on myos se, etté yksikkénormaali saa-
daan funktion gradientista. Jatkossa pyrimme myos varaamaan funktion p
tarkoittamaan kyseistd funktiota.

Yksikkonormaalilla on myos seuraavan maaritelman tarkoitus.

Maéritelmé 1.19. Toinen perusmuoto on kuvaus I1,(v,w) = —(V,v, w),
joukossa TOM, missd x € OM ja v,w € T, M. Sanomme, ettd OM on aidosti
konveksi, jos 11, on positiividefiniitti kaikilla x € 9M.

Huomautus 1.20. Ensimméinen perusmuoto on vanha nimitys metriikalle g,
joka indusoituu pinnalle ulkoisesta avaruudesta. Termi "toinen perusmuoto”
on jaanyt kuitenkin kayttoon ja sille kaytetdan usein merkintana roomalaista
kakkosta I1.
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Intuitiivisesti toinen perusmuoto mittaa reunan ulkoista kaarevuutta mo-
niston sisdlld. Pintojen tapauksessa reuna on yksiulotteinen, joten w ja v
ovat lineaarisesti riippuvat. Konveksissa tapauksessa intuitiivisesti yksikko-
normaalin muutos tangenttivektorin suuntaan on vastakkaisuuntaista eli nor-
maali pyrkii kdantyméan poispain tangenttivektorista. Taten konveksisuuden
madaritelmé on jarkeva.

Ansattomuus ja aidosti konveksi reuna ovat olennaisia oletuksia monen
tuloksen kohdalla. Téassa tutkielmassa yleensa monisto on kompakti ja ansa-
ton ja jolla on aidosti konveksi reuna. Kuten mainitsimme ensimmaiset kaksi
mahdollistavat, etta geodeesit ovat aarellisen pitkia ja ettd rontgenmuunnos
ei voi olla adreton. Aidosti konveksisuus estdd puolestaan geodeesia vélil-
&4 poistumasta monistolta ja mahdollisesti palaamaan takaisin. Monessa in-
jektiivisyystuloksessa tarvitaan kuitenkin viela lisdksi, ettd monistolla ei ole
niin sanottuja konjugaattipisteita eli kyseessa on yksinkertainen monisto. Pa-
laamme tahan viela luvun lopuksi, mutta tarkastellaan ensin poistumisajan
saannollisyytta.

Lemma 1.21. Olkoon p lemman 1.18 antama reunan mdadrittiva funktio.
Mddritellidn sen avulla funktio

h: SN xR = R, h(z,v,t) = p(Ve0(t)).
Jos nyt (x,v) € SN ja ty € R siten, etti xo = Vz(to) € OM, niin pitee
o h(z,v,ty) =0,
o Gz, 0,t0) = (V(@0), A (to)) g,

° %("Ev v, tU) = <V"ym,u(to)vp7 Wac,v(tO))g = v2p(%v,v(t0)a '%t,v(to))'

Todistus. Ensimmaéinen véite patee, koska OM = {x € N : p = 0}. Toinen
vaite seuraa suoralla laskulla kayttden tietoa, ettd Vp = v joukossa OM.
Suoralla laskulla saadaan myos

0?h . .

w(l” v, tO) = <V‘yz,u(to)vp7 Ww,v(to»g + <vpv V%,v(to)%m(to»g‘
Koska 7., on geodeesi, niin viimeinen termi on nolla, mista viimeinen kohta
seuraa. O

Huomautus 1.22. Edellisessi lemmassa esiintyy Hessen matriisi V2p. Itse
asiassa lemman avulla saadaan, ettd Hessen matriisi antaa toisen perusmuo-
don seuraavasti: I1(v,v) = V?p(v,v) joukossa 9ySM.
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Osoitetaan nyt, ettd poistumisaika on jatkuva pallokimpulla ja siled sen
sisuksessa.

Lemma 1.23. Olkoon (M,g) kompakti ansaton monisto, jolla on aidosti

konveksi reuna. Tdlldin T on jatkuva joukossa SM ja siled joukossa SM \
0oSM.

Todistus. Todistetaan ensin sileys. Olkoon (x,v) € SM\OySM. Nyt v, ,(7(z,v)) €
OM ja A, ,(T(x,v)) € 0_SM. Konveksisuuden nojalla patee myos .., (7(z,v)) ¢
0o S M. Niin ollen lemman 1.21 nojalla

O 0,72, 0)) = (0, A (7, 0)))g < 0.

ot
Koska myoskin h(z,v,ty) = 0, niin sileys joukossa SM \ 0ypSM seuraa nyt
implisiittifunktiolauseesta.
Nyt riittdd endé osoittaa jatkuvuus joukon 0ypSM pisteissa. Olkoon siis
(70, v0) € OpSM. Lemman 1.21 ja Taylorin kehitelmén nojalla
10%h

oh
h(zg, vo,t) = h(zo,vo,0) + E(Im v, 0)t + 5@(%, v, 0)t% + O(t?)

. 1 :
= <V7 /715071)0 (O)>gt + §<V'(fx0,v0 (O)Vp, VEO»UO (0)>gt2 + O(t?))

1 . .
= _511"}%0,1}0 (0) (7900,00 (0)7 Yzo,vo (0))t2 + O(tg)v

missa viimeisessa vaiheessa kédytetdan toisen perusmuodon maaritelmaa ja
muistetaan, ettd Vp = v joukossa OM. Nyt pienelld ¢y > 0 pétee h(xo, vo, ty) <
0, jolloin kuvauksen h jatkuvuuden nojalla on pisteen (zg,vy) ymparisté, jos-
sa pétee h(z,v,tg) < 0. Nyt on voimassa 7(x,v) < tg, joten 7(z,v) on pienta
ja siten jatkuva pisteessé (xq, vp)- O

Huomautus 1.24. Tarkastelemalla esimerkiksi tasossa yksikkokiekkoa on help-
po ndhda, etta 7 ei valttamatta ole siled joukon 0y SM pisteissa. Itse asiassa
7 ei koskaan ole taysin silea.

Meiltéd puuttuu endé vain yksi ominaisuus monistolta, mikd on aiemmin
mainittu konjugaattipisteiden puute. Taté varten maaritelladn ensin Jacobin
kentta.

Maaritelma 1.25 (Jacobin kenttd). Olkoon J siled vektorikentta kayralla
v. Jos tamé toteuttaa Jacobin yhtalon

D2J +R,J =0,

misséd R,J = R(J,7)%, niin sanomme, ettd kentta J on Jacobin kentta.
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Jacobin kenttiin voi tarkemmin tutustua lahteen [10] luvusta 10, mutta
lyhyesti kerrottuna Jacobin kentat kuvaavat geodeesin ja sen lahella olevien
geodeesien eroa. Hieman tarkemmin se kertoo haajaantuuko geodeesin lahi-
geodeesit vai kasaantuvatko ne samaan pisteeseen jonkin ajan kuluessa.

Maaritelma 1.26 (Konjugaattipisteet). Olkoon v: [a,b] — M geodeesin
osa. Péitepisteet v(a) ja y(b) ovat konjugaattipisteitd kayralla «y, jos on ole-
massa ei-triviaali Jacobin kentta J kayralla v, jolle J(a) =0 = J(b).

Lyhyesti kuvattuna konjugaattipisteet ovat sellaisia, etta toisesta konju-
gaattipisteestd lahtevit geodeesit ldhes tapaavat toisensa seuraavassa konju-
gaattipisteessa. Erityisesti voidaan osoittaa, etta jos geodeesi ldhtee toisesta
konjugaattipisteesté, se ei enad minimoi etaisyytta vastinkonjugaattipisteen
jélkeen (Lee [10] lause 10.26). Taméa on kuitenkin vain riittava ehto siihen,
ettei geodeesi endd minimoi etaisyytta. Esimerkiksi sylinterilla ei ole kon-
jugaattipisteitd, mutta esimerkiksi sitd kiertdvat ympyrit ovat geodeeseja,
jotka eivat minimioi etaisyytta kuljettuaan puolikaaren.

Nyt olemme valmiit maéritelemaén rontgenmuunnoksen kannalta hyvin
kayttaytyvan geometrisen rakenteen.

Maaritelma 1.27 (Yksinkertainen monisto). Kompakti, yhtenéinen ja suun-
nistuva Riemannin monisto, jolla on siled reuna, on yksinkertainen, jos

e se on ansaton,
e sen reuna on aidosti konveksi ja
« silla ei ole konjugaattipisteita.

Esimerkiksi tason suljettu yksikkokiekko on yksinkertainen monisto. Esi-
merkki epéyksinkertaisesta monistosta on sylinterin vaippa, johon siséltyy
myos reuna. Sylinterilla geodeeseja ovat mm. sita kiertavat ympyrat, joten
sylinteri on ansallinen monisto. Edellisid esimerkkeja on havainnollistettu ku-
vassa 3. Lukija voi pohtia miten muita ominaisuuksia voidaan rikkoa. Intuitio
yksinkertaisessa monistossa erityisesti 2-ulotteisessa tapauksessa on, etta se
on kiekkomainen pala pintaa.

Huomautus 1.28. Tavallisesti yksinkertaisen moniston méaritelmassa ei ole-
teta suunnistuvuutta, silld osoittautuu (katso [14] lause 3.8.2), ettd yksin-
kertaiset Riemannin monistot ovat yhdesti yhtenaisid monistoja, jotka taas
ovat suunnistuvia. Yhdesti yhtenéisella monistolla suunnistuvuus perustuu
taas siithen, etta suunistumattomalla monistolla on ei-triviaali perusryhma.
Tutkielman kannalta tdma ei ole kuitenkaan olennaista, joten olemme sisél-
lyttaneet suunnistuvuuden yksinkertaisen moniston méaaritelmaén suoravii-
vaistamaan asioita.
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(a) Kiekko. (b) Sylinteri.

Kuva 3: Esimerkit yksinkertaisesta ja ei-yksinkertaisesta monistosta. Tason
suljettu yksikkokiekko on yksinkertainen monisto, kun taas sylinterin vaippa,
joka sisaltad reunan, ei ole yksinkertainen, koska se on ansallinen. Kiekossa
geodeesit ovat janoja, kun taas sylinterissd esimerkiksi sen kiertédva ympyra
on geodeesi, joka ei poistu sylinterin vaipalta.

2 Riemannin pinnat

Tassa luvussa siirrymme hieman edistyneimpiin esitietoihin, jotka eivit ole
Riemannin geometrian peruskésitteistod pohjautuen [14] lukuihin 3 ja 6. Tar-
kastelemme nyt enemméan analyysin liittyvia asioita. Yksinkertaisuuden ja
erityisasemansa vuoksi paddymme kuitenkin rajoittumaan 2-ulotteisiin mo-
nistoihin.

2.1 Kompleksirakenteet

Kaksiulotteisen tomografian vahvuus piilee kompleksisissa rakenteissa. Tar-
kastellaankin tassé luvussa kompleksisia ja melkein kompleksisia rakenteita.
Emme juuri tarvitse kuin perusteita, mutta mainittakoon, etta ne ovat it-
sessaankin mielenkiintoisia. Kompleksirakenteissa on mahdollista puhua ana-
lyyttisyydesté, misté jo tavallisesta kompkleksianalyysisté tiedetaan, etta ero
pelkkédan sileyteen, on huomattava, kun verrataan vain esimerkiksi eri si-
leyden kertalukuja. Nain kaykin, ettd kompleksiset monistot mahdollistavat
mielenkiintoisia tuloksia, mutta jotkin tulokset eivit pida enéda vastaavassa
muodossa paikkansa. Esimerkiksi Whitneyn upotuslausetta ei voi mutoil-
la analyyttisessa muodossa kompakteille monistoille, jossa esiintyy tarpeeksi
korkeaulotteinen C”, silld taméan kompaktit alimonistot ovat triviaaleja. Oi-
keampi avaruus onkin projektiivinen avaruus, mutta sekdan ei toimi kaikille
monistoilla [9]. Mainittakoon myos, ettd kompleksisilla monistoilla on myos
fysiikassa sovelluksia esimerkking saieteoria ja mittakenttateoria. Kiinnostu-
neet voivat tutustua kompleksisiin monistoihin esimerkiksi Leen kompleksis-
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ten monistojen kirjasta [9]. Mééritelladn nyt kompleksinen monisto vedoten
sithen, etta siledn moniston maaritelma on tunnettu.

Mairitelméa 2.1 (Kompleksinen monisto). Kompleksinen n-ulotteinen mo-
nisto on 2n-ulotteinen siled monisto, jolla on avoin peite U; ja koordinaat-
tikuvauket ¢;: U; — C" (kanonisella identifikaatiolla R*" = C") siten, etti
kartanvaihtokuvaukset ¢; o ;': p(U; N U;) — o(U; N U;) ovat analyytti-
sid. Atlas {(U;, ¢;)}: on kompleksinen atlas. Kompleksiset atlaat ovat ekvi-
valentit jos niiden yhdiste on kompleksinen atlas eli ne maarédvat ekvivalen-
tin maksimaalisen atlaan. Kompleksinen rakenne on kompleksisten atlasten
ekvivalenssiluokka.

Tasta suoraan voimme maaritella Riemannin pinnan, jossa lopulta tomo-
grafiaa tarkastellaan.

Maaritelma 2.2 (Riemannin pinta). Yksiulotteinen kompleksinen monisto
on Riemannin pinta.

Voisimme, nyt periaatteessa suoraan olettaa, ettd tomografian kasittelys-
sd on Riemannin pinta, mutta itse asiassa 2-ulotteistelle suunnistuvalle Rie-
mannin monistoille on mahdollista 10ytda kompleksinen rakenne melko vai-
vattomasti madrittelemalld sinne melkein kompleksinen rakenne, joka maé-
ritellaédn seuraavaksi.

Maaritelma 2.3 (Melkein kompleksinen rakenne). Olkoon M sile& monisto.
Melkein kompleksinen rakenne monistolle M on (1,1)-tensorikentta J, jonka
rajoittumalle mihin tahansa tangenttitasoon T,M patee J, o J, = —Id. Jos
monistolla on Riemannin metriikka g, niin rakenne on yhteensopiva taman
kanssa, jos (Jv, Jw), = (v, w), kaikille v, w € T,M.

Tassé siis ideana on se, etté .J, on tangenttitasossa ikaan kuin imaginéé-
riyksikolla ¢ kertomista vektoriavaruudessa 7, M. Huomataan, etta analyyt-
tisissa koordinaateissa z; = x; + 1y; voidaan maaritelld kanoninen melkein
kompleksinen rakenne

0 0 0 0

J(T%):Ty/ J( ):_0755]"

dy;
Kompleksisella rakenteella on siis melkein kompleksinen rakenne. Kuitenkin
melkein kompleksinen rakenne ei ole riittavd kompleksiseen rakenteeseen ja
tasta juuri nimitys melkein kompleksinen rakenne. Itse asiassa kompleksiset
monistot ovat erityisesti aina kanonisella tavalla suunnistuvia (katso [9] pro-
positio 1.49). Ei-suunnistuvat monistot kuten Mobius-nauha ei ole komplek-
sinen monisto. Konstruktoimmekin nyt suunnistuvalle monistolle melkein
kompleksisen rakenteen 90 asteen kierron avulla.
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Maaritelma 2.4. Olkoon (M, g) kaksiulotteinen suunnistuva Riemannin
monisto. Maérittelemme tangenttivektorin v 90 asteen kierron vastapaivian
yksikésitteiseksi tangenttivektoriksi v+, jolle patee

S o PP
* <Ua UL>9 =0,
. (v, UL) on positiivisesti suunnistettu kanta tangenttitasossa, kun v # 0.

Huomautus 2.5. On suoraviivaista todeta v' on todella yksikésitteinen. Li-
siaksi tdhdn méaritelmédn suunnistuvuus oletus on olennainen, silli muuten ei
voisi puhua myo6ta- ja vastapaivaan kierrosta. Viimeista ehtoa ei talloin olisi,
jolloin vektorille olisi kaksi vaihtoehtoa.

Seuraava lemma antaa nyt tdsmélleen mik& moniston melkein komplek-
sinen rakenne on.

Lemma 2.6. Olkoon (M, g) kaksiulotteinen suunnistuva Riemannin monis-
to. Talloin melkein kompleksinen rakenne J on yhteensopiva metriikan g
kanssa, jos ja vain jos J(v) = +vt kaikilla v, missi merkki on kiinnitetty
moniston yhtendisessa komponentissa.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd J on melkein kompleksinen rakenne, joka on
yhteensopiva metriikan g kanssa. Olkoon p € M ja v € T,M. Talloin selvasti
|[Jvlg= [v]g ja
(Jv,v), = —(Jv, J*v), = — (v, Jv),,
jolloin (Jv,v), = 0. Koska tangenttiavaruus 7,,M on kaksiulotteinen, niin on
oltava, ettd J(v) = s(p,v)vt, jollekin kuvaukselle s: TM — {—1,1}. Osoite-
taan, etta jokaisessa yhtenaisessa komponentissa kuvaus on vakio. Naytetdaan
ensin, ettéd s riippuu vain pisteesté p. Jos olisi vektorit v, w € T,M\ {0} siten,
ettd J(v) = vt ja J(w) = —w*, niin kuvauksien J ja v — v lineaarisuudella
patisi
J(v+w) = s(p,v+w) (vt +wb) = vt —wt,

L= _—wleliv=0tai

jolloin s(p, v+w) arvosta riippuen joko v+ = —vt tai w
w = 0, miké on ristiriita, joten s(p,v) = s(p). Médritelldan sitten J(v) = v+,
miké on siled ja erityisesti jatkuva. Nyt lokaaleissa koordinaateissa tarpeek-
si pienessd koordinaattiympéristosséd vektorikentdlle v € TM \ {0} pétee
J:n komponenteissa joko Ji(v) # 0 tai Jy(v) # 0. Voimme siis ilmaista
s(p) = Ji(v)/J;(v), missi i valitaan siten, etté lauseke on maéritelty. Tamé
osoittaa, ettd kuvaus s: M — {—1,1} on jatkuva ja siten vakio jokaisessa
komponentissa.

Jos taas J(v) = +ovt, niin se on selvisti melkein kompleksinen rakenne,

mika on yhteensopiva metriikan g kanssa. ]
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Edellinen lemma antaa nyt melkein kompleksisen rakenteen. Kompleksis-
ta rakennetta varten tarvitaan viela erityiset lokaalit koordinaatit.

Lause 2.7 (Isotermiset koordinaatit [1]). Olkoon (M, g) kaksiulotteinen suun-
nistuva Riemannin monisto. Tdlloin jokaiselle pisteelle on olemassa lokaalit
positiivisesti suunnistetut koordinaatit x = (x1,x2) siten, ettd metriikka on
muotoa

gij () = D5y,
jollakin X € C*(M). Kyseisid koordinaatteja kutsutaan isotermisiksi koordi-
naateiksi.

Suhteellisen alkeellinen ja seurattava todistus edelliselle lauseelle 16ytyy
esimerkiksi lahteestd [1]. Kyseinen todistus kiyttéda Gaussilta perdisin olevia
merkintéja metriikan komponenteille, mutta tulos on olennaisesti sama. To-
distus on kuitenkin pitka ja tekninen, eika tutkielman kannalta olennainen.

Edellinen lause sanoo siis, etta kaksiulotteinen Riemannin moniston met-
ritkkka voidaan esittdéd lokaalisti vain siis muodossa, joka on diagonaalinen
ja diagonaalialkiot ovat samat. Sovimme nyt myos etté kirjain A on varattu
edellisen lauseen antamalle sileélle kuvaukselle. Isotermisten koordinaattien
avulla osoitetaan, etta kaksiulotteisella suunnistuvalla Riemannin monistolla
on kompleksinen rakenne.

Lause 2.8. Kaksiulotteisella suunnistuvalla Riemannin monistolla (M, g)
on kompleksinen rakenne, jonka indusoima melkein kompleksinen rakenne
on J(v) = vt.

Todistus. Olkoon g euklidinen metriikka tasossa R? ja peitetddin monisto
lauseen 2.7 antamilla koordinaatti ympéristoilla. Olkoon ¢, ja ¢g télloin
koordinaattikuvauksia monistolla M. Voimme kirjoittaa isotermiset koordi-
naatit euklidisen metriikan avulla muodossa (¢,!)*g = e**g. Nyt kuvaus
® = ¢ 0 ¢! on siled ja sille pitee

®°g = (¢5') 9y = 2Ty,

Tama nyt tarkoittaa, ettd ® on konformikuvaus. Liséksi isotermisten koordi-
naattien suunnistuksesta seuraa, ettd ¢ sailyttda suunnistuksen. Komplek-
sianalyysistd muistetaankin nyt, etta talloin ® on analyyttinen. Taméa antaa
nyt kompleksisen rakenteen. Lisiksi selviisti J(v) = v on isotermisten koor-
dinaattien antama melkein kompleksinen rakenne. 0

Nyt tasta eteenpain, ei kaytannossa ole merkitysta, tarkoitammeko suun-
nistuvalla Riemannin pinnalla yksiulotteista kompleksista monistoa vai vain
kaksiulotteista siledd monistoa, silli kompleksinen rakenne on meilla aina
kaytettavissa.
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2.2 Vektorikentat X, X, ja VV Riemannin pinnoilla

Oletamme téassa luvussa, ettd olemme kompaktilla, yhtendiselld suunnistu-
valla Riemannin pinnalla, ellei toisin mainita ja olkoon (x,v) € SM. Muiste-
taan, ettd v~ on nopeuden v kierto 90 astetta vastapaividn ja maaritelladn,
ettd v, = —vt on vastaavasti myotapaividn. Midrittelemme nyt pinnalle
kolme erityistd vektorikenttda. Aloitamme kentéstéa, joka voidaan méaaritelld
useampaankin ulottuvuuteen.

Maiaritelmé 2.9 (Geodeettinen virtaus ja geodeetinen vektorikenttd X).
Olkoon (M, g) kompakti, suunistuva, yhteniinen ja reunallinen Riemannin
monisto. Geodeettinen virtaus on diffeomorfismi ¢;: SN — SN,

(lpt(x7 U) - (,VZU,U(t)’ /Y$,’U(t))

Geodeettinen vektorikenttéd on differentiaali operaattori X : C*°(SM) —
C>®(SM), jolle kaikille u € C°°(SM) méiaritelldén

Xu(r,) = 5 (uleu(e, )

t=0
Huomautus 2.10. Maaritelmassa 2.9 on implisiittisesti ajateltu, ettd monis-
to M on upotettu sen suljettuun laajennukseen (NN, g), jotta geodeesit olisi-
vat maaritelty kaikilla ajoille £ € R ja niita on voitu jatkaa my6s moniston
M ulkopuolelle. Ulkopuoli meita ei kuitenkaan juuri kiinnosta, joten maé-
ritelmissd on vain SM eikd SN. Muistetaan, ettd kyse on vain teknisesta
helpotuksesta.

Maarittelemme sitten kaksi muuta vektorikenttad, joiden osalta suunnis-
tuvuus on olennainen.

Maaritelma 2.11 (Vektorikentdat X | ja V). Horisontaalinen vektorikentta
on differentiaalioperaattori X, : C*(SM) — C*(SM), jolle kaikille u €
C*°(SM) maaritelldan

Y

t=0

X u(x,v) = Z(U(@bt(%v)))

missa Y(z,v) = (Vaw, (t), W(t)) ja W on nopeuden v yhdensuuntaissiirto

kéyrad v,,, pitkin. Vertikaalinen vektorikenttd puolestaan on differentiaa-

lioperaattori V' : C°(SM) — C*°(SM), jolle kaikille u € C*°(SM) méari-
tellaan p

Va(e,v) = L (ulple,v)

=0

4

missé py(z,v) = (Yaw, (), ") ja e’v = cos(t)v + sin(t)v on nopeuden v

kierto kulman ¢ verran.
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Geodeettinen vektorikenttd X ja horisontaalinen vektorikentd X, ovat
enemmén (1, x2)-henkisié vektorikentti ja téten voisi ajatella pinnan suun-
taisiksi vektorikentiksi, joista ensimmaéinen on geodeesin suuntaan ja toinen
kohtisuoraan. Vertikaalinen vektorikenttd on puolestaan kulmahenkinen ja
voisi ajatella olevan pintaa vasten kohtisuorassa. Myohemmin maarittelem-
mekin pallokimpulle metriikan, jolla nama vektorikentat muodostavat orto-
gonaalisen kehyksen pallokimpulle.

Tulemme laskemaan paljon lauseen 2.7 antamissa isotermisissa koordi-
naateissa. Seuraava lemma antaakin edellisille vektorikentille esittyksen lo-
kaaleissa isotermisissa koordinaateissa.

Lemma 2.12. Olkoon (z*,2?%0) lokaalit koordinaatit joukossa SM, missdi
(x', 22) ovat isotermiset koordinaatit joukossa M ja 0 on vektorien v ja 0/0x,
vdlinen kulma eli

v = e *cos Qi + sin GE)

ozt 0x?

Ndaissa koordinaateissa vektorikentat ovat

0 0 O\ o\, 0
=) : ol I ) —
X=e (cos@—a$1+81n8—ax2+( sm&axlﬂL 88 2)8«9)
0 0 O\ oN 0
— oA . _
X, =—e s1n03x +c0898x2 (cos@ax —l—smé’a 2)89)
0
V——ag.

Todistus. Lasketaan ensin vektorikentan X esitys lokaaleissa koordinaateissa
(z1, 2%, 0):

Xu(at,22,0) = Z( @l 220y = ey 9y

t=0

Nyt patee &' = v' = e *cosf ja i* = v® = e_ sin @, joten riittdé osoittaa,
ettd 0 = e (=91 Asin 6 + O\ cos ), missi siis 8 ; = 8 on lyhennysmerkinta.
Nyt geodeettisen yhtalon nojalla patee

(D) = 0" + Fékvjvk = 0.
Sijoitetaan g;; = €?*d;; Christoffelin symbolin lausekkeeseen, jolloin saadaan

Téstd voidaan nyt maarittdd eri Christoffelin symbolit. Esimerkiksi I''y; =
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01 . Lasketaan sitten

ot = —e A cos A0\ cos O + Dy A sinf) — e sin O,
Fjl-kvjvk = e 2201\ cos? O + 20, A sin 0 cos ) — Oy Asin? 6),

v = —e P sin (01 \ cos  + A sin 0) 4+ e 6 cos b,
I‘?kvjvk = e‘”(—@z)\ cos? 0 + 20, A sin 6 cos 6 + Oy A sin® 0).

Sijoittamalla ndma geodeettiseen yhtaloon saadaan kumomalla termeja ja
kertomalla tekijalla e?*

—eMsin§ + O\ sinf cosf — O A sin2 6 = 0
e* cos + O\ sin 0 cos § — Oy cos? 0 = 0.

Viite = —9; \sin 6 + 9y cos 0 seuraa tésti.
Vektorikentdn X lasku on samankaltainen, mutta korvataan vektori v
vektorilla

vy, = e *(sin Hi —cosf—).

ozt 0x?

Vektorikentan V' esityksesa vastaavasti korvataan v vektorilla

. 0 0 ) 0
ev = e cost(cos 0@ + sin 9@) + e M sint(—sin 9% + cos Qﬁ)’
jolloin 9; ja 0y komponentit havidvit laskussa ja jéljelle jaé Oy. O

Tarvitsemme myo6s naille vektorikentille kommutattorirelaatiot, jotka voi
nyt edelliselld lemmalla laskea helposti.

Lemma 2.13. Madritellyt vektorikentdt toteuttavat seuraavat kommutaatto-
rirelaatiot.

[X7 V] = XJ_7
(X, V]=-X,
[X7 VL] = _KV)

missa K on Gaussin kaarevuus.

Todistus. Kaytetaan lemman 2.12 esityksid. Talloin testifunktiolle f € C*°(SM)
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patee

(X, V]|f=XVf-VXf

= e *(cos Qi + sin@i + (—sin Qﬁ + cos 6 Or 0,0

out Oz Ot @>@)@f
—e A(cos&aggj;l +sinea§§)];2 + (- Sineaa;\l n 608988:;\2)22296)
—e Sinegsfl + cos eng; — (cos 988;1 + sin 952‘2)‘;2;06)
= —e N~ Sineail + cos 0(’981:2 — (Cosgaa;‘l n Sine;j\z)aae)f
=X, f

Vastaavanlaisella laskulla naytetdaan, etta

(X, V]=-X,

(020 NG oD
0zt 02
Kéyttdmalla Gaussin merkittavad lausetta ([1] lause 3.98) voidaan osoittaa,

ettd Gaussin kaarevuus on
- i(éf‘ég orl, 0\ n 9\ )
g Ox? 02 02zt 0227

joten myo0s viimeinen relaatio patee. O]

(X, V1] = e W.

+ P32Pii - F§2F;i) = _6_2/\(

Huomautus 2.14. Mainitsimme aiemmin, ettd Gaussin merkittiva lause sa-
noo siis todella, ettd Gaussin kaarevuus riippuu metriikasta g ja on erityi-
sesti pinnan sisdinen ominaisuus. Nyt toisaalta isotermisissa koordinaateissa
g méardytyy silein funktion A avulla, kuten myos Gaussin kaarevuus K.
Funktio A siis sisdltda pinnan geometrisen informaation ja on siis syvallisem-
pi, kuin ensisilméyksella olettaa. Mainittakoon, myo6s etta edellisessa Gaus-
sin kaarevuus voidaan kirjoittaa myo6s muodossa, K = —Ay\, missd A, on
metriikkaan liittyva Laplace-Beltrami-operaattori.

2.3 Integrointi pallokimpulla

Riemannin pinnalla (M, g) on tilavuusmuoto, joka lokaaleissa koordinaateis-
sa on dV? = |g(z)|"2da’ A da?®. Myéskin joukkoon S,M = {v € T,M :
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lv|;= 1} saadaan tilavuusmuoto dS,. Emme kasittele tilavuusmuotoja té-
mén tarkemmin, mutta niihin voi tutustua esimerkiksi ldhteista [10] ja [11].
Idea on, ettd namé antavat meille integraalin kasitteen ja ovat mittoja. Nyt
pallokimpulla SM funktion f integraali on

/M / @ 0dS@ava)

olettaen, ettd se on olemassa. Téama integraali antaa nyt luonnollisen tila-
vuusmuodon (tai mitan, mikéli lukija niin haluaa,) joukkoon SM, jota mer-
kitadn dX° = dV2AdS,. Itse asiassa kyseinen tilavuusmitta tulee niin kutsu-
tusta Sasaki-metriikasta pallokimpulla ja tdmé metriikka on myos luonteva
aiempien vektorikenttien kannalta.

Maaritelma 2.15 (Sasaki-metriikka). Olkoon (M, g) kompakti, suunnistu-
va Riemannin pinta, jolla on siled reuna. Yksikésitteinen metriikka G pal-
lokimpulla SM, jolle vektroikentat X, X, ja V muodostavat ortogonaalisen
kehyksen on nimeltdan Sasaki-metriikka.

Huomautus 2.16. Sasaki-metriikka voitaisiin maaritelld yleisemmin tangent-
tikimpulla vaatien sen olevan metriikka, jolla on tietyt luonnolliset ominai-
suudet (katso esim. [6] médéritelm& 10.3 tai [20]). Tama4 johtaa tietysti samaan
lopputulokseen, mutta tarkastelun suoraviivaistamiseksi vaadimme sen met-
riikaksi, joka tekee meidan vektorikentistd X, X, ja V ortogonaaliset.

Sasaki-metriikka on myo6s tilavuusmuodon kannalta luonnollinen, minka
antaa seuraava lemma.

Lemma 2.17. Sasaki-metriikan antama tilavuusmuoto pallokimpulle SM on
axs.

Todistus. Olkoon dgV Sasaki-metriikan indusoima tilavuusmuoto. Nyt pétee
deV(X,—X,V) =1 ja toisaalta isotermisissd koordinaateissa

dy? = ezt A dx® A df.
Talloin lemman 2.12 avulla lasketaan

d¥* (X, —X,V)
e~ cosf —e*sind 0
= e det e~ sin e~ cos 0
e M—sinf2A + cosf2%) —eMcosf24 +sinf2y) 1

=1

Viite seuraa nyt tasta. O]
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Kuten aiemmin my6s moniston (M, g) reunalla OM on tilavuusmuoto
dV'!, jolloin voidaan integroida funktiota f pallokimpun reunalla OSM seu-

raavasti:
/8 . /S @S @)V @),

olettaen, ettd integraali on olemassa. Vastaavasti saadaan d¥? ja erityisesti
Sasaki-metriikkan indusoima metriikka pallokimpun reunalle antaa taman.

Koska paadymme tekeméadn Fourier-analyysia, madrittelemme nyt sopi-
vat L?-avaruudet tarkoitukseemme.

Maaritelma 2.18 (Sisdtulo pallokimpulla). Sisdtulot joukoissa SM ja 0SM
ovat

<u7w>SM = / U@dE?),
SM

(u, w)gsn = / uwdY?.
aSM

Vastaavat L*-avaruudet ovat puolestaan L*(SM) ja L*(0SM).
Teknisené tyokaluna naille saadaan myos osittaisintegrointikaavat.

Propositio 2.19 (Osittaisintegrointi). Olkoon u,w € C*'(SM). Tdlloin pd-
tee seuraavat osittaisintegrointikaavat

(Xu,wyspy = —(u, Xw)sy — (v, V)u, w)osn,
(Xiu, w)ysy = —(u, X1w) sy — ((vi, v)u, w)asnr,
(Vu,w)ysyy = —(u, Vw) g

Todistus. Todistamme véitteen lemman 2.12 antamissa koordinaateissa. Teem-
me kuitenkin laskun ikadn kuin nama olisivat globaalit koordinaatit, sillé lo-
kaalien laskujen tulokset voidaan yhdistaa kayttdamalla ykkosen ositusta. Nyt
voidaan kirjoittaa

2
(Xu,w)sn —/ / cos@—%—smﬁﬁ

Ozt Ox?
O\ O\ [ Ou
+ (—sin 9@ + cos 9@) ae)wd@da:

Merkitéan v = (v!,?). Nyt tavallisella osittaisintegroinnilla muuttujan x

26



suhteen voidaan laskea

271' au 27T
/ / e cos Qﬁwdﬁda: = —/ / e cos Ot uwdhdx
M Jo T oM
27
—/ / a = ( (e cos Ow)dOdz,
T

271 27
/ / Asin O—wdé’dx = / / e~ sin Ovuwdbdx
oM

27
— [ [ a (e sin 0w)ddx
X

ja muuttujan 6 suhteen kidyttden periodisuutta saadaan

m [2)) O\ | Ou
/M/O e —smﬁﬁ +COSQW)89)wd0d9€
2T
_/M/O u;e(e_ —51n9§)\1+0059§;\2) )dfdzx.

Yhdistdmalla reunatermit saadaan —({v, v)u, w)ssy ja lopuista termeisté tu-
lee —(u, Xw)gpr. Toinen kohta menee vastaavasti. Viimeisessa tarvitsee vain
osittaisintegroida muuttujan 6 suhteen, jolloin saadaan periodisuudella

(Vu,w)sy = / /27r @wdﬁdx = / /27r u—d@dm = —(u, Vw)gp.

Vaite on niin ollen todistettu. O

Huomautus 2.20 (Santalén kaava, [11] propositio 3.5.14 tai [19]). Esitelldén
viela Santalén kaava, joka on tdrked muuttujanvaihtokaava, jota emme tar-
vitse, mutta se ansaitsee maininnan, silla se on olennainen luvun 4 kannalta.
Olkoon (M, g) kompakti, ansaton Riemannin pinta, jolla on aidosti konvek-
sireuna. Télloin jos f € C(SM) (itse asiassa voi olettaa, ettia f € L'(SM)),
niin péatee Santalon kaava

L da== [ /OT(M) For(, v) ((a), v} dtds?.

Taman voi nahda myos Fubinin lauseen kaltaisena tuloksena, missé jokaisella
(x,v) € 0.SM integroidaan ensin moniston lapi poistumisaikaan asti ja
sitten joukon 0, SM yli.

2.4 Vertikaalinen Fourier-analyysi

Tassa luvussa esittelemme Fourier-sarjan Riemannin pinnalla, maérittelem-
me Guillemin-Kazhdan-operaattorit ja ndytdmme jotain niiden perusomi-
naisuuksia. Lopuksi todistamme Guillemin-Kazhdan-identiteetin. Tamén lu-
vun tulokset ovat olennaisessa osassa tutkielman péadlauseen todistuksessa.
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Jos oletamme, ettd M = D(0,1), missé siis D(0,1) on tason suljettu yk-
sikkokiekko, niin pallokimppu voidaan identifioida joukoksi M x S, missa
St on yksikkoympyra. Talloin jokaiselle kuvaukselle u € C°°(SM) saadaan
Fourier-esitys

1
o

u(z,0) =" up(z,0), up(z,0) = dp(x)e™, a(z)

kEZ

27 .
/ u(z,0)e”*™do.
0

Huomataan, ettd —idpur, = kuy. Palataan nyt tilanteeseen, jossa (M, g) on
kompakti suunnistuva Riemannin pinta. Edellinen havainto ja isotermiset
koordinaatit motivoivat nyt seuraavan maéritelmén.

Maaritelma 2.21 (Fourier-moodit). Kaikille £ € Z maaritelldén

Hy = {u € L*(SM) : —iVu = ku},
Qe ={ueC®SM): —iVu = ku}.

Maaritelladn nyt uudet operaattorit, joiden luontevuus nakyy heti, kun
todistamme niiden perusominaisuudet.

Maaritelma 2.22 (Guillemin-Kazhdan-operaattorit [2]). Maaritelldén ope-

raattorit ) ]
N+ = §(X +iXy) n-= §(X —iX1).

Todistetaan valittomasti naille joitain perusominaisuuksia.

Lemma 2.23. Mddaritelmdan 2.22 operaattoreille pdtee

« X =ny+1-,

M+, iV] = £nz,
* [nem-]= 3KV,
o Ne: Q= Uy, Vi = Qp VEEZ
Lisdiksi jos u,v € CY(SM), niin pitee
(e, w)sar = —(u, nxw)spr — (Pe1u, W) sar,
missd pyr = 5((v,v) £ (v, v)) ovat funktion u = (v,v) Fourier-moodit,

1
2 )
joille v = py1 + p1.
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Todistus. Ensimmainen viite on selva ja kommutaattorirelaatiot seuraavat
kommutaattorin perusominaisuuksista ja lemmasta 2.13 suoraviivaisella las-
kulla. Olkoon sitten u € 2. Talloin patee

—iV(neu) = ne(—itVu) + [N, iV]u = ne(ku) £ neuw = (K + 1)npu

ja

—iV (Vu) = ik*u = kVu,
mistd nahdaan kuvausominaisuusdet. Proposition 2.19 avulla saadaan puo-
lestaan osittaisintegrointikaava osoitettua suoraviivaisella laskulla. Kun huo-

mataan vield, ettd Vi = —(v,,v), niin Fourier-moodeja koskeva viite seu-
raa. O

Nyt voimme osoittaa, ettd Fourier-sarja saadaan myos pallokimpulle.

Lemma 2.24 (Fourier-sarja). Funktiolle u € L*(SM) on yksikdsitteinen
ortogonaalinen esitys
u = Zuk, ur € Hy,
keZ
missd sarja suppenee L*-mielessi. Jos u € C(SM), niin edellinen esitys
on
u = Zuk, u € Qp,
keZ
missd sarja suppenee C-mielessd. Fourier-moodit ovat isotermisissd koor-
dinaateissa

1

ur(,6) = ()™, () = o

2w
/0 e *u(x,0)ds.
Todistus. Ensimmaista ja viimeista vaitettd varten riittda todeta, etta mel-
kein kaikilla € M kuvaus 6 — u(x, ) on joukossa L?(S'), jolloin viite seu-
raa tavallisesta Fourier-analyysista (katso esim. [18]). C*°(M)-suppenemista
varten huomataan aluksi, etta edellisen lemman kuvausominaisuuden ja osit-
taisintegrointikaavan nojalla, kun w € ), patee

(nyu —nyup—1, wysy = —(u — w1, paw)asy = 0,

silld p_jw on (k — 1)-asteinen Fourier-moodi. Néin ollen nyu—niug_1 L Q.
Sileiden funktioiden tiheyden nojalla péatee myos nyu — niuk_1 L Hi. Nain
ollen tavallisen Fourier-analyysin nojalla (n u), = nyuy_1. Vastaavanlaisella
argumentilla saadaan myos, ettd (n_u)y = n_urr1 ja (Vu)y = Vug. Kos-
ka {X, X, V} on kehys, niin myos {ny,n_,V} on kehys. Néin ollen, jos
W € {ny,n_,V}, niin kuvauksen Wu Fourier-sarja suppenee L2-mielessi,
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joten alkuperdinen sarja suppenee. Koska edellinen argumentti voidaan tois-
taa mielivaltaisen monta kertaa, kun operoidaan operaattoreilla n,, n_ ja V,
niin tasta seuraa, ettd suppeneminen on todella C'*°-suppeneminen. O

Huomautus 2.25 (Tikapuuoperaattorit). Fysiikkaan orientoituneet voivat ha-
vaita, ettd Guillemin—Kazhdan-operaatoreissa on yhteyttd kvanttimekaani-

A

sen harmonisen vérdhtelijin tikapuuoperaattoreihin @ = |/22(2 4+ -p) ja

al = Ve (@ — miwﬁ), missid 7 ja p ovat paikka- ja liikemaardoperaattorit,

m massa, w varahtelijain kulmataajuus ja A redusoitu Planckin vakio. Va-
~ 2

réhtelijin Hamiltonin operaattorin H = 2— + %mw%Q = hw(afa + %), jonka

ominaistilojen |n) ominaisenergiat ovat E,, = hw(n+1), missin =0,1,2,....

Nyt pétee # = (/52— (al + @) ja p = iy/"22(a" — a) sekd kanoniset kommu-

2mw
taattorirelaatiot

[a,a"] =1, [H,af] = wal, [H,a] = —hwa.

Liséksi patee lemman 2.23 kaltainen kuvausominaisus, jotka ominaistiloihin
operoitaessa nostavat tai lasketvat energiatilaa yhdelld askeleella eli af|n) =
vn+1n+1) ja ajn) = /n|n — 1). Nyt siis X on analoginen paikkaope-
raattorin  ja X, liikeméaaraoperaattorin p kanssa, kun taas —:V on kuten
Hamiltonin operaattori H. Lisiksi Fourier-sarja vastaa tilannetta, jonka mu-
kaan miké tahansa tila on Hamiltonin operaattorin ominaistilojen lineaari-
kombinaatio.

Todistetaan luvun lopuksi Guillemin—Kazhdan-identitettind tunnettu ener-
giarelaatio.

Lemma 2.26 (Guillemin-Kazhdan-identiteetti [2]). Kaikille u € C*°(SM)
patee

i
In-ulléar = [Insullénr — 5KV, u)sn — (n-u, prw)osn + (4, piaw)osar-
2
Erityisesti jos u|gsyr = 0, niin
oM = 20— Ly
In-ullgar = lInsullsar 2( U, U) s
Todistus. Lemman 2.23 osittaisintegrointikaavalla lasketaan
In-wllén = lInrullsar = (- nyJu, w)sa — (n-w, paw)asar + (4w, priau)asy

Viite saadaan nyt kiyttadmalld saman lemman kommutaattorirelaatiota [, ,n_] =

iKV. O
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Seuraus 2.27. Olkoon Riemannin pinnan Gaussin kaarevuus K < —gq,
missd kg > 0 on vakio. Tdlloin kaikille k > 0 pdtee

Ro

[ 5 Ellueléar < lIncuelléan  wk € Qi uklosy = 0.

Vasaavasti kaikille k < 0 pdtee

Ro
Inwell € + §k||uk||§M < n-wellZar,  we € Qi ulosa = 0.

Todistus. Seuraa edellisestd lemmasta arviolla. OJ
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3 Tensoritomografiaa negatiivisessa kaarevuu-
dessa

Meilla on nyt valmiina kaikki tarpeellinen, joten voimme ryhtyéa tarkaste-
lemaan tensoritomografiaa, pohjautuen l&dhteen [I1] lukuihin 4, 6 ja 7. Ol-
koon siis C*°(S™(T*M)) kaikkien sileiden symmetristen kompleksiarvoisten
kovariantien tensorikenttien joukko, joiden aste on m. Sanomme myds, etté
funktion v € L*(SM) aste on m, jos lemman 2.24 antaman Fourier-sarjan
esityksessa uy = 0, kun |k| > m + 1.

3.1 Geodeettinen rontgenmuunnos

Maaéritellaédn ensin rontgenmuunnos funktioille.

Maaritelma 3.1. Olkoon (M, ¢g) kompakti ansaton Riemannin monisto, jol-
la on aidosti konveksi reuna. Geodeettinen rontgenmuunnos on kuvaus

I: C®(SM) — C=(9,SM),
misséa

[f(z,0) = /0 o))

Laajentaaksemme tdmén tensorikenttiin méaéritellaédn luonnollinen inkluusio
U C(S™(T*M)) — C(SM),
l(h)(z,0) = hy(v, ... 0).
——

m kpl

Tassé siis vain tensorikentan jokaiseen argumentiin "kopioidaan” mnopeus v,
jolloin saadaan skalaaarifunktio pallokimpulla. Télle inkluusiolle pétee seu-
raava hyodyllinen kuvausominaisuus.

Propositio 3.2. Kuvaukset
N
bt CX(S™MT*M)) — P Qy,
j=—N
kun m = 2N ja
N
gmi OOO(Sm(T*M>> — @ ng+1,
j=—N-

1

kun m = 2N + 1, ovat lineaarisia isomorfismeja.
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Ennen varsinaista todsitusta todistetaan aluksi seuraava lemma.

Lemma 3.3. Olkoon k > 0 ja f € Qp & Q_y. Tdlloin on olemassa yksikdsit-
teinen Fy, € C°(S*(T*M)), jolle pitee (xFy = f.

Todistus. Kuvaus ¢, maaritelltiin symmetrisille tensorikentille ja tasta seuraa
helposti, etta talloin kuvaus ¢; on injektio, silla symmetrinen tensorikentté
h madraytyy sen arvoista h,(v,...,v). Riittda siis osoittaa, ettd viitteen Fj
on olemassa. Tapaus k = 0 on triviaali, joten oletetaan, ettd k£ > 1. Olkoon
f = fe+ f_r. Lemman 2.7 koordinaateissa f(z,0) = fr(x)e™? + f_p(z)e ™.
Médritelldan nyt lokaalisti F, = ¥ ( fi(2)(d2)* + f_i(2)(dZ)*), missd z =
x1 + iwo. Nyt patee suoralla laskulla (. Fy(z,v) = fr + f_x. Saadut lokaalit
esitykset antavat symmetrisen k-tensorikentéan Fj, jolle patee [ Fy = fr +

fok- [
Maaritellaédn viela operaattori
k: C®(S™(T*M)) — C°(S™(T*M)),
r(h)(z,v) = o(h®g),

missa o on tensorin symmetrisoija

1
O'f(Ul,...,’Uk> :E Z f(US(l)a---avS(k))

' permutaatiot S

ja g on metrinen tensori.

Proposition 5.2 todistus. Todistamme vain tapauksen, jossa m = 2N, silla
toinen on analoginen. Todetaan ensin, ettd tarkastelemalla funktiota ¢,,h
lemman 2.7 antamissa koordinaateissa voidaan huomata, ettd kyseessd on
trigonometrinen polynomi, jonka aste on korkeintaan m, joten kuvaus on
hyvin maaritelty eli arvojoukot ovat oikeat. Lisdksi ¢, on selvésti lineaarinen
ja kuten aiemmin totesimme se on injektio. Jéjelle jaa todistaa, etta ¢,, on
surjektio.

Olkoon f € C*®(SM), jolle fr = 0 kaikille |k|] > m + 1. Nyt kaikille
1 < k < m lemma 3.3 antaa Fy, € C®(S*(T*M)), jolle pétee (xF}, = f +
fr. Maaritelldén Fy = fy. Madritelldan sitten symmetrinen m-tensorikentta
seuraavasti

F=Fy+kFy o+ -+ "R,

Huomaamalla, ettd mille tahansa symmetriselle k-tensorikentéille Gy pétee
lmi2(KGy) = Up Gy, saadaan lopulta

k=—m

Nain ollen ¢, on surjektio. ]

33



Nyt on suoraviivaista maéritella rontgenmuunnos tensorikentille.

Maaritelma 3.4. Geodeettinen rontgenmuunnos symmetrisille m-tensorikentille
madritellaan kuvauksena

L: C(S™T*M)) — C®(0,.SM), L.f = I({,nf).

Auki kirjoitettuna siis

7(z,0)
Inf (@) = [ Fr o ®)s - A0

Lokaaleissa koordinaateissa tama on

7(z,v) . .
Inf @ 0) = [ fiin (a )3 (). 77 (B,

missd f = fj, . (2)da? @ - @ dxim.

Huomautus 3.5. Nyt itse asiassa maaritelman 3.1 rontgenmuunnos saadaan
edellisestéa erikoistapauksena

Io: C®(M) — C®(0,5M), Iof = I(Lof).

Tassa siis

lo: CF(M) — C®(SM)
bo(f)(z,v) = f(z).

Edellisen huomautuksen avulla voidaan siis sopivalla tulkinnalla siséllyt-
taa I tapaukseen I, vastamaan kuvausta Iy. Meidan ei siis tarvitse kasitella
tapausta [ mitenkédan erikseen, vaikka se onkin erityisasemassa.

Mainitaan vield loppuun, etta tarkeét erikositapaukset ovat Iy, I; ja Is.
Naista Iy liittyy reunan jaykkyysongelmaan, kun konformaaliluokka on kiin-
nitetty, I; konnektioiden sirontajaykkyysongelmaan ja Io my0s reunan jayk-
kyysongelmaan. Néihin voi tutustua ldhteestda [141], mutta emme paneudu
naihin sen syvemmin. Olennaista on, ettd muunnosta [, tutkimalla voi tut-
kia muita tarkeita inversio-ongelmia.

3.2 Solenoidinen injektiivisyys

Téssé alaluvussa muotoilemme lopulta tutkielman paatuloksen (lause 3.10).
Tarvitsemme tahén enaé solenoidisen injektiivisyyden méaritelméan, mutta
motivoimme aluksi, miksi tdmé on luenteva maéritelma ja miksi paatulok-
sen viitetta on luonnollista kysya. Méaritelldan ensin uusi derivaatan késite
symmetrisille tensorikentille.
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Maéritelma 3.6. Kuvaus dg: C°(S™(T*M)) — C°(S™(T*M)),ds =
oV on symmetrisen m-tensorikentan sisaderivaatta. Tassa muistetaan, etté
o on tensorin symmetrisoija

1
O'f(Ul,...,Uk):*' Z fusay, -, vsw))

* permutaatiot S
ja V Levi-Civita-konnektio.

Seuraavaksi huomataan, ettd tapauksessa m > 1 kuvauksen I, ydin ei
ole triviaali.

Lemma 3.7. Kaikille p € C(S™Y(T*M)) pitee Xl 1p = Lpndsp.

Todistus. Suoralla laskulla kdyttden méaritelmid saadaan

b (dsp)(7,v) = (dsp)e(v, ..., v)

= jt(pw("y(t)w--ﬁ(t))

= X/,,p. O

Lemma 3.8. Olkoon p € C®(S™ Y T*M)) siten, etti plosy = 0. Tdlloin
In(dsp) = 0.

Todistus. Lemman 3.7 nojalla patee I,,(dsp) = I(lydsp) = I(Xlpn_1p) =
0. [

Nyt luonnollinen kysymys on, ettd ovatko muotoa dgp olevat tensorit ai-
noat ytimen alkiot. Téma motivoi seuraavan méaritelméan.

Maaritelma 3.9 (Solenoidinen injektiivisyys). Réntgenmuunnos 7,,, on so-
lenoidisesti injektiivinen, jos kaikilla h € C*(S™(T*M)), joille I,,h = 0,
pétee, ettd h on potentiaalitensori eli h = d,p, jollekin p € C°(S™ 1(T*M)),
jolle ploar = 0. Muunnoksen I solenoidinen injektiivyys tarkoittaa sen injek-
tiivisyyttd, jolloin edellinen tulkitaan siis vain, ettd C*°(S™1(T*M)) = {0}.

Olemme nyt valmiita esittelemadn tutkielman paatuloksen, jonka todis-
tamme myohemmin luvussa 3.4.

Lause 3.10. Olkoon (M,g) yksinkertainen Riemannin pinta, jolla on nega-
titvinen kaarevuus. Tdlloin I, on solenoidisesti injektiivinen.
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Huomautus 3.11. Lause 3.10 siis sanoo, etta lineaarikuvauksen I,,, ydin koos-
tuu siis potentiaalitensoreista eli tensoreista, jotka ovat muotoa dsh, jollekin
yhtéd alemman kertaluvun tensorikentille h € C*°(S™1(T*M)), silla kon-
ventiolla, ettd ydin on triviaali tapauksessa m = 0.

Méaritellaén divergenssioperaattori d, : C°°(S™(T*M)) — C>®(S™YT*M))
kaavalla (05 f, h)r2 = (f,dsh) 2, missa f € (S™(T*M))jah € C®(S™ 1 (T*M))
héaviaviat moniston reunalla. Télloin sanotaan, ettd f on solenoidinen, jos
0sf = 0. Téalloin voidaan yleistad Helmholtzin hajotelma tensorikentille eli
siis f € C*(S™(T*M)) voidaan hajottaa solenoidiseen osaan ja potentiaa-
liosaan. Talloin f = f* 4 dsh, missa f* € C°(S™(T*M)) on solenoidinen ja
h € C°°(S™ Y (T*M)) hévidi reunalla ([11] lause 6.4.7). Nyt siis lause 3.10
sanoo siis, ettd tensorikentan solenoidinen osa voidaan marittad, kun data
L, f tunnetaan.

3.3 Kuljetusyhtalo

Solenoidisen injektivisyyden véiite voidaan muuttaa niin kutsuttua kulje-
tusyhtaloa koskevaksi vaitteeksi. Kéasittelemmikin kuljetusyhtaloa téssa lu-
vussa, minké jalkeen voimme viimein todistaa tutkielman paatuloksen.

Maaritelma 3.12 (Integraalifunktio). Olkoon (M, g) kompakti ansaton Rie-
mannin monisto. Télléin kaikille f € C°°(SM) méadritellaan integraalifunktio

kaavalla
7(z,v)

uf(x,v) = /0 flpi(x,v))dt.

Kuljetusyhtdloé on nyt Xu = —f joukossa SM jollain reuna-arvolla. In-
tegraalifunktio toimii nyt kuljetusyhtalon ratkaisuna, kuten seuraava lemma
nayttaa.

Lemma 3.13. Olkoon f € C*(SM). Tdilloin u/ € C(SM) N C>®(SM \

OoSM) ja ul on yksikdsitteinen ratkaisu kuljetusyhtdon mddrddmdlle reuna-

arvo-ongelmalle
Xu=—f
Ulc’LSM: 0.

Todistus. Lemmasta 1.23 seuraa, etti u/ € C(SM) N C>®(SM \ 9,SM).

Lisiksi uf|g, su= 1.
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Suoralla laskulla saadaan puolestaan, etté

d

Xul (z,v) = Is

7(ps(2,0))
L ferdpnta o

d 7(z,0)—s
[ (CC T

R
B T(z,v) gt
= ~flerem@ )+ [ Sl 0)

= —f(z,v).

Lisiksi selvisti u/|s_sp= 0 ja uf|g, spr= If. Yksikésitteisyyden todsitusta
varten olkoon wuy,us € C(SM) N C®(SM \ 0pSM) kaksiratkaisua. Talloin
néiden erotus v = u; — uy toteuttaa reuna-arvo-ongelman

Xv=0

’U|57 SM— 0.
Ensimméinen ehto sanoo, etta kuvaus v on vakio geodeeseja pitkin, jolloin
toisesta ehdosta seuraa, ettd v = 0. Ideana on, ettd voimme alkupaikalla ja -
nopeudella (z,v) ldhtevaa geodeesia pitkin palata reunalta, missa v on nolla,

palata kyseiseen alkupaikkaan ja nopeuteen. Nyt siis u; = us, joten ratkaisu
on yksikésitteinen. O

s=0

Ongelma on vield, ettd integraalifunktio u/ ei viltamatti ole siled joukon
0oSM pisteissi. Esimerkiksi u/ = 7, jos f = 1 ja tieddmme, ettd 7 ei ole
siled joukossa 0y S M. Kuitenkin jos I f = 0, niin sileys saadaan myos joukossa
OoSM.

Propositio 3.14 ([11] propositio 4.2.3). Olkoon (M, g) kompakti ja ansaton
Riemannin monisto, jolla on aidosti konveksi reuna, ja olkoon f € C*°(SM).
Téllgin jos If =0, niin u/ € C>(SM).

Lause voidaan todistaa yleisemmaélla tuloksella ([11] lause 5.3.6), jonka
tekniset yksityiskohdat ovat lahteen [14] luvussa 5. Osoitetaan véite kuitenkin
lisdoletuksella, ettd f on kompaktisti kannettu joukossa intSM.

Todistus erikoistapauksessa. Oletetaan, etta proposition oletusten liséksi siis,
ettd f on kompaktisti kannettu joukossa intSM. Talloin lemman 3.13 nojal-
la riittdd niyttid, ettd myos v/ on kompaktisti kannettu joukossa int(SM)
sill sileys seuraa tilloin siité, ettd u/ on nolla kantajan supp(u/) C int(SM)
ulkopuolella. Lemman 1.23 nojalla 7 on jatkuva joukossa SM ja koska 7 =0
joukossa 0SM \ 0;SM, niin jos (z,v) € SM on ldhelld reunaa, niin pétee
Yew(t) & supp(f) valilla [0, 7(x, v)] tai v, —,(t) & supp(f) vélilla [0, 7(z, —v)].
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Ensimmaisessa tapauksessa siis geodeesi on jo padsyt niin ldhelle reunaa,
ettd se ei endad osu kuvauksen f kantajaan ja jalkimmaéisessa se ei ole kul-
kenut tarpeeksi osuakseen siihen. Oletetaan, jalkimméinen tapaus. Ensim-
méinen on analoginen tdméan kanssa. Nyt siis selvésti ldhella reunaa péatee
u/(z,v) = I f(x,v) = 0, joten todellakin supp(u/) C int(SM). Nyt kuvauk-
sen v/ kantajan kompaktius seuraa moniston kompaktiudesta. O

Huomautus 3.15. Propositio patee kylla ilman lisdoletusta, mutta teknisyy-
den vuoksi emme todistaneet tulosta yleisesti. Mainitaan kuitenkin, etté on-
gelma syntyy reunan tangentiaalisista suunnista, joiden kannalta poistumi-
saika on epiésilea reunalla, joten todistus vaatii reunalla lisatarkastelua. Eri-
koistapauksen todistuksessa saimme hoidettua asian siten, ettd kuvaus u/ on
lahella reunaa on nollafunktio. Erikoistapaus on kuitenkin suhteellisen jar-
keva, koska mittaamme jonkin darellisen objektion vaimenemisprofiilia, niin
voitaisiin vain ajatella, ettd mittausalue riittaa kattamaan koko objektin si-
ten, etta se ei koske alueen reunaa. Toisaalta mieleen voisi myo6s tulla monis-
ton pieni laajentaminen ulospéin, mutta tamakaan ei ole kovin suoraviivaista,
silld jos f ei hédvia reunalla, niin esimerkiksi nollajatko ei ole siled, kun taas
siledsti jatkaminen ulospéin ei endan takaisi sité, ettda I f olisi nolla.

Voimme nyt muuttaa kysymyksen solenoidisesta injetkiivisyydesta kysy-
mykseen kuljetusyhtalosta.

Propositio 3.16. Olkoon (M, g) kompakti ansaton Riemannin pinta, jolla
on aidostikonveksi reuna. Tdlldin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid.

(a) I, on solenoidisesti injektiivinen.

(b) Jos [ on astetta m, f sisdltid vain parilisen/parittoman asteisia ter-
mejd, kun m on parillinen/pariton, u € C*°(SM) toteuttaa kuljetusyh-
tdlon Xu = —f joukossa SM ja ulpsy = 0, missi f on astetta m niin
u on astetta m — 1,

missd tapauksessa m = 0 ehto b) tarkoittaa seuraavaa.

(') Jos f € C®°(M), u € C®°(SM) toteuttaa kuljetusyhtilon Xu = —f

joukossa SM ja u|psyr = 0, niin u on identtisesti nolla.

Todistus. Oletaan ensin, ettd I, on solenoidisest injektiivinen. Olkoon nyt f
kuten ehdossa (b) tai (b’). Lemman 3.13 nojalla u = u/ ja I f = up, spr = 0.
Proposition 3.2 nojalla 16ytyy yksikésitteinen h € C*°(S™(T*M)) siten, ettd
f=4nh. Nyt L,h = I({;,,h) = I f =0, jolloin solenoidisesta injektiivisyydes-
td seuraa, ettid h = d,p jollekin p € C°(S™1(T*M)) siten, ettd plasy = 0.
Nyt lemman 3.7 nojalla patee
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Koska lisaksi u ja ¢, _1p ovat nollia reunalla 9S M, niin u = —/¢,,_1p todistaen
ensimmaisen implikaation.

Oletetaan sitten, ettd (b) (tai (b’)) patee ja olkoon I,,h = 0. Jos nyt
f = {y,h, niin If = 0 ja proposition 3.2 nojalla f on astetta m ja f sisil-
taa vain parilisen/parittoman asteisia termeja, kun m on parillinen/pariton.
Lemma 3.13 ja propositio 3.14 puolestaan sanovat, ettd kuvaukselle u = u/ €
C>®(SM) pétee Xu = —f ja u|gsy = 0. Oletuksen nojalla u on astetta m—1
ja f = —Xu. Ottamalla ¢! puolittain saadaan h = ds/,,_1(—u). Valitaan
siis p = £,—1(—u), jolloin h = dgsp ja plaps = 0 eli I, on solenoidisesti injek-
tiivinen. O

Huomautus 3.17 (Pestovin identiteetti [11] propositio 4.3.2 tai [17]). Erityis-
maininnan ansaitsee nyt toinen energiaidentiteetti, jota kutsutaan Pestovin
identiteetiksi. Olkoon (M, g) kompakti suunnistuva Riemannin pinta, jolla
on siled reuna. Talloin

IV XulGar = IXVullGar — (KVu, uhasar + [ Xul[§a

kaikille u € C*°(SM), joille ulsspr = 0. Nyt itse asiassa tapauksessa Iy =
(solenoidinen) injektiivisyys on yhtapitavé sen kanssa, ettd yhtalon V Xu = 0
ainoa siled ratkaisu joukossa SM reunaehdolla u|ssy = 0 on uw = 0. Jos nyt
(M, g) on yksinkertainen ja negatiivisesti kaareutunut Riemannin pinta, niin
Pestovin identiteetti antaa

1XVull§a — (KVu, wosy + || Xullg = 0.

Koska K < 0, niin kaikki termit ovat ei-negatiivisia, joten || XVul|%,, = 0
eli Xu = 0 joukossa SM. Talloin taytyy olla, ettd u = 0 eli I on todella in-
jektiivinen. Mainittakoon myos, etta itse asiassa aiemmin esitelty Guillemin—
Kazdhan-identiteetti on Pestovin identiteetti sovellettuna kuvaukseen u € €2,
ja toisaalta Guillemin—Kazhdhan identiteetistd saadaan summaamalla indek-
sin k € Z yli Pestovin identiteetti.

3.4 Solenoidisen injektiivisyyden todistus

Kaikki todistukseen vaadittavat tyokalut ja tulokset ovat nyt valmiina, kun-
han todistamme viela yhden lemman.

Lemma 3.18. Olkoon (M,g) kompakti ja suunnistuva Riemannin pinta, jolla
on siled reuna. Olkoon u € C*(SM), jolle Xu = f. Talloin

NyUp—1 +N-1upr1 = fo, k€L
Erityisesti, jos f on astetta m, niin

Nytg—1 +nauper =0, |k[>m+ 1.
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Todistus. Lemman 2.24 nojalla saadaan esitykset kuvauksille u ja f. Kéayt-
tamalla lemman 2.23 ominaisuutta X = n, +7_ ja yhtaloa Xu = f saadaan

Xu=Y nup+n-w=> fue.=1F

keZ keZ

Koska nyt lemman 2.23 nojalla 7 ux—1 ja n_uy1 ovat kertalukua k, niin vaite
seuraa vertailemalla saman kertaluvun termeja. ]

Proposition 3.16 nojalla lauseen 3.10 todistamiseksi riittaéd enda todistaa
seuraava lause.

Lause 3.19. Olkoon (M, g) yksinkertainen Riemannin pinta, joka on nega-
tiivisesti kaareutunut. Jos f on astetta m, u € C*°(SM) toteuttaa kuljetusyh-
talon Xu = —f joukossa SM ja ulgsy = 0, niin u on astetta m — 1.

Todistus. Edellisen lemman nojalla patee
Nitg—1 + N1tk =0, |k|>m+ 1.
Oletetaan, ettd k& > m + 1. Seurauksen 2.27 nojalla pétee
In-ue—1llsar < [[n+ue—1llsar-
Yhdistamalla edelliset saadaan
In-wi—1llsar < [n-wpsillsae, & =>m+1
Tata arviota voidaan iteroida, jolloin N iteraation jalkeen péatee
In-ur—1llsar < In-ur—1onllsm, k=m+1.

Koska v € C*(SM), niin n_u € L*(SM). Erityisesti Fourier-sarjan suppe-
nemisen nojalla summa
> lIn-willéa

<A

on adarellinen, joten lim; 4 ||[7-uk||spr = 0. Ottamalla raja-arvo N — oo
saadaan, etta
n-tug—1 =0, |k|>m+1.

Kayttamalla edellisen lemman tulosta saadaan, etta
n-w =0=mnry, [>m.
Lemman 2.23 ominaisuuden X = 7, + n_ nojalla

Xul = 0, ul‘agM = O, l Z m.
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Taman perusteella patee
w =0, [>m.

Vastaavasti, kun £ < —m — 1 saadaan, etta

w=0, [<-—m.

Naéin ollen v on astetta m — 1. O

Huomautus 3.20. Emme itse asiassa tarvinneet koskaan konjugaattipisteiden
puutetta eli meidan ei tarvitse olettaa sitd. Kuitenkin negatiivisesti kaareu-
tuneessa avaruudessa ei itse asiassa ole konjugaattipisteita eli oletus on silti
voimassa. Perustellaan tdmé lyhyesti. Olkoon ~v: [a,b] — M geodeesin osa
ja olkoon J Jacobin kentté, jolle J(a) = 0 = J(b). Mééaritelldén apukuvaus
¢(t) = |J(t)]2. Nyt voidaan laskea kayttéaen Jacobin yhtél6é ja kaarevuuden
madritelméa tamén toinen derivaatta

¢" =(D}J, J)y+ (DyJ, Dy J),
= —(R,J, J)g + |D,J|:
= —(KWEITZ= (3, I K + | Dy J:

Nyt Cauchy—Schwartzin epayhtdlon ja negatiivisen kaarevuuden nojalla ¢” >
0, joten ¢ on konveksi funktio, jolloin ¢ = 0, silla ¢(a) = 0 = ¢(b). Néin ollen
J = 0 eli ei ole epétriviaalia Jacobin kenttda kahden pisteen valilla. Kasit-
telimme yksinkertaisen moniston tapausta, silld se esiintyy erityisesti vari-
aatiossa, joka koskee kuvausta [j. Jos nimittdin monisto on yksinkertainen,
niin ei tarvita tietoa kaarevuudesta.
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4 Tensoritomografiaa useampiulotteisessa ava-
ruudessa seka yleisessa kaarevuudessa

Téssé luvussa tarkastellaan paatuloksen variaatioita perustuen lédhteen [14]
lukuihin 3,4,6,7, 8 ja 10 aloittamalla sen yleistyksesta useampaan ulottuvuu-
teen, minké jalkeen tarkastellaan yleista kaarevuutta.

4.1 Tensoritomografiaa useampiulotteisessa avaruudes-
sa

Vaikka olemmekin tarkastelleet ongelmaa Riemannin pinnoilla, niin itse asias-
sa tuloksia voidaan yleistda useampiulotteisiin avaruuksiin. Téassd meidan tu-
lee palata vektorikenttiin X, X | ja V. Néista muistetaan, ettd X maaritel-
tiin dimensiosta riippumatta, mutta useammassa ulottuvuudessa X, ja V
eivit ole enda vektorikenttia vaan gradientin kaltaisia eli ikddn kuin useampi
vektorikenttd. Useammassa ulottuvuudessa ei meille endé riita kaksi paikka-
koordinaattia ja yksi kulmakoordinaatti vaan tarvitaan enemman.

Tarkastellaan ensin pallokimppua tarkemmin useassa ulottuvuudessa, jo-
hon yksityiskohtia 16ytyy myo6s lahteista [8] ja [13]. Olkoon (M, g) kompakti
Riemannin monisto ja w : SM — M kanoninen projektio. Pallokimpulla tu-
lee olemaan nyt Sasaki-metriikka, joka tulee nyt ajatella sen luonnollisena
metriikkana. Olkoon nyt V = ker dr vertikaalinen alikimppu. Nyt Sasaki-
metriikalla saadaan orthogonaalinen hajotelma

TSM=RX®HDYV,

missd H = (RX @ V)* on horisontaalinen alikimppu. Nyt itse asiassa pétee
H(z,v) = V(zr,v) = {v}t C T.M ja RX & H = T, M kanonisella identi-
fioinnilla.

Nyt voimme yleistda X, X, ja V useampaan ulottuvuuteen, johon voi yk-
sityiskohtaisemmin tutustua ldhteessa [15]. Olkoon nyt u € C*°(SM). Edel-
linen hajotelma antaa meille gradienttihajotelman

h v
Vsnu = (Xu)X, Vu, Vu),

h v
missd V ja V ovat horisontaalinen ja vertikaalinen gradientti, jotka ovat

kuvauksia joukolta C*°(SM) joukolle
Z={Ze€C®SM, TM): Z(x,v) € T,M, Z(x,v) L v}.

Siis molemmat antavat vektorikentan, joka on kohtisuorassa nopeutta vas-
ten. Téssd oikeastaan kiteytyy idea. Riemannin pinnalla on geodeesin me-
nosuuntaan nahden kaksi kohtisuoraa komponenttia, joista toinen on pinnan
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suuntainen ja toinen normaalin suuntainen. Nyt kyseisid suuntia on useampi.
Joukkoon Z voidaan myés mééritelld L2-sisitulo, kun integroidaan tilavuus-

h v
muodon d¥?"~! suhteen. Tilloin voidaan mééritelld divergensit div ja div

h v
kuvausten —V ja —V formaaleina adjungaatteina.
Edelld maaritellyille patee lemman 2.13 kanssa analogiset kommutaatto-
rirelaatiot

Lemma 4.1 ([1/] lemma 4.7.2). Seuraavat kommutaattorirelaatiot patevdt
v h
e [X,V]=-V,
h v
« [X,V]=RV,

h v v h
e divV —divV = (n — 1)X,
\4 h
o [X,div] = —div,

h v
o [X,div] =divR,
missd n on dimensio ja R on Riemannin kaarevuustensori.
Myo6s proposition 2.19 tulokselle on analoginen tulos.

Propositio 4.2 (Osittaisintegrointi [11] propositio 4.7.3 ). Olkoon u,w €
C*(SM) ja Z € Z. Tadlloin pdtevit seuraavat osittaisintegrointikaavat

<XU, w>SM - —<U, Xw>SM - <<U7 V)“a w)aSMv
h h

(Vu, Zysu = —(u, divZ)sm — (u, (Z,v))osm

<%u, A —<u,d¥vZ)5M.

Huomautuksen 3.17 Pestovin identiteetti yleistyy myos seuraavasti.

Propositio 4.3 (Pestovin identiteetti [I1] propositio 4.7.4 tai [7]). Olkoon
(M, g) kompakti n-ulotteinen Riemannin monisto, jolla on siled reuna. Ol-
koon uw € C>(SM). Tdlloin pdtee

IVXul[ = [1XVul[gy — (RVu, w)sar + (n = D[ Xullgp, + (Tu, Vudosar,

h v
missa T'u = pVu — XuVp.
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Guillemin—-Kazdhan-identiteetié varten tarkastellaan analogista vertikaa-
lista Fourier-analyysid, johon voi tutustua myos lahteestd [3]. Olennaisesti
Fourier-sarja, koostuu nyt palloharmonisista funktioista, miké on kulmaosan
moniulotteinen vastine. Maarittelemalléd vertikaalinen Laplace-operaattori A =

d‘ilv% voidaan Fourier-moodit maéritella analogisesti yhtalolla —Au = \u,
misséd [ > 0 on kokonaisluku (huomaa ero aiempaan, missé sallittiin myos
negatiiveset kokonaisluvut). Nyt kuvaukselle u € L*(SM) tai u € C*®(SM)
patee esitys

oo
w= u,
=0

missa u; ovat Fourier-moodeja. Guillemin-Kazdhan-operaattorit puolestaan
on maaritelty kaavalla

Xiu= Z Bil(XPlul>a

=0

missé P} on ortogonaaliprojektio (P_; = 0) joukolta L?(SM) esityksen Fourier-
moodille. Néille operaattoreille patee nyt vastaavia ominaisuuksia. Erityisesti
néilla on ny-operaattorien lemman 2.23 antama tikapuuominaisuus ([11] lem-
ma 6.6.4). Erona kuitenkin nyt voi huomata, ettd X eivét ole vektorikenttié.
Guillemin-Kazdhan-identiteetin voisi muotoilla nyt seuraavasti.

Propositio 4.4 (Guillemin—Kazdhan-identiteetti [11] propotistio 6.6.7 tai
[3]). Olkoon u, Fourier-moodi. Tdlldin pdtee

Bl XoullSay = vl X-ull§ar — (RVu, Vudsar + (1 Zul[§y + (Tu, Vuosar,

h N h
missa oy = ay(A,m) ja 5 = Bi(A,n), Tu = pNVu — XuVp ja Z on se Vu
osa, jolle divZ = 0.

Paatulos on nyt muuten sama, mutta kaarevuus korvataan sektionaali-
sella kaarevuudella.

Lause 4.5 ([11] lause 7.5.1). Olkoon (M,g) yksinkertainen Riemannin mo-
nisto, jolla on negatiivinen sektionaalinen kaarevuus. Talloin I, on solenoi-
disesti injektitvinen.

4.2 Tensoritomografiaa yleisessia kaarevuudessa

Negatiivinen kaarevuus on suhteellisen vahva oletus. Tarkastellaan seuraa-
vaksi siis tapauksia, missé kaarevuudesta ei tehda oletuksia. Palaamme kui-
tenkin takaisin tarkastelemaan Riemannin pintoja ja tarkastelemme tapausta
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Iy. Muistetaan aluksi, ettd muotoilimme péaatuloksen yksinkertaisille monis-
toille, mutta emme tarvinneet konjugaattipisteiden puuttumista, joka tosin
on negatiivisessa avaruudessa joka tapauksessa voimassa. Ilman oletusta ne-
gatiivisesta kaarevuudesta joudutaan tétéa oletusta kayttaméan.

Konjugaattipisteisiin ja niin kutsuttuun Morse-teoriaan voi tutustua lah-
teista [10] ja [11]. Emme kuitenkaan paneudu tahan kovin tarkasti vaan esit-
telemme nopeasti tarpeellisen indeksimuodon ja miten se liittyy konjugaatti-
pisteisiin. Muuten todistus tarvitsee aiemmin mainittua Santalén kaavaa ja
kuljetusyhtéalokarakterisaatiota. Olkoon nyt 7: [a,b] — M geodeesin osa ja
X ja'Y geodeesin normaalivektorikenttia, jotka katoavat valin paatepisteissa.
Indeksimuoto I, maaritelladn nyt bilinaarimuotona

b
L(X,Y)= / (DX, DY), — (R, X, D,Y),dt.

a

Huomautus 4.6. Teorian kannalta on helpompaa ymmartaa vektorikentét
Sobolev-mielessa, mutta sivuutamme tadmén keskustelun.

Indeksimuoto pituuden toinen variaatio eli se karakterisoi onko kayra pi-
tuuden minimoija, maiksimoija vai satula. Tarkeand ominaisuutena on, ettéa
indeksimuoto on positiividefiniitti jos ja vain jos geodeesin osalla ei ole konju-
gaattipisteita. Naytimme huomautuksessa 3.17, miten muunnoksen [, injek-
tiivisyys seuraa Pestovin identiteetista negatiivisessa kaarevuudessa. Kuiten-
kin yksinkertaisten Riemannin pintojen tapauksessa patee jotain yleisempaa.

Propositio 4.7 (1] propositio 4.4.3). Olkoon (M, g) yksinkertainen Rie-
mannin pinta ja olkoon u € C*°(SM), jolle ulssy = 0. Tdloin patee

2
[ Xullsp — (Ku,upsm > 0,
missa yhtasuuruus on voimassa jos ja vain jos u = 0.

Proposition todistuksen ideana on kédyttad Santalon kaavaa, jolla voi las-
kea epétyhtdlon vasemman puolen muotoon, jossa esiintyy ideksimuoto in-
tegraalissa joukon 0, SM yli. Tamén jéilkeen tulos seuraa siitd, ettd indek-
simuoto on positiividefiniitti, koska pinnalla ei ole konjugaattipisteitd. Huo-
mautuksen 3.17 kaltaisella argumentilla saa nyt edelliselld propositiolla tu-
loksen

Lause 4.8 ([11] lause 4.4.1). Olkoon (M, g) yksinkertainen Riemannin pinta.
Talloin Iy on injektio.
Huomautus 4.9. Itse asiassa edellinen toimii myos useassa ulottuvuudes-

sa. Talloin osoitetaan, ettéd ||X%u||§M - <R%u, %U>SM > 0 kaikille v €
C*(SM), joille u|lpspy = 0, mistd tulos seuraa yksinkertaisille Riemannin
monistoille. 1]
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Esitdmme viela muunnelman, jossa Riemannin pinnalla voi olla konju-
gaattipisteitd. Talloin kaarevuuskin on yleinen, silld negatiivisessa kaarevuu-
dessa ei ole konjugaattipisteita. Riittava ehto korvaamaan on adjungaatin /;
surjektiivisuus. Yksityiskohtia l6ytyy lahteesta [16].

Ensisilmaykselld rontgenmuunnoksen I adjungaatista puhuminen vaikut-
taa erikoiselta, koska kyseesdd on lineaarikuvaus C*°(SM) — C*(0.SM).
Adjungaatti méiritellddn rajoitetulle (jatkuvalle) linaarikuvaukselle A : X —
Y Hilbert-avaruuksien X ja Y vélilla rajoitettuna lineaarikuvauksena A*: Y —
X, joka toteuttaa kaavan (z, A*y)x = (Az,y)y kaikillax € X jay € Y. Nyt
tarkasteltavat avaruudet eivéit kuitenkaan ole Hilbert-avaruuksia. Kuitenkin
Iy voidaan laajentaa rajoitetuksi lineaarikuvaukseksi L2(SM) — L*(0,SM)
([11] propositio 4.1.2), jolloin voidaan puhua sen adjungaatista Ij. Kuvauk-
selle h € L*(9, SM) voidaan itse asiassa myos eksplisiittisesti laskea, etta

Ihiz) = /S M@ 0)dS.()

missi b (z,v) = h(p_r( v (T, 0)).
Huomautus 4.10. Laajenenminen onnistuu myds Sobolev-mielessi H*(SM) —
H*(0,SM) kaikille k € N ([14] propositio 4.1.3).

Suoraan maéritelmilld voi huomata, etté jos lineaarikuvauksen adjungaat-
ti on surjektio, niin alkuperainen kuvaus on injektio. Télloin siis /] surjek-
tiivisuus antaa suoraan I, injektiivisyyden. Méaaritellaan joukko

C>(0,SM) = {h € C*(0,SM) : h* € C*°(SM)}.
Nyt saadaan seuraava lemma.

Lemma 4.11 ([11] lemma 10.2.2). Olkoon (M, g) kompakti ja ansaton Rie-
mannin monisto, jolla on aidosti konveksi reuna. Jos I§: C°(0LSM) —
C>®(SM) on surjektio, niin Iy: C*°(SM) — C>*(0+SM) on injektio.

Seuraava padtuloksen variaatio on kuitenkin vahvempana voimassa.

Lause 4.12 ([11] lause 10.2.1). Olkoon (M, g) kompakti ja ansaton Rieman-
nin pinta, jolla on aidosti konveksi reuna, ja olkoon I surjektio. Tdlloin I,
on solenoidisesti injektiivinen.

Todistus perustuu siihen, etta lemman 2.24 antaman esityksen avulla voi-
daan maaritelld analyyttisyys kulmamuuttujan suhteen siten, ettéd kuvaus u
on analyyttinen, jos u; = 0 kaikilla £ < 0 ja antianalyyttinen, jos u; = 0
kaikilla £ > 0. Yksikkokiekolla tata voi verrata tavallisen kompleksianalyy-
sin méaaritelméan ja todeta méaaritelmén olevan jarkeva. Analyyttisyyden ja
antianalyyttisyyden avulla saadaan niin sanottu integroiva tekija.
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Propositio 4.13 ([14] propositio 10.1.2). Olkoon (M, g) kompakti ja ansa-
ton Riemannin pinta, jolla on aidosti konveksi reuna. Olkoon I surjektio.
Tallgin jokaiselle a_1 +a; € Q_1 B Qy on olemassa w € C°(SM) siten, ettd
w on analyyttinen ja Xw = a_1+a;. Vastaavasti on olemassa w € C*(SM)
siten, etta w on antianalyyttinen ja Xw = a_y + a;.

Proposition integroiva tekija on analoginen vastaavalle differentiaaliyhta-
l6iden rakaisuun kéytettavélle integroivalle tekijélle. Tamén avulla voidaan
todistaa, etta I rajoittuma joukkoihin €2, on injektio ([1] lause 10.2.3). Lo-
put todistuksesta on kuljetusyhtalon, Fourier-sarjan ja Guillemin—Kazdhan-
operaattorien hyodyntamistd. Yksityiskohdat 1dhteen [14] luvussa 10.

Huomautus 4.14. Lauseen 4.12 variaatio on tosin suhteellisen epétyydytta-
va, silld on kuitenkin epatriviaalia, ettd kuvaus [ olisi surjektio. Mainitaan
kuitenkin erds surjektiivisuustulos, jolla on yhteys aiempaan. Olkoon (M, g)
yksinkertainen monisto. Tiedamme, etta [y on injektio, ja osoittautuu, et-
td niin sanottu normaalioperaattori Il : L*(M) — L*(M) on elliptinen
pseudodifferentiaalioperaattori. Naiden avulla voidaankin osoittaa, ettd ku-
vaus I5: C°(04SM) — C*(SM) on surjektio. Yksityiskohdat 1dhteen [11]
luvussa 8. Téama tosin ei todista kdytdnnossa mitadn uutta, koska monisto
on yksinkertainen.
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5 Yhteenveto

Tutkielmassa tarkastelimme tensoritomografien kannalta tarkeita tyokaluja,
joiden avulla osoitimme, etta rontgenmuunnos yksinkertaisella negatiivises-
ti kaareutuneella Riemannin pinnalla on solenoidisesti injektiivinen. Toisin
sanoen voimme selvittda tuntemattoman tensorikenttdn solenoidisen osan,
kun tieddmme sen integraalin maksimaalisten geodeesien yli. Lisaksi tarkas-
telimme miten voimme yleistaéd tyokaluja useampaan ulottuvuuteen ja milla
oletuksilla voidaan luopua negatiivisesta kaarevuudesta. Olennaisesti, jos ole-
tamme yleisemmaén tilanteen tai luovumme jostakin oletuksesta, niin tarvit-
semme todennakoisesti lisatietoja jostain muusta. Tama ei missdan nimesséa
ole kaiken kattava, silla mainitsimme esimerkiksi epakompaktista tilanteesta,
mutta emme tarkastelleet sitd ollenkaan.

Johdannossa myos sanoimme, ettd inversio-ongelman kannalta tamé on
vain ensimmaéinen askel. Emme esimerkiksi tieda, miten solenoidinen osa pi-
téisi laskea. Tama on tosin tarkasteltavassa abstraktissa tilanteessa hankala
ongelma. Itse asiassa helpompi jatkokysymys on muunnoksen stabiilisuudes-
sa eli voisiko pienellda muutoksella rontgenmuunnoksessa saada aikaan iso
muutos solenoidisessa osassa. Mainitsimme, ettd tdmaé voisi tarkoittaa esti-
maatteja sopivien normien suhteen ja niité on esitetty lahteessa [11]. Tamén
tarkastelu tarvitsisi Sobolev-avaruuksien teoriaa, mitd emme késitelleet téas-
sé, mutta stabiilisuuteen voitaisiin sen avulla vastata ja se voisi olla luonteva
jatko téalle tutkielmalle esimerkiksi tarkastelemalla vain tapausta Ij.
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