Fysiikan olympiavalmennus
Kirjevalmennustehtéva Perussarjan kirjevalmennus 2011-2012

Tehtava 1. Fyysikot véittelevat kahvikupin darelld siitd, pysyyko kahvi kuumempana, jos siihen lisdtdan
maitoa heti kassalla vai jos se lisitdan vasta tyShuoneessa muutaman minuutin kdvelymatkan jalkeen. Kayttden
Newtonin jadhtymislakia (kts. esim. Wikipedia) ja merkiten selkedsti, mita oletuksia teet, selvitd kumpi on
oikeassa.

Vinkki: oleta ensin, ettd kupissa ei ole kantta ja ettd se on reunoilta eristetty, jolloin voit olettaa, ettei sen
|amménsiirto-ominaisuus riipu nesteen miaristad (Iampda padstavi pinta-ala on vakio).

Vinkki 2: palaa vuoden 2012 ensimméisen valmennuskirjeen tehtdvan 3a tehtdvanantoon (ldytyy sivulta
jyu.fi/ipho/valmennus), josta saat apuja differentiaaliyhtaldn kisittelyyn.

Ratkaisu: Listataanpa aluksi oletuksemme:
e Lampda paastava pinta-ala on vakio.
e Limmonsiirto-ominaisuudet eivat riipu nesteen maarasta.
e Kaikki tehtdvan nesteet ovat oleellisesti vettd, ja niilld on sama ominaislampdkapasiteetti c.

e Sovitaan, ettd kahviin lisdttdvd maito on huoneenlampdista eli ympariston kanssa samassa
lampdtilassa. Oletus on jarkeva, useissa kahviloissa maito I6ytyy kannusta kassan viereltd, eika se ole
jaakaappikylmaa eli poikkeama huoneenlammosta on pieni. Taman oletuksen varsinaisesti keksimme
tehda vasta myShemmin laskun helpottamiseksi, mutta kirjataan se jo tdhan. T&ta ei luonnollisesti
ole pakko olettaa.

Tehtdvanannossa oli pieni ongelma; suomenkielisen Wikipedian antama Newtonin jadhtymislaki on

muotoa J
— =-K(T -T, 1
dt ( y)’ ( )

missa Ty, on ympariston lampdtila. Tassa lammonsiirto-ominaisuuden riippumattomuutta on vaikea ilmaista
(kerroin K kun kattaa vain |dmp&tilan muutokseen vaikuttavat ominaisuudet).

Newtonin jadhtymislaki on kuitenkin diskreetti yleistys Fourierin jddhtymislaista, ja yleisimmin se
esitetddn muodossa

dQ

— = —-kA(T -T,). 2

9 _yar-m, @)
Nyt voidaan tutusta yhtléstd Q = cmAT lainaten muuttaa jashtymislaki muotoon 4 = —A4(7—1T))

ja tutkia kertoimia. L&mpo3 siirtdva pinta-ala on tehtdvdanannon mukaan vakio, joten ala A voidaan
sisallyttaa vakioon k. Oletuksien mukaan ominaislampdkapasiteetti ¢ on myds systeemissimme vakio ja
sisdllytetdan k:hon.

Tutkittavan aineen massa m tuli tarkasteluun vasta siirtyessimme lammonsiirrosta lampdétilaan, joten
sitd ei sovi poistaa yhtalostda. Wikipedian antamassa jadhtymislaissa massa on piiloutunut! Voit vield
miettid, mitd eroa on lauseilla " Nesteen maara ei vaikuta |ammon siirtymisen nopeuteen”ja " Nesteen
maard ei vaikuta |dmpdtilan muutosnopeuteen” .

Tutkitaan saamaamme differentiaaliyhtdl6d nyt vuoden 2012 1. valmennuskirjeen tehtdvan 3a avulla.

T'(t) = ——(T(t) - T,) 3)

Ennustamme sille ratkaisuksi yhtilon T'(t) = A; + Ayest, missi Ay, Ay ja As ovat joitain vakioita.
Mik3li tam3 tallainen T'(¢) on tosiaan ratkaisu, sen derivaatta toteuttaa annetun differentiaaliyhtilon (3):

A2A3€A3t = (A1 + AQBASt — Ty) (4)

k

m

Vaikuttaa silta, ettd Ay =T ja A3 = f%. Selvitamme viela termin A, pohtimalla alkutilannetta
t = 0. Tallgin kahvin alkulampétila on jokin Ty (esim. Ty = 96 °C). Siispa

T(0) = Ay + Az’ =T + A2 =Tp (5)

Olemme selvittaneet kaikki vakiot ja ratkaistu yht&lé on T'(t) = T, + (Top — Ty)e*%t. Havaitsemme,
ettd kutakin lampotilaa tarkastellaan sen ja ympariston lampdétilan erotuksena. Merkint6jd helpottaa, jos
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padtetdan jatkossakin kasitelld kaikkia lampdtiloja erotuksena ympariston lampdtilasta Ty ja kirjoitetaan
yhtélo uudelle suureelle T =T — T}, kaikille [ampétiloille T'. Saamme
T(t) = Toe ! (6)

Nyt voimme lopultakin tarkastella maidonlisidmisongelmaa, kun tiedimme, miten neste jadhtyy muuten
ajan funktiona. Sovitaan, ettd kahvin massa on M ja lisdttdvan maidon massa m. Meilld on kaksi tilannetta
vertailtavana:

e Maito lisdtdadn ajanhetkelld ¢ = 0 ja kahvi juodaan huoneessa ajanhetkella t.
e Kahvi viedddn huoneeseen, jossa maito lisdtddn ajanhetkelld ¢ ja kahvi juodaan heti sen jalkeen.

Lasketaan ensimmaiselle vaihtoehdolle maitokahvin alkulampétila. Myés tdssd yhteydessa voimme
kayttda lampdtilasuurettamme 7' (mieti, miksi). Olkoon kuuman kahvin |dmpétila T ja maidon ldmpétila
edelld sovittu T, = 0, ja yhteinen loppuldmpétila 77. Tall6in

M ~

Qrahvi + Qumaito = 0 < cM(Ty — Tp) +em(Ty —0) =0 « T} = mTo (7)

Kun maitokahvi aloittaa jashtymisen, sen massa on tietysti M + m ja alkulimpétila T}. Kirjoitetaan
kassalla lisatylle maidolle yhtdlé juomisajankohtana ¢.

~ - . M -
Tkassalla(t) =Tie” M:'mt = mTOe_ﬁt (8)

Jos kahvi lisdtdan vasta huoneessa, ajanhetkelld ¢ ja ennen maidon lisdysta sen lampétila on

Ty(t) = Tpe 7t 9)
Lasketaan nyt sille maidon lisdyksen jalkeen saatu lampétila Thuoneessa. S€ saadaan kuten yhtalo :

M - M
M+m " M+m

Qkahvi + Qmaito =0 ... Thuonecssa = ,-T()eiﬁlt (10)

Huomaa, ettd kahvi juodaan heti ajankohtana ¢ eikd se ehdi jadhtya sekoituksen jilkeen, jolloin perdan
tarvittaisiin uusi eksponenttifunktio (voit miettid, miten siind otettaisiin huomioon jaihtymisen alkaminen
ajanhetkesta ¢ ja se, ettd massa on nyt m + M).

Loppulampédtiloja Tkassa”a jaThuoneessa voi verrata silmamadriisesti tai laskea niiden erotuksen.
Silmamaardisesti havaitsemme, ettd ainoa ero on eksponenttifunktiossa. Kassalla lisdtylle maidolle nega-
tiivinen eksponentti kasvaa hitaammin, jolloin se pienentdad lampétilaa kuvaavaa funktiota hitaammin.
Maidon lisddminen heti hidastaa jadhtymistd, erityisesti, mikali maitoa lisda paljon.

Tassa ratkaisussa on tietenkin tehty paljon erilaisia helpottavia oletuksia, silmiinpistdvimpana ehka
maidon huoneenldmpdisyys ja mukin tdydellinen eristdvyys. Jos maito lisatdan jadkaapista, se on n.
10°C kylmempa3 kuin tdssa oletetaan. Miten tehtdva muuttuisi talléin? Entd, jos |[ampda siirtdva pinta-
ala muuttuisi nesteen mairan mukana? Tuottaisivatko ndma tarkennukset malliimme pienia vai suuria
muutoksia?

Pieni internet-katsaus kertoo, ettd aihe pohdituttaa jatkuvasti niin maallikkoja kuin opiskelijoita. Turun
yliopistossa tutkimus tehddan kokeellisena tyona kurssilla: |Luentodemo| Tiede-lehden keskustelupalstalla
on asiaa mietitty vuonna 2009: Keskusteluketju StackExchangessa 16ytyy myos sama kysymys kesaltd
2011: Physics.Stack Exchange Physics Forumsilla pyydetdan apua tdman tehtdvan variantteihin tdman
tasta, kirjoitushetkelld tuorein osuma on marraskuultaa 2011: | PhysicsForums
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