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Tehtdva 1. Monesti fysikaalisissa malleissa on mahdollista korvata hankala jarjestelma yk-
sinkertaisemmalla ilman, etta jarjestelman kaytos muuttuu. Tutkitaan tdta ideaalisten jousien
tapauksessa.

(a)

Tutkitaan kuvan [1| mukaisia jousisysteemeja, joiden paassa roikkuu samanlainen pun-
nus. Oletetaan, ettd systeemit kayttaytyvat samoin, eli jos punnuksia poikkeutetaan ta-
sapainoasemastaan yhtd paljon, niihin kohdistuu yhta suuri voima. Osoita, ettd tdssa
tilanteessa yksinkertaistetun systeemin (jossa on vain yksi jousi) jousivakiolle patee

k =k + ko (1)

Tarkastellaan sitten kuvan [2] mukaisia systeemeja samalla tavoin. Osoita, ettd nyt
pateekin

k= (k' 4kt (2)
Yleistetaan sitten kuvan [I]tapausta niin, etta rinnakkain on n jousta, joiden jousivakiot
ovat kq, ko, ..., k,_1 ja k,. Perustele, miksi tassakin tilanteessa systeemi voidaan korvata

yhdella jousella, ja ettd sen jousivakioksi tulee
k=k +ky+ ... kn1+k,. (3)

Yleistetaan vastaavasti kuvan tilannetta. Perustele, ettd korvaaminen onnistuu nytkin
ja jousivakioksi saadaan

k=it kb4 kR (4)

Edelld laskettujen yksinkertaistusmenetelmien avulla voidaan korvata monimutkaisenkin
nakaisia jousisysteemeja yhdelld ainoalla jousella. Tama onnistuu vaiheittain korvaamalla
osasysteemeja yksinkertaisemmilla.

Tutkitaan kuvan [3) mukaista jousisysteemid, jossa jokaisen yksittdisen jousen (niita on
10) jousivakio on ¢. Paattele, ettd tamakin systeemi voidaan korvata yhdelld jousella, ja
laske, mikd on taman jousen jousivakio k. llmaise tulos jousivakion ¢ avulla.

Ratkaisu:

(a

) Kuva : Tarkastellaan vasemmanpuoleista systeemia. Poikkeutetaan punnusta x:n
verran tasapainoasemastaan (ja pidetdan sitd siina paikallaan), jolloin jousi 1 kohdis-
taa siihen voiman —k;z ja jousi 2 voiman —ksx Yhteensa siihen kohdistuu siis jousi-
voima —kjx — kex = — (ki + ko)x. Jos sama tehdaan oikeanpuoleiselle systeemille,
kohdistuu siihen jousivoima —kz. N&iden taytyy olla samat (tatdhan se tarkoittaa,
ettd systeemit kayttaytyvat samoin), joten k = ky + k.

Jos punnuksia on vierekkdin kolme (jousivakiot k1, ko ja ks3), voidaan ensin kaksi
ensimmaista korvata ylla todetun periaatteen nojalla yhdella jousella, jonka jousivakio
on ki + ko. Taman korvauksen jalkeen rinnakkain on kaksi jousta, jotka voidaan
yhdistaa yhdeksi, jolloin jousivakioksi tulee (ki + ko) + k3 = ki + ko + k3. Vastaava
paattely useammalle jouselle antaa yhtalon . Toki my6s kahdelle jouselle tehdyn
paattelyn voi suoraan yleistdd useammalle jouselle, mikad johtaa samaan paatelmaan.

Kuva [2} Toimitaan samoin kuin edell, eli poikkeutetaan punnusta x:n verran.
Olkoon ylemman jousen pituuden muutos 7 ja alemman zs, jolloin x = x1 + x».
Jousten vilissa oleva osa asettuu lepoon (kun pidimme jousta paikallaan). Jousi 1
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vaikuttaa siihen voimalla —k;x; ja jousi 2 voimalla kyxo. Kokonaisvoima on nolla,
joten —kixy + koxo = 0, joten zy = L ja vieldapd x = x1 + 29 = Z—jxg + x99 =

k1
(1+ %)xg Jousisysteemi kohdistaa talloin punnukseen voiman —koze = —ko(1 +
2)'e = —(k;" + ky ')~ 'a. Titen vastaavan yksittaisen jousen jousivakio on k =

(k' k)t

Useammalle jouselle voidaan edetd kuten rinnakkaisten jousien tapauksessa. Kol-
men jousen (jousivakiot ki, ko ja ks3) tilanteessa voidaan ensin yhdistda kaksi en-
simmaista jousta, jolloin perdkkdin onkin enda kaksi jousta, joiden jousivakiot ovat
(ky ' 4-ky )™t ja k3. Nama yhdistamailli saadaan jousivakio k = {[(k; ' +ky ')~ +
ky'} 7t = (k{4 k5 '+ k3') "t Vastaavasti voidaan tehd3 useamman jousen tapauk-
sessa, ja saadaan yhtalon tulos.

Huomaa, ettei missdan vaiheessa ole tehty oletusta, etta jousivakiot ovat keskendan
samat. Toki tulos patee silloinkin, mutta myds taysin yleisessa tilanteessa.

Edetaan yksinkertaistuksessa vaiheittain etsimalla jousisysteemista paikkoja, jossa
jousia on yksinkertaisella tavalla (kuten (a)-kohdassa) rinnakkain tai perakkain, ja
korvataan nama yksinkertaiset jousiryhmat yksittaisilla jousilla edelld saatujen peri-
aatteiden mukaisesti. Nain jousisysteemi vaiheittain yksinkertaistuu.

Tarkastellaan ensin oikean reunan viiden jousen rykelmaa. Naistd kaksi rinnak-
kain olevaa voidaan korvata yhdellad jousella, jonka jousivakio on 2g. Taman jalkeen
perakkdin on nelja jousta, jotka voi korvata yhdella jousella, jonka jousivakio on
(' +q '+ Q27 +q) T =3g

Siirrytaan sitten vasemmalle puolelle. Sielta [6ytyy kaksi rinnakkaista jousta; niiden
tilalle voidaan laittaa yksi jousi, jonka jousivakio on 2¢. Taman jousen ylapuolella
on yksi jousi; sen jousivakio on ¢, joden nama voidaan yhdistaa, jolloin saadaan
jousivakio (q~+(2¢)™")~* = 2¢. (Tahan jouseen on nyt siis yhdistetty kuvan 3| kolme
vasemmanpuoleisinta jousta.) Taman jousen vierelld on yksi alkuperdinen jousi, ja
yhdistaminen antaa jousivakion §q+q = gq. Nyt vasemmalla puolella ovat perakkain
enaa yksi alkuperdinen jousi ja yksi neljaa alkuperdista jousta korvaava jousi, jotka
yhdistamalla saadaan punnuksen vasemmalle puolelle yksi jousi, jonka jousivakio on
(o) +a )" =3

Nyt punnus riippuu enda kahdesta rinnakkain olevasta jousesta, joiden jousivakiot
ovat %q ja gq. Siispa koko jousisysteemi voidaan lopulta korvata yhdelld jousella,
jonka jousivakio on k = %q + gq = %q.
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Kuva 1: Kaksi rinnakkain olevaa jousta toimii samoin kuin yksi yksindinen jousi, kunhan
jousivakio k on valittu sopivasti.

7T

Kuva 2: Kaksi periakkéin olevaa jousta toimii samoin kuin yksi yksinédinen jousi, kunhan
jousivakio k on valittu sopivasti.
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Kuva 3: Tamékin hirvitys voidaan korvata yhdelld jousella.
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