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Luku 1

Alkusanat

1.1 IPhO

Tamé opetusmateriaali on tarkoitettu fysiikkaolympialaisiin (IPhO) valmistautumista
varten, mutta sopii myos muille kiinnostuneille lukijoille. Lukijan oletetaan tutustuneen
fysiikkaan aiemmin, mutta se ei kuitenkaan ole taysin valttamatonta.

Kisoja varten tarvittava syllabus on listattu kilpailun kotisivulla: http://ipho.phy.
ntnu.edu.tw/syllabus.html. Téssé késitellddn klassista mekaniikkaa kuitenkin laajem-
min kuin olisi kilpailun kannalta valttaméatontéa, jotta tarvittavalle osaamiselle saadaan
kunnollinen perusta. Lisdksi lukija aikonee jatkaa fysiikan opintoja lukion jélkeenkin, jo-
ten ldhempi tutustuminen fysiikkaan ei ole ajan hukkaa.

1.2 Pari sanaa fysiikan luonteesta

Néayttaa kovasti siltd, ettd ympérdivissd maailmassa on jotain sddnnéllisyytta. Esimer-
kiksi kaikki ylos heittimiini esineet ovat aina pudonneet maahan] ja vielip# hyvin sa-
mankaltaisella tavalla. Tamén esiintyvin sddnnollisyyden tutkiminen on kaiken tieteen
ydin.

Luonnontieteeksi ja tarkemmin fysiikaksi tdmé& tutkiminen rajautuu, kun rajoitu-
taan tarkastelemaan vain joitain ilmioitd. Erilaiset ilmiot vaativat erilaista ldhestymis-
tapaa: tuskin kukaan yrittdd soveltaa tdysin samoja tyokaluja tutkiessaan spin-rata-
vuorovaikutusta atomiytimissé kuin tutkiessaan ruotsin kielen sivulauseiden sanajérjes-
tystéd. Joitain havaittavia ilmioitd voi selittdd yksinkertaisemmilla ilmidilld; esimerkiksi
molekyylien rakennetta voi selittdé sihkoisilla vuorovaikutuksilla.

Fysiikkaa voisi luonnehtia niiden ilmididen tutkimiseksi, joita ei voi selittda enédd "pe-
rustavamman tason” ilmiGillé tai joiden kohdalla néita selittavid ilmioité ei tunneta. Taméa
ei kuitenkaan tarkoita, ettéd fyysikot olisivat muita luonnontieteilijoitd parempia; muiden
alojen tutkimus ei ole yleisesti helpompaa, vihemmaén kiinnostavaa tai kéayttokelvotto-
mampaa, vaan vain erilaisiin ilmitihin keskittyvaa. Fysiikkakaan ei ole tarkkaan rajattu
ala, eiké kaikesta tarvitsekaan pystyéd sanomaan, mihin tieteenalaan (tai -aloihin) se kuu-
luu.

'Minulta ei siis ole koskaan karannut ilmapalloa.


http://ipho.phy.ntnu.edu.tw/syllabus.html
http://ipho.phy.ntnu.edu.tw/syllabus.html

Kutsumme tisti eteenpiin kaikkea ympirillimme olevaa ja tapahtuvaa luonnoksif|
Seuraavat nimitykset eivit ole vakiintuneet, mutta selkeyden vuoksi kaytén niitd juuri
tassd merkityksessé. Luonnossa olevia lainalaisuuksia kutsun luonnonlaeiksi. Luonnonlait
kokoelmana voi mieltdd myos vain yhdeksi luonnonlaiksi. Ne siis kuvaavat kaikkea, mika
on, ja sitd, miten se on.

Tavoitteena fysiikassa on, ettd ndmé luonnonlait saadaan selville. Néité lakeja emme
voi koskaan varmasti tietdd, mutta hyvid arvauksia voimme esittdd. Naitd arvauksia tai
luonnonlakien jaljittely-yritelmia kutsun fysiikan laeiksi. Fysiikan lakeja voi siis rikkoa;
se vain tarkoittaa, ettd arvaus luonnonlaista on (ainakin hieman) epdonnistunut. Luon-
nonlakeja sen sijaan ei voi rikkoa; koko késite on méaéritelty niin, ettd kaikki tapahtuva
noudattaa luonnonlakeja. Mitdéan yliluonnollista ei myoskéddn ole olemassa tai tapahdu;
kaikki oleva ja tapahtuva on madadritelty luonnolliseksi.

Téasséd materiaalissa saamme muotoiltua jonkinlaisen méarén fysiikan lakeja. Kaikilla
niilla on rajoittunut patevyysalueensa, ja tiedetédén, etteivat ne sellaisinaan pade kaikissa
olosuhteissa. Kaytdnnossa ne kuitenkin useissa yleisissé tilanteissa erinomaisia kuvauksia
luonnosta.

1.3 Lukijalle

Erillisten merkittdvien kohtien kuten mééritelmien tai huomautusten pééattyminen mer-
kitdan symbolilla A tdhén tapaan:

Laki 1.1 (Pallolaki). Pallo on pyore. A
Maaritelma 1.2. Luku 2 mééritellaédn siten, ettd 1 4+ 1 = 2. JAN

Harjoitustehtéviin (HT) on listattuna vastauksia aivan teoksen lopussa. Jos silmiesi
edesséd on sdhkoinen versio, tehtédvan lopussa olevaa kolmiota klikkaamalla pédsee vas-
tauksen ddreen ja sieltd tehtdvan numeroa klikkaamalla takaisin. Né&iden, kuten mui-
denkin linkkien, pitéisi ndky& punaisella laatikolla korostettuina. Vastaukset muutamiin
tehtéviin on piilotettu, silld tehtédvid kiaytetddan osana fysiikan olympiavalmennuskirjeita.

HT 1.1. Miksi juuri siné, lukija, olet kiinnostunut fysiikasta? A

Joidenkin lakien jélkeen esitetédn perustelu todistuksen muodossa, ja todistus paéttyy
matematiikasta tuttuun tapaan symboliin []. Namé todistukset eivit ole matemaattisessa
mielessé tdysin aukottomia tai jarkevid, mutta fysiikan kannalta riittavia.

Maééritelmien ja lakien korostamisen tarkoituksena on auttaa 16ytdmaéén tekstin seasta
oleellisimmat kohdat nopeasti. Néiden oleellisten kohtien numerointi on yhteinen ja juok-
seva, samoin naistéd omilla riveilldéan olevien riippumatta yhtéldéiden. Tamén on tarkoitus
helpottaa etsityn numeroidun kohdan 16ytamisté.

2Eri aloilla tim# sana tulkitaan hyvinkin eri tavoin. Biologi ei varmastikaan olisi tistd méritelmists
samaa mielté.



1.4 Tama teos on kesken

Tamé materiaali ei ole valmis. Mikéli keksit sithen minkéénlaista huomauttamista tai mui-

ta ideoita, ilmoita siitéd kirjoittajalle siéhkopostitse osoitteeseen joonas.ilmavirta@jyu.fi.
Puuttuvia mutta suunnitteilla olevia tai muuten keskeneriisié osia on merkitty néin:

[TODO: tdhin jotain suhteellisuusteoriasta]. Lisiksi samaan suuntaan vihjaavat

otsikot, joiden alla ei ole tekstia.



Luku 2

Johdatus klassiseen mekaniikkaan

Tamén luvun huolelliselta lukijalta odotetaan tuntemusta differentiaali- ja integraalilas-
kennan perusteista kolmiulotteisessa avaruudessa. Teknisimpié osia lukuun ottamatta voi
tatd kuitenkin huoletta lukea yksiulotteisten taitojen varassa. Jos vektori, derivaatta ja
integraali ovat tuttuja laitteita, eteenpéin voi hyvin jatkaa. Fysiikan aiempi tuntemus on
hyodyksi ja jossain méérin oletettu, mutta ei vélttdméaton.

Matematiikkaa tunteville lukijoille huomautettakoon, ettei tdmaé yritdkaan olla mate-
maattisesti tdysin konsistentti esitys. Kielenkdytto on huolimatonta, ja kaikkien funktioi-
den oletetaan olevan riittdvén siistejd. Néin siistd syysté, ettd tarkoitus on tuoda myos
fysiikka esiin kaiken teknisen pyorityksen takaa.

Klassisen mekaniikan teoria on rakenteeltaan yksinkertainen. Oletamme lihtokohdak-
si Newtonin lait (jotka havaintojen perusteella ovat hyvin tarkkoja fysiikan lakeja), ja
kaikki muu seuraa niistd. Liikemédran, pyorimisméédrian ja energian siilymislait seuraa-
vat suoraan naistéd laeista, ja ndin syntyy yllattavankin laaja kokoelma fysiikan lakeja,
joiden avulla mekaniikkaa voi ymmértéaa ja mekaniikkaan liittyvid ongelmia ratkaista.

2.1 Newtonin liikelait

Klassisen mekaniikan perustan luovat Newtonin liikelait. Ennen kuin ryntddmme julista-
maan ne, kdiymme lédpi tarvittavia perusteita.

Tarkastelemme pistemaéisia hiukkasia, jotka liikuskelevat avaruudessa. Néiden hiuk-
kasten vililla on vuorovaikutuksia, jotka vaikuttavat niiden liikkeisiin. Nimenomaan vuo-
rovaikutus on hyvin perustavanlaatuinen tutkimuksen kohde fysiikassa. Newtonin meka-
niikassa esiintyva voima on yksi tapa kuvailla vuorovaikutusta, mutta kaikkien vuorovai-
kutusten kuvailuun se ei sovi. Vaikkapa heikko vuorovaikutus voi muuttaa W ~-bosonin
elektroniksi e ja elektronin antineutriinoksi 7., mutta téllaista vuorovaikutusta ei voi oi-
kein kuvata voiman kisitteelld]

Muita kuin pisteméisiéd hiukkasia késittelemme kohdassa ja mekaniikkaa ilman
voiman kisitettd kohdassa 2.7

Ensimmaéinen tutkimuskohde on pistehiukkasen kinematiikka eli liikkeen kuvailu. Sen
jéilkeen voimme Newtonin lakien (lait [2.8] ja myo6ta siirtyd dynamiikkaan eli

ITamén vuorovaikutuksen kuvailuun tarvitaan kvanttikenttiteoriaa, johon ei kannata yrittés tunkeu-
tua sisddn ennen kuin klassinen mekaniikka sujuu vaivatta.



liikkkeen perusteluun. Huomaa, ettd Newtonin toinen ja kolmas laki kaikkine seurauksineen
patevit vain ensimmaéisen lain mukaisissa koordinaatistoissa.

2.1.1 Nopeus ja kiihtyvyys

Tarkastellaan hiukkasen liikettd yksiulotteisessa avaruudessa eli reaaliakselilla R. Hiuk-
kasen paikka z riippuu ajasta (joka on reaaliluku), eli paikka on ajan funktio: x = z(t).
Oletamme, ett# timi funktio on riittévin siisti?]

Tutkitaan hiukkasen paikkaa hetkilla ¢ ja t + A, missd h > 0. Hiukkasen paikan muu-
tosta talla valilla keskinopeus télla vélilla, joksi méaéritellaéan

z(t+ h) — x(t)
> .

(2.1.1)

Tama on kuitenkin siitd ikdva madritelma, etté siind tarvitaan kahta eri ajanhetked ¢ ja
t + h, kun taas tyypillisesti hiukkasen liikkumista halutaan tarkastella "yhdelld hetkella
kerrallaan”. Siispa hiukkasen nopeudeksi v(¢) maéritellaan raja-arvo, kun h — 0:

o x(t+h)—x(1)
o(t) = lim, h |

(2.1.2)

Téamé& on tédsmilleen derivaatan médritelmé, joten v(t) = 2/(t). Derivaattaa ajan suhteen
merkitddn monesti pisteelld, jolloin siis v(t) = &(¢).

Vastaavalla tavalla kuin paikan muuttumista kuvaa paikan aikaderivaatta, nopeuden
muuttumista kuvaa nopeuden aikaderivaatta. Téstd kaytetddn nimitystéd kiihtyvyys a.
Siispé a(t) = v'(t) = 2" (t).

Téata pidemmalle ei kuitenkaan tarvitse jatkaa. Toki myos kiihtyvyydestd voi ottaa
aikaderivaatan ja jatkaa vieldkin pidemmaélle, mutta se ei ole tarpeen. Osoittautuu ni-
mittdin, ettei toista kertalukua korkeampia derivaattoja (juuri koskaan) tarvita. Tdma
vaikuttaa olevan fysiikassa yleistd, mutta mitdan syytd, miksi nédin on, ei tarkkaan ottaen
tunneta.

Esimerkki 2.1. Jos hiukkasen paikkaa kuvaa funktio x(¢f) = ¢sin(¢?), niin sen nopeus
saadaan derivoimalla:
v(t) = 2/ (t) = sin(t?) + 2t cos(t?). (2.1.3)

Kiihtyvyys saadaan derivoimalla toisen kerran:
a(t) = v'(t) = 6t cos(t?) — 4t* sin(t?). (2.1.4)

Riippumatta siitd, miten hankala ajan funktio paikka on, derivoimalla saa aina nopeuden
ja kiihtyvyyden. A

Esimerkki 2.2. Tunnetaan hiukkasen kiihtyvyys a(t) = 12¢? ja liséiksi alkuhetkelld oleva
nopeus v(0) = 5. Téstd voidaan laskea nopeus milloin tahansa.

2TAté ei ole tarpeen midritelld tarkemmin, mutta ainakin jatkuvuus ja derivoituvuus (ainakin kah-
desti) oletetaan. Niin oletetaan kaikista funktioista jatkossa.



Analyysin peruslauseen mukaan pited’|

v(t) —v(0) = /o v'(s)ds. (2.1.5)

Kayttaen kiithtyvyyden mééritelmaa saadaan siis
t t
v(t) = v(0) +/ a(s)ds =5+ / 1252ds = 5 + 4t°. (2.1.6)
0 0

Yleisemminkin pétevit laskusdannot

v(t) = v(0) —|—/0 a(s)ds ja z(t) = z(0) +/0 v(s)ds, (2.1.7)

joiden avulla laskeminen on helppoa. A

HT 2.1. Jos edellisen esimerkin tilanteessa on liséksi 2(0) = 1, niin méarita paikka ajan
funktiona. A

Huomautus 2.3. Yksi mahdollisuus ratkaistaessa nopeutta kiihtyvyydesté tai paikkaa
nopeudesta on laskea maardamaton integraali:

2(t) = / o(t)dt. (2.1.8)
Lausekkeeseen ilmestyvé integroimisvakio saadaan ratkaistua, jos tiedetdéan paikka jollain
hetkelld. Yhtd hyvin voi kiyttaa tatd metodia tai ylla esitettyd méaarittya integraalia. A

Esimerkki 2.4. Jos hiukkasen nopeus on v(t) = cos(2t) ja x(m) = 3, niin x(t) voidaan
ratkaista seuraavasti: Integroidaan maardamattomaésti:

1
() = / o()dt = / cos(20)dt =  sin(21) + O (2.1.9)
Integroimisvakio C' mééraytyy ehdosta x(m) = 3:

3=uz(m) = %sin(Z?T) +C=C, (2.1.10)

joten
1
z(t) = 5 sin(2t) + 3. (2.1.11)

Sama onnisuu myos nédin: Vastaavalla tavalla kuin edelld analyysin peruslauseesta
lahtien saadaan

v(t) = v(a) +/ a(s)ds ja x(t) = z(b) +/b v(s)ds, (2.1.12)

olivatpa a ja b mitd ajanhetkid tahansa.
Siispé
t

x(t) = x(m) + / cos(2s)ds = 3 + %sin(%). (2.1.13)

™

Sama tulos tuli, kuten toki pitikin. A

3Myos s merkitsee tdssi aikaa. Turvallisuussyistéd on parempi kéyttdsd integroimismuuttujana jotain
sellaista, miké ei esiinny yl4- tai alarajana integraalissa.



HT 2.2. Jos hiukkasen kiithtyvyys on a(t) = 1 + 4¢ sekéd nopeudelle ja paikalle tiedetaéin
v(2) =3 ja z(—1) = —1, maarita x(t). A

Jos liike tapahtuu kolmiulotteisessa avaruudessa, on paikka Z vektori avaruudessa R3.
Vektoriarvoisen funktion derivaatta méadritelladn aivan samoin kuin tavallisenkin funk-
tion, joten nopeudeksi méaaritelladn

z(t+ h) — z(t)

o(t) = }115% - =7'(t) (2.1.14)

ja kiihtyvyydeksi

=0'(t) = z"(1). (2.1.15)
Kokoamme ndmé& méaritelmét vield yhteen:

Maéiritelmé 2.5. Hiukkasen paikka ajan funktiona on vektori Z(t). Hiukkasen nopeus
on paikan ensimmaéinen aikaderivaatta ja kithtyvyys toinen:

o(t) =2'(t) ja a(t)=7(t) =z"(t). (2.1.16)

Huomaa, etté paikka, nopeus ja kiihtyvyys riippuvat koordinaatistosta, jossa ne mitataan.

A

2.1.2 Newtonin ensimmainen laki

Koordinaatisto voidaan valita monella tavalla. Jos vaikkapa koordinaatiston origo kiinni-
tetddn oravaan, joka liitkuu monimutkaisella ja nopealla tavalla paikasta toiseen, on liik-
keen kuvailu téssé koordinaatistossa hyvin vaikeaa. Etsitdén sopiva koordinaatisto, jossa
mekaniikan teoria voidaan muotoilla mahdollisimman yksinkertaisesti.

Hiukkasta koordinaatistossa kuvaa funktio Z : R — R?, missi siis Z(¢) on hiukkasen
paikka hetkelld ¢. Paikka riippuu luonnollisesti siitd, miten koordinaatisto on valittu (eli
mihin on sovittu origo ja mihin suuntiin yksikkovektorit 2, j,l;‘ osoittavat). Seuraavat
madritelmét luonnehtivat koordinaatistoa ja hiukkasten liikettd koordinaatistossa.

Miaritelmé 2.6. Hiukkasen liikettd koordinaatistossa kuvaa ajasta riippuva paikka z(t).
Sanomme, ettd hiukkanen on tasaisessa litkkeessd, jos sen paikalle patee a(t) = 0 kaikilla
ajanhetkilld ¢ eli 2”(¢) = 0 kaikilla ¢. A

HT 2.3. Jos hiukkanen on tasaisessa liikkeessé ja sille patee v(0) = vg ja (0) = Zo,
miké on sen paikka ajan funktiona? Jos vektorit tuntuvat vaikeilta, ajattele asiaa ensin
yksiulotteisena. 1Al

Maaritelma 2.7. Sanomme, ettd koordinaatisto on inertiaalinen, jos sellainen hiukka-
nen, joka ei vuorovaikuta mink&dn muun hiukkasen kanssa, on tasaisessa liikkeessa. A

Téassd madrittelyssd on ongelma: Mistd voimme tunnistaa, ettei hiukkanen vuorovai-
kuta minkééan kanssa? Téméa ongelma ei ole aivan yksinkertainen, mutta sivuutamme sen
pohdiskelun téssé. Jos kiinnitdmme koordinaatiston origon vaikkapa huoneen nurkkaan ja
yksikkovektorit osoittamaan huoneen sérmien suuntaisesti seké poistamme taianomaisesti



gravitaatiovuorovaikutuksen kokonaan, on saatava koordinaatisto erinomaisella tarkkuu-
della inertiaalinen. Téssd koordinaatistossa voidaan sitten puhua voimasta (joka mé#éri-
telladn pian) ja tarkastella gravitaatiovuorovaikutusta. Néin gravitaatio palaa kuvaan, ja
koordinaatisto on yhé inertiaalinen.

Toistamme nyt mééritelmén [2.7, mutta télld kertaa nimeéimme sen (fysiikan) laiksi.
Tama on ensimméinen Newtonin laeista.

Laki 2.8 (Newtonin ensimméinen laki). Koordinaatisto on inertiaalinen eli inertiaali-
koordinaatisto, jos sellainen hiukkanen, joka ei vuorovaikuta minkddn muun hiukkasen
kanssa, on tasaisessa liikkeessé. A

Tamé laki on sinénsé hyvinkin sisdlloton. Sen oleellisuus piilee siiné, ettd se luo poh-
jan, jolle muut lait rakennetaan. Newtonin toinen ja kolmas laki nimittédin patevét juuri
inertiaalikoordinaatistoissa.

2.1.3 Newtonin toinen laki

Hiukkasella on (ajasta riippuvan) paikan lisiiksi toinen keskeinen ominaisuus: massa m.
My6s massa voi riippua ajasta, jolloin merkitadan m = m(t). Useissa sovelluksissa massa
on vakio, mutta aina néin ei kuitenkaan ole. Kertomalla massa ja nopeus kesken#dén
saadaan litkemé&ara:

Maaritelmé 2.9. Jos hiukkasen nopeus on 9(t) ja massa m(t), niin hiukkasen litkemddrd
on p(t) = m(t)v(t). A

Liikemadran kasitteen avulla voidaan esittdd Newtonin toinen laki, joka samalla sisél-
tdd voiman maédritelmén:

Laki 2.10 (Newtonin toinen laki). Tarkastellaan hiukkasta inertiaalikoordinaatistossa.
Jos hiukkanen vuorovaikuttaa toisen hiukkasen kanssa, tatd vuorovaikutusta kuvaa hiuk-
kaseen kohdistuva voima F(t), jolle patee

F(t)=7(b), (2.1.17)

missd p(t) on hiukkasen lilkemiird. Sanotaan myds, ettd F(¢) on toisen hiukkasen tar-
kasteltavaan hiukkaseen kohdistama voima.

Jos hiukkanen vuorovaikuttaa usean muun hiukkasen kanssa ja kuhunkin vuorovaiku-
tukseen liittyy voima Fj(t) (i = 1,2,...,n, kun muita hiukkasia on n kappaletta), niin
hiukkaseen kohdistuva kokonaisvoima on

F(t) = iﬁi(t). (2.1.18)

Tille kokonaisvoimalle pitee edelleen F(t) = p'(t).

Voima voi my0s riippua paikasta, mutta tdtd emme nyt merkitse ndkyviin, silld paik-
kariippuvuus sisiltyy tavallaan aikariippuvuuteen. (Kullakin hetkelld hiukkanen on jos-
sain paikassa, joten paikkariippuvuus voidaan muuttaa pelkéiksi aikariippuvuudeksi, jos
x(t) tunnetaan.) Samoin voima voi riippua myo6s nopeudesta. A
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Huomautus 2.11. Edelld saatiin siis Newtonin laki muodossa F' = p'. (Aikariippuvuus
ei ole kirjoitettuna nékyviin, jotta yhtdlot olisivat vihemmén sotkuisia.) Juuri tdmé on
Newtonin laki oikeassa muodossaan. Liikemaérdn méaaritelméaéa ja tulon derivointisdantoa
kédyttden saadaan

F=p = (mv) =mv+mi =m'v+ma. (2.1.19)

Siispd Newtonin toisen lain yht#lon F(t) = p/(t) voi lausua my6s yhtépitiviissi muodossa

F(t) =m/'(t)v(t) + m(t)a(t). (2.1.20)
Jos hiukkasen massa pysyy vakiona, on m’ (}f) = 0 kaikilla ¢, joten saadaan tutumpi (mutta
yleisessd tapauksessa epapéteval) yhtdlo F'(t) = ma(t). A

Newtonin toinen laki antaa siis yhtélon, josta hiukkasen liikkeen voi ratkaista, jos
tunnetaan voima ajan funktiona sekéd hiukkasen paikka ja nopeus jollain alkuhetkella.
Yhtdlo (2.1.20) on tarkkaan ottaen differentiaaliyhtéls, ja juuri Newtonin toisen lain
vuoksi paddytadn mekaniikassa helposti tilanteisiin, jossa differentiaaliyhtalo pitéisi osata
ratkaista.

HT 2.4. Jos vakiomassaiseen hiukkaseen vaikuttaa vakiovoima, sen kiihtyvyys on vakio.
Jos hiukkasen kiihtyvyys on vakio a seké alkuhetkelld tiedetddn ©(0) = vy ja £(0) = o,
mikd on sen paikka ajan funktiona? Jos vektorit tuntuvat vaikeilta, ajattele asiaa ensin
yksiulotteisena. A

Newtonin toisesta laista saadaan myos impulssiperiaate (yksi muotoilu sille):

Laki 2.12 (Impulssiperiaate)._ Olkoon t; < ty jotkin kaksi ajanhetked. Tutkitaan hiuk-
kasta, johon vaikuttaa voima F'(t). Aikavélilla ¢; ...t hiukkasen litkem&érin muutos on

p(t2) — p(t1) = /ttQ F(t)dt. (2.1.21)

Erityisesti torméystilanteessa, jossa voima poikkeaa nollasta vain lyhyelld aikavililla ¢; . . . 2,
on hiukkasen liikeméarin muutos koko térméaysprosessin aikana ffl? F(t)dt. A

Todistus. Kayttaméalla analyysin peruslausetta|[TODO: Onko opetettu?] saadaan
to
pta) — p(t) = / P (t)dt. (2.1.22)
t1
Tulos seuraa nyt Newtonin toisesta laista. O]
Esimerkki 2.13. [TODO: Laskuesimerkkeji.] Voima ja massa tunnetaan — liike.

Liike ja voima tunnetaan — massa. A

2.1.4 Newtonin kolmas laki

Tarkastellaan kahta hiukkasta (nimiltddn 1 ja 2, joiden paikat ovat zi(t) ja Z1(t) seki
nopeudet, kiihtyvyydet, massat ja liikkeméaarit vastaavasti), jotka vuorovaikuttavat. New-
tonin toisen lain mukaan hiukkanen 2 kohdistaa hiukkaseen 1 voiman; merkitdan tata
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Fy_,1(t). Vastaavasti hiukkasen 1 hiukkaseen 2 kohdistamaa voimaa merkitdan Fy ().
Oletetaan, ettei muita vuorovaikutuksia ole. Télloin Newtonin toisen lain nojalla

Fyon(t) = pi(t) ja Fioe(t) = ph(t). (2.1.23)

Newtonin ensimmaéisen ja toisen lain perusteella néille voimille ei saada mitéaén yhteytta.
Téllainen yhteys kuitenkin on, ja se kuuluu yksinkertaisuudessaan seuraavasti:

Laki 2.14 (Newtonin kolmas laki). Tarkastellaan hiukkasta inertiaalikoordinaatistossa.
Kun hiukkaset 1 ja 2 vuorovaikuttavat keskenéén, kohdistaa hiukkanen 2 hiukkaseen 1
voiman Fy_,;(¢) ja hiukkanen 1 hiukkaseen 2 voiman Fj_,5(t). Néille voimille pétee

Fi_o(t) = —Fy 1 (2), (2.1.24)
eli voimat ovat yhté suuret ja vastakkaismerkkiset. A
Tistd seuraa heti, ettei hiukkanen voi "liikuttaa itsedan”, silli Fi_,,(t) = —F1_1(1):

Huomautus 2.15. Inertiaalikoordinaatistossa hiukkasen itseensa kohdistama voima on
nolla. YA

Niin on Newtonin mekaniikan pohja valettu Newtonin lakien 2.8] [2.10]ja[2.14 muodos-
sa. Naita lakeja ei voi johtaa toisistaan, mutta sen sijaan néisté laiesta voi padtella lisaéa
lakeja, joista on paljon hy6tyé. Erityisen oleellisia ovat sdilymislait [2.16]ja |2.21] (my6s [2.23]
ja omaksi periaatteekseen yleistetty yleinen energian sailymislaki @, jotka johdetaan
seuraavaksi.

Laki 2.16 (Liikem&dran séilymislaki). Tarkastellaan inertiaalikoordinaatistossa hiukkas-
joukkoa, jossa on n hiukkasta, jotka on nimetty luvuilla 1,2, ..., n. Merkitdén hiukkasten
liikkemé&drien summaa eli kokonaisliikemaérdaa P:l1a

P(t)=> pi(t). (2.1.25)

i=1
Jos hiukkaset vuorovaikuttavat vain keskenddn, eli hiukkasjoukkoon ei kohdistu ulkoisia
voimia, niin kokonaislitkeméaéra on vakio (eli ei riipu ajasta). A

Todistus. Merkitdan hiukkasen j hiukkaseen i kohdistamaa voimaa (Newtonin toisen lain

mukaan tdllainen 16ytyy) F;_;(t). Hiukkaseen i kohdistuva kokonaisvoima on Newtonin
toisen lain mukaan

Rt = " Fyolt) (2.1.26)

missé siis huomautuksen nojalla Fj_;(t) = 0.

Newtonin toinen laki kertoo, etta

pi(t) = Ei(b), (2.1.27)
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joten (summan derivaatta on derivaattojen summa)

=1
=> E(t) (2.1.28)
i=1
- Fji(t).
i=1 j=1
Kaikilla 4,5 = 0,1,...,n esiintyy voima Fj_;(t) tasan yhden kerran ylli olevassa sum-

massa. Toisaalta Newtonin kolmannen lain nojalla Fii(t) + F,;(t) = 0, joten ryhmit-
telemilld summa sopivasti pareiksi saadaar{| P'(t) = 0. Koska niin on kaikilla ¢, on P
vakio. O

Huomaa, ettd edelld saatu tulos ei riipu siitd, muuttuvatko hiukkasten massat ajan
mittaan vai ovatko ne vakioita.

Joskus litkemééaré sdilyy vain “osittain”, mutta siitédkin tiedosta voi olla iloa. Valaistaan
tatd muutamalla esimerkilla.

Esimerkki 2.17. Unohdetaan gravitaatio hetkeksi. Pallo térm&a raskaaseen ja suoraan
seindén (joka siis pysyy hyvin tarkasti paikallaan), seiné kohdistaa kosketuksen aikana
palloon voiman, joka on kohtisuorassa seinédé vastaan. Oletetaan, ettei pallo vuorovaiku-
ta mink#in muun kuin seinéin kanssa. Newtonin toisen lain (tai impulssiperiaatteen
mukaan pallon liikemé&édrdn muutos on taten myoskin kohtisuorassa seinéé vastaan. Ta-
ten liikemé&érin seindn suuntainen komponentti (eli liikemééran projektio seindén) pysyy
vakiona. A

Esimerkki 2.18. Maan pinnan ldhelld gravitaatio toimii oleellisesti siten, ettéd jokai-
seen hiukkaseen kohdistuu alaspéin suuntautuva voima, joka on verrannollinen hiukkasen
massaan. Tété tutkitaan 1dhemmin kohdassa [2.4.1] Tarkastellaan joukkoa hiukkasia, jot-
ka heitetddn maan pinnalta ylos ja jotka vuorovaikuttavat kesken&én. Niihin ei kohdistu
gravitaation lisdksi ulkoisia voimia.

4 Voi pidtelld nainkin: Merkitdén lyhyesti Fj_;(t) = Fj;. Summausjérjestysti vaihtamalla saadaan

zn:zn:FJ = Xn:zn:FJ (2.1.29)

i=1 j=1 j=1i=1

Vaihtamalla summausindeksien nimet[TODO: Onko tidtid perusteltu matemaattisten apuvilinei-

den prujussa?] saadaan toisaalta
n n n n
SN Fi=> > Fy (2.1.30)

i=1 j=1 j=11i=1

Koska Newtonin kolmannen lain mukaan F;; = —F};, niin yhdistdmélld yll4 olevat tulokset saadaan

ZZFJ = —ZZFJ-Z., (2.1.31)
i=1 j=1 i=1j=1

joten kyseinen summa on nolla.
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Talloin toistamalla lain todistuksessa esitetty pédttely pienin muutoksin néh-
dddn, ettd kokonaisliikemadran vaakasuuntainen komponentti (eli liikem&arian projektio
maan pinnalle, jos maa on tasainen) siilyy. Sen sijaan pystysuuntainen kokonaisliikemé&é-
ré ei siily, silld hiukkasjoukkoon vaikuttaa ulkoisia pystysuuntaisia voimia. A

Lisdksi saadaan odotettu tulos:

Laki 2.19 (Massan séilymislaki yhdelle hiukkaselle). Inertiaalikoordinaatistossa hiukka-
sen, johon ei kohdistu vuorovaikutuksia, massa on vakio. A

Todistus. Vuorovaikutusten puuttuessa on Newtonin ensimmaéisen lain mukaan hiukkasen
nopeus vakio ja Newtonin kolmannen lain mukaan liikemé&aréd vakio. Siispd my6s massa
on vakio. u

2.1.5 Konservatiiviset voimat

Newtonin laeissa ei asetettu rajoituksia sille, millainen hiukkaseen kohdistuva voima voi
olla. Tarkastellaan nyt oleellista erikoistapausta.

Maisritelméi 2.20. Hiukkaseen kohdistuva voima F on ajasta riippumaton konservatii-
vinen voima, jos F' riippuu vain paikasta eli F' = F(Z) ja on olemassa sellainen funktio
U:R? = R, ettd

F(z) = -VU(2). (2.1.32)

Funktiota U sanotaan voiman F potentiaaliksi. A

Laki 2.21 (Energian sdilymislaki yhdelle hiukkaselle). Tarkastellaan inertiaalikoordinaa-
tistossa vakiomassaista hiukkasta, johon vaikuttava kokonaisvoima on ajasta riippumaton
konservatiivinen voima, jonka potentiaali on U. Maéritellaén hiukkasen kokonaisenergia

E(t) =U(z(t) + %m LG (2.1.33)

Télloin E'(t) = 0 eli hiukkasen kokonaisenergia séilyy. A

Todistus. Newtonin toinen laki voidaan nyt kirjoittaa muotoon
mv'(t) = —=VU(Z(t)). (2.1.34)
Otetaan molemmista puolista pistetulo vektorin o(t) = #'(t) kanssa, jolloin saadaan
mu(t) -’ (t) = =& (t) - VU(z(t)). (2.1.35)

Tulon derivointisaannén [TODO: Onko kerrottu vektorimuodossa?] mukaan

d o d o
3 PO = 2 @) -2()
= () 0(t) + v(t) - ' (¢) (2.1.36)

= 20(t) - v'(t)
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ja toisaalta sisikkiisten funktioiden derivointisdannon (eli ketjusdannén) [TODO: Onko
kerrottu vektorimuodossa?] mukaan

d

&U(j(t)) =7'(t)- VU (z(t)). (2.1.37)
Sijoittamalla ndmé yhtaloon (2.1.35)) saadaan
d /1 [, o d
—(Z = 2.1.
3 (Gmler) = - U, 2139

joten

= <%m|v(t)|2 " U(x(t))) 0. (2.1.39)

Vertaamalla kokonaisenergian mééritelméadn huomaa, ettd téssd lukeekin E'(t) = 0. Ko-
konaisenergia siis siilyy O]
Samaan tapaan saadaan oleellinen tulos:

Huomautus 2.22. Tutkitaan kahta vakiomassaista hiukkasta (nimiltddn 1 ja 2), jotka
vuorovaikuttavat vain keskenédén. Oletetaan, etta
ja )
Fya(t) = =VU(z1 (1) — 22(1)), (2.1.41)
missd U on jokin potentiaali’}
Merkitaan U(t) = U(z1(t) — Z2(t)) sekd K1 (t) = Ima [01(0)[7 ja Ka(t) = Lmy |0a(t)]%.
Télloin kokonaisenergia
Et)=U(t)+ Ki(t) + Kx(t) (2.1.42)
séilyy. A
Todistus. Merkintojen siistimiseksi jatetddan nyt aikariippuvuudet merkitseméatta.
Newtonin toisen lain mukaan on nyt

VU(Z1 — Tg) = Py (2.1.43)
ja kolmannen lain mukaan pl, + g} = 0.
Lasketaan:
d d . _
a = aU([L’l — 1‘2)
= (2] — 75) - VU(Z1 — o)
= (@}~ %) -7}
= () —75) - (ph — 0
(= 2)- (7,0 ot
= (= 73) - (P — 5(P> + 7))
Lo,
= 571 = T3) - (P — )
1
= 5(171 — T)Q) . (mgag — —mldl).

SEtumerkkiero johtuu siité, ettd kun derivoidaan muuttujan Z suhteen funktiota_U (Z1—1ZT2), s_aadaan
sisdfunktion derivaatasta miinusmerkki. Huomaa, ettd Newtonin kolmas laki pétee: Fy_,o(t) = —Fa,1(t).
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Toisaalta
1

d 1
&(Kl + Ks) = §m’1 oy|” + §m/2 5o . (2.1.45)

Yhdistamalld yhtalot (2.1.44) ja (2.1.45) saadaan

QE, = (’Dl — @2) . (mgag — m1d1)
+ 2m1271 -ap + 2m2172 - Ao

= mQy - (U1 + Ug) + meds - (01 + 02)

2.1.46
= (mldl + mgﬁg) . (171 + @2) ( )
= (Py +P5) - (01 + 02
= 0.
Siispa kokonaisenergia todella siilyy. O]

Edellisen huomautuksen tulos pétee useammankin hiukkasen jarjestelmélle, kunhan
hiukkasten véliset vuorovaikutukset ovat kyseistd muotoa. Téstd saadaan hiukkasjirjes-
telmaélle energian séilymislaki:

Laki 2.23 (Energian siilymislaki hiukkasjérjestelmiille). Tarkastellaan inertiaalikoordi-
naatistossa n:n vakiomassaisen hiukkasen jarjestelméé, jossa hiukkasten viliset voimat
ovat muotoa ~
Fini(t) = =VU;(x5(t) — 24(1)), (2.1.47)
missé potentiaaleille U;; patee VU;;(y) + VU;(y) = 0 ja Uy (y) = 0. Jarjstelmén kineet-
tisen kokonaisenergian
1
K(t)=) S PAGIE (2.1.48)

i=1
ja potentiaalienergian
n—1 n
Uty =) > Uy(x;(t) — z:(t)) (2.1.49)
i=1 j=i+1
summa FE(t) = K(t) + U(t) eli kokonaisenergia siilyy. A

Edellisten tulosten valossa nayttéa silté, ettd seuraavasta médritelmésté voi olla hyo-
tya:

Mairitelma 2.24. Hiukkasen, jonka nopeus on o(t) ja massa m(t), litke-energia on
— 2
K(t) = 3m(t) [o(t)]". A

Esimerkki 2.25. Gravitaatiovuorovaikutus (ks. kohta [2.4.1]) on juuri laissa olevaa
muotoa, joten kokonaisenergia siilyy. A

Edelld johdettiin lait ja lihtien Newtonin laeista. Tavallisissa mekaniikana
sovelluksissa ndmé lait riittdvat hyvin energiatarkasteluiden tekemiseen, joten energian
sdilymislakia ei tarvitse erikseen vaatia. Kuitenkin néyttdé, etté energia siilyy aina, joten
julistetaan seuraava (jota ei voi johtaa Newtonin laeista):
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Kuva 2.1: Kaksi rinnakkain olevaa jousta toimii samoin kuin yksi yksinédinen jousi, kunhan
jousivakio k on valittu sopivasti.

Laki 2.26 (Energian séilymislaki). Inertiaalikoordinaatistossa ja ulkoisten voimien puut-
tuessa hiukkasjérjestelmén kokonaisenergia sailyy. A

Ongelmana téssd laissa on, ettemme osaa méaritelld kokonaisenergiaa yleisessé tilan-
teessa. Emme kuitenkaan anna tdmén héiritd; kun energia méaritella&n sopivasti, nayttaa
energian séilymislaki todellakin aina péatevén.

Newtonin mekaniikan tavallisesti kuvaamat ilmiot voidaan useimmiten selitttaa kah-
della perusvuorovaikutuksella: gravitaatiolla ja sdhkoiselld vuorovaikutuksella (sisdltéden
mm. kaikki kosketusvoimat kuten kitkat ja tukivoimat). N&itd vuorovaikutuksia voi ku-
vata voimalla, joka saadaan edelld esitettyyn tapaan potentiaalista, joten kokonaisenergia
liilke-energian ja potentiaalienergian summana todella aina séilyy. Osa liike-energiasta voi
siirtyd esimerkiksi kitkan vuoksi tutkittavalta esineeltd pinnan ja ilman molekyyleihin, ja
tasséd muodossa oleva liike-energia on monesti mukavampi tulkita lammoksi.

2.1.6 Esimerkkeja

[TODO: Esimerkkeji.] muuttavamassainen raketti, harmoninen vérahtelijé, kitka, efek-
tiivinen liikelaki (F' = C'v, voiko F' = ma olla efektiivinen?), jouset (systeemin korvaami-
nen yksinkertaisemmalla)...

Monesti fysikaalisissa malleissa on mahdollista korvata hankala jarjestelmé yksinker-
taisemmalla ilman, etté jarjestelmén kaytos muuttuu. Tutkitaan tétd ideaalisten jousien
tapauksessa.

HT 2.5. Tutkitaan kuvan mukaisia jousisysteemejé, joiden pééssé roikkuu samanlai-
nen punnus. Oletetaan, ettd systeemit kiyttaytyvéat samoin, eli jos punnuksia poikkeu-
tetaan tasapainoasemastaan yhté paljon, niihin kohdistuu yhté suuri voima. Osoita, etté
téssd tilanteessa yksinkertaistetun systeemin (jossa on vain yksi jousi) jousivakiolle pétee

k =k + k. (2.1.50)

Tarkastellaan sitten kuvan mukaisia systeemejd samalla tavoin. Osoita, ettd nyt
pateekin
k= (k' +kH (2.1.51)
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Kuva 2.2: Kaksi perédkkéin olevaa jousta toimii samoin kuin yksi yksinéinen jousi, kunhan
jousivakio k on valittu sopivasti.

Yleistetéddn sitten kuvan tapausta niin, ettd rinnakkain on n jousta, joiden jousi-
vakiot ovat ki, ko, ..., k,_1 ja k,. Perustele, miksi tédssékin tilanteessa systeemi voidaan
korvata yhdelléd jousella, ja ettd sen jousivakioksi tulee

Yleistetdaén vastaavasti kuvan tilannetta. Perustele, ettd korvaaminen onnistuu
nytkin ja jousivakioksi saadaan

k= (ki k4 kS DT (2.1.53)

A

HT 2.6. Edelld laskettujen yksinkertaistusmenetelmien avulla voidaan korvata monimut-
kaisenkin nékoisid jousisysteemejéd yhdelld ainoalla jousella. Tamé onnistuu vaiheittain
korvaamalla osasysteemejé yksinkertaisemmilla.

Tutkitaan kuvan mukaista jousisysteemid, jossa jokaisen yksittdisen jousen (niité
on 10) jousivakio on q. Pddttele, ettd tamikin systeemi voidaan korvata yhdelld jousella,
ja laske, mik& on tdmén jousen jousivakio k. Ilmaise tulos jousivakion ¢ avulla. A

Kappaleen, jonka massa on m, liikettd kuvailee Newtonin mekaniikassa tuttu lakiﬁ]

(Newtonin toinen laki)
F =ma, (2.1.54)

missd F' on kappaleeseen kohdistuva voima ja a sen kiihtyvyys. Voima on siis suoraan
verrannollinen liikutettavan kappaleen kiihtyvyyteen. Arkikokemus taas monissa tilanteis-
sa nayttad, ettd voima on jollain tavalla verrannollinen nopeuteen: esimerkiksi vedessé
liikkuva kappale nayttad putoavan alaspéin vakionopeudella tasaisen kiihtymisen sijaan.
Yritdmme nyt ymmértiaé, miksi ndin kay.

6Tutkimme tilannetta yksinkertaisuuden vuoksi nyt yhdessd ulottuvuudessa.
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Kuva 2.3: Tamakin hirvitys voidaan korvata yhdella jousella.

HT 2.7. Nesteessa hitaasti liikkuvaan kappaleeseen vaikuttaa vastusvoima
F, = —Cw, (2.1.55)

missd C' on jokin kappaleen muodosta ja koosta sekd nesteen ominaisuuksista riippuva
positiivinen vakio. Jos vastusvoiman liséksi kappaleeseen vaikuttaa jokin ulkoinen voima
F,, saadaan yhdistamalld yhtélot (2.1.54) ja (2.1.55)) yhtéls ma = —Cv + F,. Jos sekd
nopeus etta kithtyvyys riippuvat ajasta mutta F,, on vakio, kirjoitamme edellisen muotoon
ma(t) = —Cu(t) + F,.

Kiihtyvyys on mééritelmin mukaan nopeuden aikaderivaatta} a(t) = v'(t). Néin ollen
saamme differentiaaliyhtélon

mv'(t) = —Cu(t) + F,. (2.1.56)

Seuraavaksi ratkaisemme tdmén differentiaaliyhtélon, eli etsimme sellaisen funktion
v(t), joka toteuttaa ehdon (2.1.56)). Liséiksi vaadimme ratkaisulta, ettd alkuhetkelld ¢ =0
nopeus on jokin annettu vg. Kun siis tieddmme kappaleen nopeuden hetkelld ¢ = 0 olevan
tasan vy, yritdmme yhtaloa kéayttden péaatelld, mikd nopeus on myohemmin.
Teemme valistuneen arvauksen, ettd ratkaisu on muotoa

v(t) = Ay 4 Ages, (2.1.57)

7 Lukiokursseilla on mahdollisesti mééritelty keskikiihtyvyys aikavililld ¢;...ts erotusosamésrik-

%. Ottammalla raja-arvo t — t¢; saadaan suoraan derivaatan mééritelmé: o'(¢;) =

v(t2)—v(t1)
to—1t1

si

limy, ¢, , joka on tuttu matematiikan kursseilta.
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missd Aj, As ja Az ovat joitain vakioita. Laske tdmén funktion derivaatta ja laske lausek-
keen mv'(t) + Cu(t) — F, arvo. Jotta funktiomme todella olisi ratkaisu differentiaaliyh-
taloon , on tdmén lausekkeen oltava nolla kaikilla ¢. Pddttele tasta seké tiedos-
ta v(0) = vy vakioiden A, Ay ja A arvot. (Hyvéé harjoitusta on myos ratkaista yhté-
16 alkuehdon v(0) = vy kanssa kéyttaméttd yritettd (2.1.57), jos satut tuntemaan

jonkin tdhén sopivan menetelmén.) (4]

HT 2.8. Edellisen kohdan lopputuloksena saamme siis ratkaistua nopeuden v(t). Tulok-
sen pitdisi nayttaa talta:

v(t) = =2 + (vg — —)e~Ct/m, (2.1.58)

Perustele, miksi nopeus ldhestyy arvoa v, = F,/C eli lim;_,, v(t) = v,.

Vertaillaan téatda tulosta yhtdloon , jonka kirjoitamme nyt muotoon ma =
—Cv + F,. Milli nopeuden v arvolla kiihtyvyys a on nolla? Miten ja miksi tdma liit-
tyy edelld laskettuun raja-arvoon?

Tehd&én liséksi tiarked oletus: nesteen aiheuttama vastusvoima on hyvin suuri, jolloin
siis C' on suuri. Edelld todettiin, ettd lim; o, v(t) = v,. Perustele (mahdollisesti sopivin
lisdoletuksin), miksi olettamassamme tilanteessa v(t) ~ v, on hyvinkin tarkka arvio, jo
melko pienilld ajoilla. (Téassé ei odoteta tarkkoja laskuja, vaan osoitus siitd, ettd ymmér-
rit, mistd on kyse.)

Néin saamme siis yhtalon

v~ F,/C. (2.1.59)

A

HT 2.9. Edelld oletimme, ettd ulkoinen voima F,(t) on vakio. Nyt annamme sen muut-
tua, mutta vain hitaasti. Koska nopeus lahestyy arvoa v, hyvinkin nopeasti, voimme siis
olettaa, ettd v =~ v, koko ajan, vaikka v, muuttuukin. Saamme siis yhtalon v(t) ~ F,(t)/C,
jonka voimme (unohtaen likiarvoisuuden) kirjoittaa muotoon

F,(t) = Cu(t). (2.1.60)

Jos olisimmekin olettaneet, ettéd vastusvoimaa kuvaava kerroin C' on mitattémén pieni
(tai jopa C' = 0), olisimmekin saaneet tutun yhtélon (téssé siis F, tarkoittaa kappaleeseen
vaikuttavia ulkoisia voimia poislukien viliaineen vastuksen tai kitkan):

F,(t) = maf(t). (2.1.61)

Vertaile naita kahta liikeyhtaloa seuraavissa tapauksissa. Milla tavoin kappale putoaa
painovoiman vaikutuksesta, kun F, on vakio? Mita tapahtuu kappaleelle, joka heitetadn
ylospéin? Jos kaksi samanmassaista kappaletta pudotetaan yhtéd aikaa samalta korkeu-
delta, putoaako toinen nopeammin? Jos kylla, missé tilanteessa molemmat putoavat yhté
nopeasti?

Néayttaa siltd, ettd jos kappale noudattaa liikeyhtéloa , sen liike-energian ja po-
tentiaalienergian summa (siis kokonaisenergia) ei olekaan vakio. Keksi esimerkkitilanne,
jossa néin kay. Miksi energia ei nayta sailyvan? [A]
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HT 2.10. Liikevastus voi olla edelld kuvatun kaltainen muutenkin kuin nesteissa. Myés il-
manvastus ja kitka voivat toimia kuvatulla tavalla. Jos vastusvoima riippuukin nopeudesta
jotenkin toisin, esimerkiksi yhtdlén F, = — K |v|v mukaisesti, muuttuu liikeyhtls
hieman, mutta oleellinen tulos on sama: voima aiheuttaa nopeuden, ei kiihtyvyyttil
Keksi kaksi esimerkki arkisista tilanteista, joissa liikeyhtlo (tai jokin sen
kaltainen yhtilo) kuvaa tilannetta paremmin, ja toiset kaksi, joissa liikeyht&lo (2.1.61))
on sopivampi. Keksi vield kaksi sellaista tilannetta, jossa kumpikin on huono. Jos tuntuu
tarpeelliselta, voit jaotella kappaleeseen vaikuttavat voimat ulkoiseen ja vastusvoimaan F;,
ja F, haluamallasi tavalla. Voit tutkia myo6s useampiulotteista liiketté; talloin ylla esitetyt
liikeyht&lot tulevat muotoihinn F,(t) = Co(t) ja F,(t) = ma(t), kuten voi odottaa.  [4]

2.2 Koordinaatisto ja sen vaihtaminen

Newtonin ensimméinen laki (laki [2.§] sivulla kertoo, ettd Newtonin toinen ja kol-
mas laki padteviat nimenomaan inertiaalikoordinaatistossa. Epéinertiaalisia koordinaatis-
toja tutkitaan kohdassa [2.5

2.2.1 Galilei-muunnos

Inertiaalikoordinaatistoja voi olla (ja osoittautuu olevan) useita. Kaikissa niissé voi New-
tonien lakien mukaan kuvailla mekaniikkaa. Selvitetdén nyt, miten tdmé mekaniikan ku-
vailu voidaan siirtda koordinaatistosta toiseen.

Koordinaatistolla tarkoitetaan tapaa liittda kuhunkin avaruuden pisteeseen koordi-
naatit ja kuhunkin ajanhetkeen aikakoordinaatti. Hiukkasen paikka ajan funktiona liittyy
siis kiintedsti koordinaatiston valintaan. Kun paikka ja aika on maéaéritetty koordinaatis-
tossa K, merkitddn paikkaa Ty (tx), ja vastaavasti koordinaatistoa osoittava alaindeksi
pidetddin mukana nopeuden, kiihdtyvyyden, voiman ja kaikkien muiden suureiden mer-
kinnéssa.

Tarkastellaan nyt kahta eri koordinaatistoa K ja L. Molemmissa koordinaatistois-
sa jokaiselle paikalle ja ajalle 16ytyy yksikésitteiset koordinaatit, joten koordinaatiston
K paikka ja aika vastaavat yksikésitteisesti koordinaatiston L paikkaa ja aikaa (joskaan
koordinaatit eivét vélttamétti ole samat). Tamé vastaavuus voidaan muotoilla funktioik-
si: T = Ti(Tp,tr) jaty = tix(Tr,tr). Tutkiaan nyt, millaisia ndmé funktiot voivat olla,
jos K ja L ovat inertiaalikoordinaatistoja.

Ensimmaéinen ldhtokohta koskee ajan luonnetta Newtonin mekaniikassa:

Laki 2.27 (Ajan universaalisuus). Aika etenee kaikissa koordinaatistoissa samalla tavalla.
Tasmallisemmin, jos muutosta koordinaatistosta L koordinaatistoon K kuvaavat funktiot
T = T(Zp,tr) jaty =t (Tr,tr), niin tx riippuu vain ajasta ty eli tx = tx(t) ja lisdksi
a-tr(ty) = 1. A

Ajan universaalisuudesta voidaan péadtella, etta

ti :tK(fL,tL) =i+, (2.2.1)

8T#ssé tilanteessa saamme vastaavin oletuksin F, (t) = —K|v(t)[v(t).

21



missd 7 on jokin vakio. Né&in ollen siis aikakoordinaatit tx ja t; riippuvat toisistaan
siten, etta %t;{ =1ja %tL = 1, eikd kumpikaan riipu paikkakoordinaateista lainkaan.
Téasté johtuu erityisesti, ettéd kaikille suureille f péatee % f= % f, eli on yhdentekevéa,
kumman ajan suhteen derivoidaan. Toteamus, ettd jokin asia ei riipu ajasta, ei siis muutu
siirryttiessa koordinaatistosta toiseen.

Seuraava lahtokohta kuvailee paikkakoordinaattien kidyttdytymistd muunnoksissa:

Laki 2.28 (Pituuden universaalisuus). Etéisyys ei riipu koordinaatistosta, jossa se mi-
tataan. Tasmaéllisemmin, jos muutosta koordinaatistosta L koordinaatistoon K kuvaavat
funktiot Ty = Tx(Tp,tr) ja tx = tx(ZTr,tr), niin kahdelle milld tahansa hetkelld paikka-
vektoreilleﬂ Z ja y eri koordinaatistoissa mitattuna pétee

Zr (e, tr) — Yx (e, to)| = |20 — Yl .- (2.2.2)

Matemaattisemmin ilmaistuna siis koordinaatistonmuunnoksen antava funktio Zx (Z,tr)
riippuu muuttujasta Z; isometrisesti eli osittaiskuvaus Ty (-,%;) on isometria kaikilla
tr. A

Huomautus 2.29. Samaan tapaan kuin pituuden kohdalla isometrian avulla voitaisiin
ajan universaalisuus kuvailla sanomalla, etta kaikki aikavilit ovat koordinaatistosta riip-
pumattomat (sen liséksi, ettei aika riipu muista koordinaateista). Télloin ainoiksi vaih-
toehdoiksi jaavat tx = t;, + 7 ja tg = —tp + 7, missd 7 on jokin vakio. Ensimméinen
tapaus on ajan universaalisuus laissa esittdméassémme muodossa. Toinen vaihtoehto
vastaa sellaista tilannetta, ettd aika kulkee "yhtd nopeasti” koordinaatistoissa K ja L,
mutta er: suuntiin. Esittdmamme ajan universaalisuus pitaé sisédllddan siis seké aikavélien
pituuden ettd ajan suunnan universaalisuuden. A

Seuraava tarkastelu on varsin tekninen, joten sen voi sivuuttaa, jos asia tuntuu liian
hankalalta. Tama péaattely esitetddn téssé, koska sen tuloksena saatava laki m (erityi-
sesti méaritelman muodossa) on oleellinen. Turhautumisen vélttdmiseksi on hyvin
mahdollista hypétd suoraan méadritelméén [2.31]

On mahdollista todistaa, ettd jos kuvaus f : R® — R3 on isometria (eli |7 — | =
|f(z) — f(7)| kaikilla vektoreilla Z ja ), niin 16ytyy sellainen vektori ¢ ja sellainen kiertd™]
R:R3 — R? ettd f(z) = ¢+ R(Z) kaikilla vektoreilla z.

Niin ollen saadaan pituuden universaalisuuslaista paateltyé, etta kullakin ajanhetkelld
tr, 16ytyy sellainen vektori ¢(ty) ja kierto Ry, , ettd

Tr(Zp,ty) = c(ty) + Ry, (Z). (2.2.3)

Kuvaus R,, riippuu siis ajasta t;. Merkitsemme tdmén kuvauksen aikaderivaattaa
lyhyesti R; . Huomaa, ettéd tavallisesti derivoitaessa on funktion arvona luku tai vektori,
mutta tassd funktion arvona on funktio. Tamé aikaderivaatta voidaan mééritella siten,

etta R (2) - Ry, (2)
/=N 1 tr,+h xr)— tr, x
A —

(2.2.4)

9Koordinaatiston muunnosséintd toimii samoin kaikille paikkavektoreille, joten 4 = §x (yr,tL)-

0Kierto on siis funktio eli kuvaus. Se on vieldp4 lineaarikuvaus. Tamé kuvaus siis yksinkertaisesti
kiertdd koordinaattiakseleita pitden niiden vélilld suorat kulmat. Sallimme téssé, etta kierto tekee myos
peilauksen. Kiertojen olemukseen emme nyt kuitenkaan paneudu, koska tarvittavien tyokalujen kehitta-
minen olisi tarpeettoman tyolasté.
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kaikilla 7 []
Kun hiukkanen liikkuu koordinaatistossa L siten, ettd sen paikka on z; = Zp(¢y), niin
sen nopeus koordinaatistossa K on[7]

d

d _
— d_tl(c(tL> + Ry, (Zr(tr)))

=C(tr) + By, (Tr) + Ry, (Vr(te)).

(2.2.5)

Jos sekd K ettd L ovat inertiaalikoordinaatistoja eikéd vuorovaikutuksen olemassaolo
luonnollisestikaan riipu koordinaatistosta, on Newtonin ensimmaéisen lain mukaan tilanne
tama: hiukkanen on koordinaatistossa K tasaisessa liikkeesséd jos ja vain jos se on koor-
dinaatistossa L tasaisessa liikkeesséd. Siispd vk ei riipu ajasta jos ja vain jos v, ei riipu
ajasta. Y14 saatua nopeuksien yhtaloa tutkimalla néikeelﬂ, ettd R; (Z) = 0 kaikilla 7 (eli
kierto R; ei sittenkéddn riipu ajasta) ja ettd &(tz) ei riipu ajasta. Koska kierto ei siis
riipu ajasta, merkitdén sitd lyhyesti pelkélld R:1l4, ja merkitdan o = ¢ (¢7) (tamakéédn ei
siis riipu ajasta, joten jitdmme ajan kirjoittamatta siihen).

Palataan nyt yhtdloon (2.2.3). Koska & (t7) = @ on vakio, niin ¢(t;) = £ + t,u, missi
¢ on jokin (ajasta riippumaton) vektori. Lisiksi kierto R ei riipu ajasta, joten saamme
yhtélon (2.2.3]) yksinkertaisempaan muotoon

T =T (Tp,ty) =€+ tru+ R(Zp). (2.2.6)

Saimme siis pédteltyd, ettd koordinaatistonmuunnos toteuttaa yhtalot (2.2.1) ja (2.2.6).
Derivoimalla yhtaloa (2.2.6)) (kumman tahansa) ajan suhteen saadaan

U = u+ R(vp). (2.2.7)
Derivoimalla vield tétédkin saadaan
ax = R(ar). (2.2.8)
Yhdistetadn nyt saadut tulokset koordinaatistonmuunnoslaiksi.

Laki 2.30 (Koordinaatiston muuntaminen). Jos K ja L ovat inertiaalikoordinaatistoja,
ja koordinaatistonmuunnosta kuvailevat funktiot Tx = Tx(Zp,t1) ja tx = tx(Tr,tL),

HKierron R;, (joka siis on lineaarikuvaus) voi ajatella 3 x 3-matriisiksi, jolloin sen elementit riippuvat
ajasta tp. Kierron aikaderivaatta R; on my6s lineaarikuvaus, ja sen elementit ovat Ry, m elementtien
aikaderivaattoja.

12Kjerron lineaarisuudesta johtuu, etti d%RtL (L) = R}, (Zp) + Ry, (T (tL)).

BEsimerkiksi n#in: Jos Z;, = 0 on vakio, niin koordinaatistossa L hiukkanen on varmasti tasaisessa
liikkeessé. Derivoimalla saadaan oy, = 0 my6s vakioksi, joten U (tx) = & (t1,). Koska tdmé ei nyt saa
riippu ajasta, on vektorin & (ty,) oltava vakio. Jos Zr on nollasta poikkeava vakio, niin taas o7, = 0,
joten vk (tx) = € (tr) + Ri, (Zr). Jotta tdmé olisi vakio, on vektorin R; (Z1) oltava vakio, ja koska
ndin kédy riippumatta vakiovektorin Zp, valinnasta, ei lineaarikuvaus R riipu ajasta. Téten on olemassa
lineaarikuvaukset R ja A siten, ettd R;, = R+ trA. Jotta tdmaé olisi kierto kaikilla ajanhetkilld ¢1,, on
oltava A = 0.
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niin on olemassa luku 7, vektorit ¢ ja @ seké kiert R siten, ett

T = té +7
T =&+ tru+ R(zp)
2.2.
g = u+ R(vr) (2:29)
ax = R(ar).
Muunlaiset koordinaatistonmuunnokset eivét siilyté inertiaalisuutta. A

Maaritelma 2.31. Inertiaalikoordinaatistojen K ja L vilinen koordinaatistonmuunnos
on Galilei-muunnos, jos lain mukainen kierto R ei tee mitddn eli R(z) = Z kaikilla
vektoreilla z. Talloin laki voidaan lausua muodossa

tg = té + 7
Tx =& +ta+ 7y (2.2.10)
Vg = U+ Vg o
ag = ay,

sopivilla vakioilla 7, £ ja . A

Huomautus 2.32. Yleinen koordinaatistonmuunnos saadaan yhdistéamélla Galilei-muunnos
ja kierto. Joskus lain 2.30| mukaista muunnosta sanotaan Galilei-muunnokseksi, mutta yk-
sinkertaisuuden vuoksi varaamme tdmén nimityksen kierrottomaan tapaukseen. A

Galilei-muunnoksen yhteydessi vakioille 7, £ ja @ 16ytyy helposti fysikaalinen tulkinta.
Eri koordinaatistoissa kello kdy samaan tahtiin, mutta toisessa kello voi olla toista edellé.
Vakio 7 kertoo, miké on aika koordinaatistossa K kun aika koordinaatistossa L on nolla.
Vektori € on koordinaatiston L origon sijainti koordinaatistossa K hetkelld t;, = 0 (eli
tx = 7). Nopeuden muunnoslaista vx = u + vy, tulkitaan, ettd @ on koordinaatiston
L nopeus koordinaatiston K suhteen. Tamén tulkinnan vuoksi otimme kaytt6on namé
merkinnit Galilei-muunnokseen liittyville vakioille; kirjain 'u’ muistuttaa kirjainta v’
sekd kreikan kirjaimet 77 (tau) ja '’ (ksii) vastaavat latinalaisia kirjaimia 't ja 'x’.

Huomautus 2.33. Ajan ja pituuden univirsaalisuus nayttéisivat pitdvéin suurella tark-
kuudella paikkansa. Suurilla nopeuksilla (samaa kokoluokkaa valonnopeuden kanssa) lii-
kuttaessa tai voimakkaassa gravitaatiokentéissd nama lait eivit endd piddkéaan paikkaan-
sa. Yksi suppean suhteellisuusteorian 1dhtokohdista on olla olettamatta ajan tai pituuden
unversaalisuutta. Suppeassa ja yleisesséd suhteellisuusteoriassa aika muuntuu koordinaa-
tiston vaihdoksissa paljon monimutkaisemmin, eiké aika tai pituus ole endé universaali-

nen'%} A

HGallien myos peilaukset. Tarkka ehto on R € O(3). Ortogonaalista ryhméi O(3) emme ryhdy tutki-
maan tassi enempaa.

15Qikeastaan kaksi jalkimmiists seuraavat kahdesta ensimmiisesté.

16 Jotain universaalia sent#fin on suppeassa suhteellisuusteoriassakin. Tarkastellaan kahta tapahtumaa
(eli paikka- ja aikakoordinaateista muodostettua paria) (z,t) ja (z + AZ,t + At). Y14 annettujen uni-
versaalisuuslakien nojalla pitdisi At:n pysyéd koordinaatiston muunnoksessa vakiona ja samoin |AZ|:n.

Suppeassa suhteellisuusteoriassa néin ei yleensé kiiy, mutta sen sijaan lausekkeen c?(At)% — \Afc|2 arvo
pysyy vakiona. Téssé ¢ on valonnopeus.
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2.2.1.1 Muunnos ja kddnteismuunnos

Koordinaatiston muunnoslaissa ja sitd seuraten Galilei-muunnoksen maéaéritelmés-
sd [2.31] esitettiin koordinaatiston K koordinaatit koordinaatiston L koordinaattien avulla.
Tamé onnistuu toki myds toisinpéin; jos koordinaatistoilla K ja L on lain [2.30] mukainen
yhteys, niin
t L = t K — T
T =7RYu) — R7(
g = —R'(a) + R
ag = R_I(EL K)

(3;_ J)+ R ) (2.2.11)

Ka#dnteismuunnos on siis samanmuotoinen kuin itse muunnos. Néin pitédé ollakin, jotta
muunnoslaissa olisi jarked. Muunnoksesta padstadan siis kddnteismuunnokseen tekeméalld
seuraavat muutokset:

£ TR ) - R
" R () (2.2.12)
R~ R7L.

Yksinkertaisemmassa Galilei-muunnoksen tapauksessa témaéa kidntdmisperiaate saa

muodon
T~ —T

E~s Tl — & (2.2.13)
U~ U,
joten Galilei-k&anteismuunnos on
tL = tK — T_
i‘L :Tﬂ—f—tKﬁ—}-f[{
U = —1 + Vg
dK == dK.

(2.2.14)

HT 2.11. Sijoita Galilei-muunnoksen yhtéldiden oikealla puolella esiintyviin lausekkei-
siin t;, + 7 ja 5 + tru + xy, ylla saadut yhtalot ¢, = tx — 7 ja 2, = Tu — f —tglu+ Tk.
Mité saat ja miksi? (4]

HT 2.12. Tarkastele yhtélossad (2.2.13) (tai lisdhaasteeksi yhtélossi (2.2.12))) esitettyd

muunnosperiaatetta, jossa Galilei-muunnoksen parametrit (7,&, %) muunnetaan toiseen
suuntaan menevin muunnoksen vastaaviksi parametreiksi. Ndaytd, etta kadnteismuunnok-
sen kddnteismuunnoksen parametrit ovat tdsmélleen alkuperdisen muunnoksen paramet-
rit. (Taytyyhén toki olla niin, ettd kun siirrytdén koordinaatistosta L koordinaatistoon
K ja sitten koordinaatistosta K koordinaatistoon L, paddytddn takaisin alkuperiiseen
koordinaatistoon L!) (4]

2.2.1.2 Dopplerin ilmio

(huomaa koordinaatistojen eriarvoisuus; vrt. suppea suhteellisuusteoria)
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2.2.2 Koordinaatistosta riippuvat ja riippumattomat suureet

Olemme saaneet kohdassa luonnehdittua inertiaalikoordinaatistojen vilisen yhtey-
den: mistd hyvéanstéd inertiaalikoordinaatistosta pédsee toiseen tekemélla lain mu-
kaisen muunnoksen ja toisaalta tdmé&n muunnoslain mukainen laki muuntaa aina inerti-
aalikoordinaatiston inertiaalikoordinaatistoksi. Tamaé laki kuvaa kinematiikan siirtdmisté
koordinaatistosta toiseen. Liséksi tarvitaan yksi uusi universaalisuusperiaate ennen kuin
paastéddn siirtdméain mekaniikkaa koordinaatistosta toiseen:

Laki 2.34 (Massan universaalisuus). Massa ei riipu koordinaatistosta. Téasmallisemmin,
kahden inertiaalikoordinaatiston K ja L vilinen muunnos on lain mukainen. Kun siis
tx = tr, + 7, niin koordinaatistossa /K mitattu massa voidaan lausua koordinaatistossa L
mitatun massan avulla ndin: mg (tx) = mp(ty) = mp(tx — 7). A

Huomautus 2.35. Massa on universaali myos suppeassa suhteellisuusteoriassa. (Hiuk-
kasen massa on vakio; se, mitd joskus sanotaan liikemassaksi, on varsinaisesti kokonai-
senergia jaettuna valonnopeuden neliolld.) Jos hiukkasen energia on E ja liikem&ara p,
pétee relaatio

Am? = B2+ 2 p)°. (2.2.15)

Sen sijaan energia ja liikkemé&dra riippuvat suppeassa suhteellisuusteoriassa koordinaatis-
tosta kuten Newtoninkin mekaniikassa. A

Jos siis massa riippuu ajasta, taytyy aikariippuvuus muuntaa muunnoslain mu-
kaan, kuten odottaa saattaa. Muutoin massa ei riipu koordinaatistosta, erityisesti vakio-
massaisen hiukkasen massa on sama vakio kaikissa koordinaatistoissa.

Olemme nyt kuvailleet ajan, paikan, nopeuden, kiihtyvyyden ja massan kayttaytymi-
sen Galilei-muunnoksissa. Tédh&n mennessi esitellyistd suureista ovat jéljelld lilkemé&aré,
voima ja liike-energia.

Tutkitaan taas koordinaatistoja K ja L. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi ti-
lannetta, jossa 7 = 0; valitsemalla ajan nollahetki toisessa koordinaatistossa uudelleen
péadstadn tédhén tilanteeseen. Merkitddn yhteistd aikaa lyhyesti ¢:1la: ¢ = tx = t;. Tél-
16in voidaan myo6s massaa merkitd lyhyesti m(t):114, silld se ei riipu koordinaatistosta.
Rajoitutaan liséksi Galilei-muunnoksiin (mééritelmé [2.31)).

Liikemé#érd koordinaatistossa K on médritelman mukaan pg(t) = m(t)vg(t). Galilei-
muunnoksen mukaan

(@ +or(t)) (2.2.16)

Derivoimalla yhtalo (2.2.16|) ajan suhteen ja kédyttamélla Newtonin toista lakia saa-
daan hiukkaseen kohdistuvalle kokonaisvoimalle

Fy(t) =m/()u + Fr(t). (2.2.17)
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Vastaavasti liike-energialle saadaan

Kie(t) = 5m(t) o (1)
= %m(t) @+ o, (1)) (2.2.18)
= Sm(t) [af® + m(t)a- 0u0) + K ().

Kootaan ndmé tulokset viela yhteen:

Laki 2.36 (Liikemé&érin, voiman ja liikke-energian muuntuminen Galilei-muunnoksessa).
Méaéritelmén mukaisessa muunnoksessa tilanteessa 7 = 0 hiukkasen liikemé&aré, voi-
ma ja liike-energia muuntuvat seuraavasti:

pi(t) = m(t)u + pL(t)
Fr(t) =m/(t)u + Fr(t) (2.2.19)
Kr(t) = Im(t) [a]* + m(t)u- v (t) + K (t).

Erityisesti ne siis riippuvat koordinaatistosta. A

Huomautus 2.37. Yhtalosta (2.2.17)) ndhd&in, ettd vakiomassaiselle hiukkaselle hiukka-
seen vaikuttava kokonaisvoima ei muutu Galilei-muunnoksessa. Yleisessa koordinaatiston-
muunnoksessa (laki kiy vakiomassaisessa tilanteessa niin, ettd Fi(t) = R(FL(t)),
kun 7 = 0. Jos koordinaatisto kierretédn toiseksi, kiertyy luonnollisesti myos voima, mut-
ta tamén liséksi ei siis voima riipu koordinaatistosta, ellei m/(t) # 0. A

HT 2.13. Tarkastellaan Galilei-muunnosta kahden inertiaalikoordinaatiston vililla. Ol-
koon tutkittavana hiukkanen, johon kohdistuu vuorovaikutuksia, mutta jonka massa on
vakio. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd 7 = 0. Mitkd seuraavista hiukkasen omi-
naisuuksista riippuvat koordinaatistosta: paikka, nopeus, kiihtyvyys, massa, liikeméaéra,
liilke-energia ja hiukkaseen vaikuttava kokonaisvoima? A

2.2.3 Hiukkasjirjestelmit

Tarkastellaan vield koordinaatiston vaihtamista useasta hiukkasesta koostuvan hiukkas-
jarjestelmén kannalta. Aloitetaan ensin yllityksettoméstéa laista, joka on kuitenkin yllat-
tava sikéli, ettd se on seurausta aiemmista laeista. Tdméa tulos on hyvin samankaltainen

kuin laki [2.19]

Laki 2.38 (Massan siilymislaki hiukkasjirjestelmélle). Inertiaalikoordinaatistossa hiuk-
kasjérjestelmén, jolla ei ole ulkoisia vuorovaikutuksia, kokonaismassa on vakio. A

Todistus. Olkoon tutkittava inertiaalikoordinaatisto nimeltdan K. Siirrytdéan téastd koor-
dinaatistosta Galilei-muunnoksella koordinaatistoon L siten, ettd @ ei ole nolla ja 7 = 0.
(Vakiolla & ei téssi ole mitdin merkitystd.) Galilei-muunnos muuntaa inertiaalikoordi-
naatiston inertiaalikoordinaatistoksi, joten L on inertiaalinen.

Olkoon tutkittavassa jarjestelméssa n hiukkasta, ja merkitaan hiukkaseni (i = 1,2,...,n)
liikemé#rad koordinaatistossa K merkinnalla pg;(t). Kéytetddn kokonaisliike-energialle
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tissd koordinaatistossa merkintii Pr (t). Vastaavasti koordinaatistossa L kiiytetiiin alain-
deksid L ja massaa merkitddn odotetusti m;(t):114.
Lain litkem&&drdn muunnosominaisuuden mukaan

Py (t) = Zﬁk,i(t)

= (m(t)a+ pL(t)) (2.2.20)

i=1
= (Z m(t)) i+ Pr(t)
=1
Derivoimalla téatéa yhtédlod ajan suhteen saadaan
P(t) = ai i m(t) | + Pp(t). (2.2.21)
dt —

Liikem#éran sdilymislaki piitee molemmissa koordinaatistoissa, joten Py (t) = P} (t) =
0. Koska lisiiksi % eroaa nollasta, niin on on oltava

eli kokonaismassa séilyy. Tamé pétee molemmissa koordinaatistoissa. O]

Huomautus 2.39. Edelléd saatu massan séilymislaki on seurausta ajan ja massan univer-
saalisuudesta seké liikeméddran sédilymislaista (lait 2.16] [2.27] ja [2.34]). Sitd ei siis tarvitse
erikseen olettaa. JAN

Tarkastellaanpa vield hiukkasjérjestelmén kokonaisliike-energian riippuvuutta koordi-
naatistosta. Olkoon inertiaalikoordinaatistossa K hiukkasia n kappaletta, ja erotellaan
hiukkaset tuttuun tapaan indeksilla ¢. Oletetaan, ettei jirjestelméllé ole ulkoisia vuoro-
vaikutuksia.

Suoritetaan tista koordinaatistosta Galilei-muunnos toiseen koordinaatistoon L siten,
ettd médritelmén merkinnoin on 7 = 0. Valitsemalla erilaiset vektorit  ja @ saadaan
erilainen koordinaatisto, joten merkitizn L = L(£, ). T#lld merkinnilld on luonnollisesti
L(0,0) = K.

Merkitidn K (€, u)(t):1la hiukkasjirjestelmén kokonaisliike-energiaa koordinaatistossa
L(&, ). Merkitéin hiukkasjirjestelméin kokonaismassaa M = Y"1 m,(t), joka ei lain m
mukaan riipu ajasta. Kdytetaén kokonaisliikeméérélle koordinaatistossa K merkintdéd Py
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(tdméak&an ei riipu ajasta). Yhtaloa (2.2.18)) hyodyntden saadaan pienelld laskulla

K(&u)(t) = Z Kiai(t)

= Z (KK,i<t) - %mi(t) jal* — mi(t)a- z_’L(E,ﬂ)ai(t)>

- Z (KKJ(t) a %mi(t) jal* —mi(t)u- (r(t) — 71))
— Z (KK,i(t) + %mz(t) ’a‘Q _ mz(t)a . UK,i(t)) (2.2.23)

— ZKK’i(t) + % |al? Zmi(t) —a- (Z mi(t)@K,i(t))

1 _
= K(0,0)(t) + 5 al> M — a- Pk
2

_ k0,0 — 2L %'u— L

2M M

Tamé kokonaisliike-energia ei siis riipu lainkaan vektorista €. Se on pienemmilldn, kun
@ = Pg/M ja milld tahansa muulla %:n arvolla titéd suurempi. Koordinaatiston K liike-
— 2
energia on ‘Zﬂ ‘0 verran tatd minimid suurempi.

Néyttaa siis vihén silté, ettd Px /M on ikdén kuin hiukkasjérjestelmén nopeus koor-
dinaatistossa K; jos nimittdin laitamme koordinaatiston L liikkumaan téalld nopeudella
koordinaatiston K suhteen, on jérjestelmén kokonaisliike-energia pienin mahdollinen juu-
ri koordinaatistossa L. Koska ulkoisten vuorovaikutusten puuttuessa seké kokonaisliike-
médrd ettd massa siilyvéat (lait ja , on nopeus Py /M vakio, ja kyseinen koor-
dinaatistonmuunnos on siis Galilein muotoa (mééritelméa . Missé mielessi Py /M on
sitten jarjestelmén nopeus koordinaatistossa K7

Maaritelma 2.40. Hiukkasjoukon (n hiukkasta, indeksiné i) massakeskipiste(en sijainti)

on
i1 ma(t)
Massakeskipisteen sijainti on siis hiukkasten sijaintien massoilla painotettu keskiarvo.
Massakeskipisteen nopeus V() ja kiihtyvyys A(t) miritellisin massakeskipisteen paikan
aikaderivaattoina mééritelmén [2.5 tapaan. A

(2.2.24)

Massa siis kuvaa jollain tavalla hiukkasen tédrkeyttd osana pistejoukkoa. Paremmin
massan luonnetta paastidn tutkimaan Newtonin gravitaatiolain esittdmisen jélkeen huo-
mautuksessa 2.53|

Jos hiukkasjérjestelmén kokonaismassa M siilyy (kuten on ulkoisten vuorovaikutusten
puuttuessa (laki[2.38)), niin saadaan mééritelmésti derivoimalla massakeskipisteen
nopeudeksi

V(t)=X'(t) = P(t)/M, (2.2.25)

29



P(t) = Z pi(t) (2.2.26)

on jirjestelmén kokonaisliikeméérd. Siispd massakeskipisteen nopeus on tdsmélleen edelld
tehdyssd pohdinnassa 16ydetty “hiukkasjérjestelmén nopeus” Py /M. Lisdksi ulkoisten
vuorovaikutusten puutteessa tdmé nopeus on vakio. Néin saadaan hyva havainto:

Huomautus 2.41. Jos hiukkasjérjestelméén ei kohdistu ulkoisia vuorovaikutuksia, niin
sen massakeskipiste on tasaisessa liikkeessi eli massakeskipisteen nopeus V' on vakio.
Kun liséksi vertaa lakeja ja[2.38 néyttad siltd, ettd hiukkasjirjestelmén voi jossain
madrin ajatella yhdeksi hiukkaseksi, joka sijaitsee jarjestelmén keskipisteessé, jonka massa
on jarjestelmén kokonaismassa ja liikemé&éra jéarjestelmén kokonaisliikemé&ara. A

Hiukkasjérjestelmid tutkitaan lisdd kohdassa [2.3] kun tarkastellaan kappaleiden pyo-
rimista.

Hiukkasjarjestelmiin liittyy my6s ennen téatéd kappaletta saatuja tuloksia: litkemé&éran
sdilymislaki (laki ja energian séilymislaki (lait [2.21] [2.23] ja [2.26)).

2.2.4 Avaruusaika

[TODO: Sijainti ajan funktiona vs. maailmanviiva; valmisteluna suhteellisuus-
teoriaan.]

2.3 Pyorimismekaniikka

Siirrymme seuraavaksi tarkastelemaan pyorimista. Edelld 1dhtokohtana oli yhden hiukka-
sen tarkastelu, ja hiukkasjoukoille todettiin samankaltaisia ominaisuuksia kuin yksittéisil-
le hiukkasille. Yksi pistemé&inen hiukkanen ei voi pyorié; jos hiukkasen kokoa kasvattaa tai
kéytettdvad matemaattista koneistoa laajentaa, voi hiukkasenkin saada pyorimééan, mut-
ta tdma ei ole klassisen mekaniikan kannalta oleellista. Sen sijaan tutkimme hiukkasjouk-
koa ja nimitdmme sitd kappaleeksi, kun hiukkaset ovat edes jossain méérin sitoutuneet
yhteen. Rajoitumme tarkastelemaan jaykkéaa kappaletta, jossa "yhteen sitoutuminen” on
matemaattisesti yksinkertaisesti ilmaistavissa.

Kun hiukkasjoukko on jaykka (méaarittelemme tdmén kohta) ja yksittéiset hiukkaset
lilkkuvat eri suuntiin, on luontevaa ajatella joukon pyorivan. Téllaisen liikkeen kuvaile-
miseksi luomme pyorimiskinematiikan (pyorimisliikkeen kuvailu) ja pyorimisdynamiikan
(pyorimisliikkeen syiden tutkiminen) eli yhdessd pyorimismekaniikan alkeet. Tama kuvai-
lu perustuu téaysin aiemmin tehtyyn pistehiukkasten ja niistd koostuvien hiukkasjoukko-
jen mekaniikkaan; mitddn uutta fysiikkaa tai perustavanlaatuisia uusia lakeja ei siis ole
tulossa, vaan vain uudentyyppisten ilmididen kuvailuun paremmin sopiva kieli.

Maaritelma 2.42. Hiukkasjoukko muodostaa jaykdn kappaleen, jos kunkin hiukkasparin
keskindinen etdisyys pysyy vakiona. Pituuden universaalisuuden (laki [2.28)) perusteella
jaykké kappale on jaykké kappale kaikissa koordinaatistoissa, olivatpa ne inertiaalisia tai
eiviét. A
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Lahdemme liikkeelle Newtonin laeista ja tutkimme, miten pyorimistd voi matemaatti-
sesti kuvailla ja mité fysikaalisia ilmioita siihen liittyy. Yhtddn perustavanlaatuista uutta
lakia emme pyoOrimisen yhteydessé esité, vaan kaikki on seurausta aiemmin esitetyisté la-
eista. Tutkimme pyorimistd kolmiulotteisessa avaruudessa ja palaamme kohdassa [2.3.2.2
miettimédan, miten muissa ulottuvuuksissa kay.

2.3.1 Pyorimiskinematiikka

Pistehiukkasen mekaniikan lahtokohtana oli kuvata hiukkasen paikka ajan funktiona. Py6-
rimismekaniikassa vastaava lahtokohta on kuvailla jaykéan kappaleen asento ajan funktio-
na.

Mielivaltaisen pyorimisliikkeen kuvailu on jokseenkin mutkikasta, emmek& mene sii-
hen. Rajoitumme tarkastelemaan pyorimisliikettd, jossa pyoriminen tapahtuu muuttu-
mattoman akselin ympéri.

Huomautus 2.43. Rajoittuminen pyorimisliikkeeseen jonkin akselin ympéri ei ole lo-
pulta kovin rajoittavaa. Sopivin oletuksin voidaan osoittaa, ettd jiykéin kappaleen liike
nayttad milla hyvéinsd hetkelld nayttdd pyorimiseltd jonkin akselin ympéri tai tasaisel-
ta liikkeeltd (jossa hiukkasten nopeus ei muutu). Tamén véitteen tarkka sisélto ja to-
distus sivuutetaan. Tamé olkoon kuitenkin muistutuksena siitéd, ettd valitsemassamme
erikoistilanteessa tehdyt tarkastelut ovat avain myos paljon monimutkaisemman liikkeen
tutkimiseen. A

Mitéa sitten tarkoittaa pyoriminen jonkin akselin ympéri? Oletamme mukavuussyis-
té, ettd tadmé akseli kulkee origon kautta. Kohdassa mietitddn tarkemmin, mitd
pyoriminen eri akseleiden ympéri tarkoittaa.

Olkoon @ jokin pyorimisakselin suuntainen vektori, ja tarkastellaan tdmén akselin ym-
péri pyoriviid hiukkasjirjestelmid. Olkoon @ tdméin vektorin suuntainen yksikkévektori.
Oletamme, ettid @ ei riipu ajasta.

Varmaankin on oltava niin, ettid pyorimisakselilla oleva hiukkanen pysyy paikallaan, eli
v = 0 jos T on vektorin w suuntainen. Toisaalta kauempana akselista olevan hiukkasen on
syyté liikkkua nopeammin, jotta se pysyisi lahempéné akselia olevien mukana; kappale ei
olisi kovin jaykké, jos sen uloin kerros ehtisi pyorid vain kierroksen samalla kuin sisemmiéit
osat pyorivat kaksi kierrosta. Ilmeisesti vauhdin on syytéd olla suoraan verrannollinen
etdisyyteen. (TAmé siséltdd senkin, ettd pisteessd —Z nopeuden pitdisi olla yhtd suuri
mutta vastakkaissuuntainen kuin pisteessé z.)

Hiukkasen etédisyyden pytrimisakselista olisi syytéd pysyé vakiona. T&lloin myos etéi-
syys origosta pysyy vakiona, joten paikan ja nopeuden on oltava kohtisuorassa, kuten
seuraava tehtévé osoittaa.

HT 2.14. Olkoon Z(t) jonkin hiukkasen paikka ajan funktiona. Oletetaan, ettei hiuk-
kanen kdy origossa. Olkoon D(t) hiukkasen etéisyys origosta hetkelld ¢. Nayta, ettd

Dr(t) = z(t) - o(t)/ |z(t)].
Perustele, ettd jos hiukkasen etéisyys origosta ei muutu, ovat hiukkasen paikka ja
nopeus kohtisuorassa. Onko néin myos, jos hiukkanen on origossa? (4]

Pyo6riminen vektorin w suuntaisen akselin vaatii ilmeisesti myos, ettei yksikdan hiukka-
nen liiku akselin suuntaisesti. Nopeuden komponentin vektorin w suuntaan on siis oltava
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nolla, eli -9 = 0. Témén voi nihdd myos toisella tavalla, kuten seuraavissa tehtdvissi
tehd&an.

HT 2.15. Olkoon S(t) hiukkasen etiiisyys yksikkévektorin & suuntaisesta pyorimisakse-
lista. Perustele geometrisesti, ettd S(t)2 = |Z(t)|]> — (& Z(t))2. 4]

HT 2.16. Jos hiukkasen etéisyys pyorimisakselista on vakio, edellisen tehtdvéin perus-
teella |Z(t)|* — (@ - Z(t))? on vakio. Toisaalta tekstissi todettiin, ettd myos |Z(¢)| on vakio.
Siispd my®6s sisitulon w - Z(¢) pitéd olla vakio. Kuinka tdmi liittyy tulokseen w-o = 07 [4]

Olemme siis saaneet seuraavanlaisia ehtoja paikan ja nopeuden viilille:
e U =0 jos T ja @ ovat saman (tai vastakkaisen) suuntaiset.
e Nopeus on kohtisuorassa seki paikkaa ettéd vektoria iw vastaan.

e Nopeus on suoraan verrannollinen paikkaan.

Néistd ehdoista seuraa (HT , ettd nopeus on vektoreiden @ ja Z ristitulo jollain
(vektorista Z riippumattomalla) kertoimella kerrottuna. Voidaan siis valita vektorin w
pituus siten, etta

V=W X Z. (2.3.1)

Jos nopeus riippuu paikasta télla tavoin, sanomme, ettéd kyseesséd on pyorimisliike vektorin
@ suuntaisen akselin ympéri. Mitd suurempi vektori w on, sitd suurempia nopeudet ovat,
joten kutsumme sitéd pyorimisnopeudeksi. Toteamme tdmén vield méaritelméana.

Maiaritelméa 2.44. Hiukkasjarjestelmé pyorii kulmanopeudella eli pyorimisnopeudella i
origon suhteen, jos hiukkasten nopeudet riippuvat paikasta yhtdlon

T=0XZT (2.3.2)

mukaan. Kulmanopeus, kuten paikka ja nopeus, voivat riippua ajasta, mutta kulmano-
peuden suunnan on oltava vakio. Pydrimisakseli on origon kautta kulkeva vektorin @
suuntainen suora. A

HT 2.17. Oletetaan, ettéd vektori o(Z) riippuu vektorista Z lineaarisesti eli v; = Zj’:l a;jxj,
missé a;; ovat reaalilukukertoimia (vektorit ovat nyt siis kolmiulotteisia). (Témén voi tul-
kita myos matriisiyhtdloksi o = AZ, jos se on tuttua.) Oletetaan, ettd on jokin yksikko-
vektori & siten, etté ¥ on aina kohtisuorassa vektoreita Z ja i vastaan ja ettd v = 0 jos
T = Ao jollekin A € R (eli Z on vektorin @ suuntainen). (Huomaa, ettd niiden ehtojen
tiytyy pited kaikilla 7 € R?)

Osoita, etté tilléin ¥ = cw x 7, missid ¢ € R on jokin luku. (Vihje: Voit hyvin olet-
taa, ettd & = (1,0,0). Koordinaatiston kiertiminen ei viiitteeseen vaikuta. Nayt# tissi
tilanteessa, ettd azs = —ag3 ja muut kertoimet a;; ovat nollia. Valitse lopuksi ¢ = a3 ja
vertaa saatua lauseketta ristituloon.) 4]

Vield on syytd miettid, ettd jos hiukkasjérjestelmé pyorii edelld mainitulla tavalla,
onko se jaykkéa. Niin luulisi olevan, ja tottahan se on.

Laki 2.45 (Pyorivé kappale on jaykka). Jos hiukkasjérjestelmé pyorii kulmanopeudella
w(t) ylla olevan mééritelman mukaisesti, on hiukkasjéirjestelmé jaykka kappale. A
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Todistus. Pitéa siis ndyttéd, ettd jokaisen pisteparin etéisyys pysyy vakiona. Olkoot z (t)
ja To(t) kahden jérjestelmaén kuuluvan hiukkasen paikat. Merkitdén ndiden hiukkasten
etdisyyden neliotd D(t):114. Nyt siis

(t) f(t))( () (1)) (2.3.3)

D'(t) = 2z1(t) - 01(t) + 2T2(t) - U2(t) — 201(t) - To(t) — 271 (t) - U2(2t)
= 2Am(t) — 7a(6) - (01(8) — 2a(0) -
= 2(71(t) = 22(1)) - (W(t) X 21 () — w(t) X T2(?))
= 2(21(t) = 25(1)) - [0() x (21(2) — T2(1))]
Ristitulon perusominaisuuksiin kuuluu, ettd vektorit z1(t) — Zo(t) ja w(t) X (z1(t) — T2(t))
ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa eli niiden pistetulo on nolla. Siispa D'(t) = 0 kalkllla
t ja néin ollen pisteiden etéisyys on vakio. O]

Samoin kuin nopeuden avulla méiritellasdn kiihtyvyys, méaéritellain kulmanopeuden
avulla kulmakiihtyvyys. Néitd vastaavasti voidaan méaritelld myos kulma, mutta tdmé
osoittautuu hankalammaksi.

Maiaritelmi 2.46. Jos kappale pyorii kulmanopeudella w(t) méaéritelmén mukai-
sesti, niin sen kulmakiihtyvyys on a(t) = &'(t). A

Maéaritelma 2.47. Tarkastellaan kulmanopeudella w(t) méadritelméan mukaisesti
pyorivid kappaletta. Koska pyorimisakseli on vakio, on @(t) = w(t)iw. Tissi esiintyvi
kerroin w(t) on skalaarikulmanopeus. Aikavélilla 0. ..t kappale on pyorahtényt skalaari-
kulman

t
6(t) = / w(s)ds (2.3.5)
0
verran. Kappaleen tilld vililld pyorahtamé kulma on vektori ¢(t) = ¢(t)w. A

Seuraava harjoitustehtéva perustelee, ettd ndin kulma vastaa kulmanopeutta samalla
tavalla kuin paikka vastaa nopeutta. Huomaa, ettd ¢(0) = 0.

HT 2.18. Niyta ylld olevaa méaaritelméd kiyttéden, ettda kulmasuureille pitee ¢/ (t) = w(t)

ja ¢'(t) = &(1). A

Laki 2.48 (Pyorivian kappaleen asento). Jos kappale pyorii kulmanopeudella w(t) méé-
ritelmén mukaisesti, niin hetkelld ¢ = 0 kohdassa 7, olevan pisteen sijainti saadaan
lausekkeesta

Z(t) = @+ cos(p(t))b + sin(p(t))e, (2.3.6)
missi @ = (To-w)w, b = Tg — @, ¢ = W x b ja ¢(t) on edellisen midritelmin mukainen
kiertokulma. A
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Todistus. Jos To = 0, niin @ = b = & = 0, joten lauseke antaa aivan oikein tiedon z(t) = 0.
Tutkittavaksi jaa siis tilanne, jossa Ty # 0.

Riittaa nayttad, ettd z(0) = To ja v(t) = w(t) x z(t) kaikilla t. Jos nimittéin hiukka-
sen alkupaikka on oikea ja sen nopeus joka hetkelld oikea (nopeus on mééritelmén m
mukaan juuri tdmé ristitulo), on se aina oikeassa paikassalﬂ

Alkupaikkaa koskeva viite on harjoitustehtava.

Katsotaan sitten nopeutta. Koska nopeus on paikan derivaatta, saadaan

o(t) = (‘ft (@ + cos(¢(t))b + sin(¢(t))2)
)

— Z ) o)+ 510) conl(0)e 230
= w(t)(—sin(p(t))b + cos(d(t))E).

Toisaalta vektoreiden w(t) ja Z(t) ristitulo on (harjoitustehtédvan perusteella)
w(t) x z(t) = w(t)(cos(p(t))e — sin(¢(t))b). (2.3.8)
Vertaamalla néita tuloksia ndhdéaén, etté tosiaankin v(t) = w(t) x z(t). O

Huomautus 2.49. Huomaa, ettd mikiin ei muutu, jos & korvataan yksikkévektorilla
—é. T&lldin w korvautuu —w:lla, ja lopulta ylli saatu lauseke sijainnille Z(¢) ei muutu. A

HT 2.19. Niyté, ettd edellisen lain antamassa lausekkeessa todella on Z(0) = Zo.  [4]

HT 2.20. Oletetaan, ettd Zo # 0. Osoita, ettd ylli olevassa laissa médritellyt b ja ¢ ovat
kohtisuorassa kesken#iéin ja molemmat liséiksi kohtisuorassa vektorin @ kanssa. [A]

HT 2.21. Kéyttéden tehtdvissi saatua tulosta ja ristitulon ominaisuutta™|

X(gxz)=(T-2)y— (z-9)z (2.3.9)

niyti, ettd w x ¢ = —b. A

HT 2.22. Kéyttéden tehtdvassi [2.21]saatua tulosta ja ylla olevan lain méaritelmia nayté,
etta

w(t) x [A(t)w + B(t)b+ C(t)e] = w(t)[B(t)c — C(t)b). (2.3.10)

Téssa A(t), B(t) ja C(t) voivat olla mitd tahansa kerroinfunktioita. [A]

Yritetddn vield muutaman tehtédvan voimin luoda mielikuvaa siitd, mitd kulmanopeus-
vektori yrittdd kertoa ja mité lain vektorit merkitseviit.

HT 2.23. Hyrré pyorii poydalla myotéapéaiviian, eikd pyorimisakseli muutu. Mihin suun-
taan osoittaa @? Entd a? (4]

HT 2.24. Katsotaan lain erikoistapausta. Valitaan zo = (0,2,3) ja w(t) = (0,4 +
3t%,0). Mité ovat vektorit @, b ja ¢? Kirjoita paikan Z(t) lauseke. [A]

"Tam4 on jokseenkin sama asia kuin se, ettd ensimmiisen kertaluvun differentiaaliyhtilon ratkaisu
on yksikasitteinen, kun alkuarvo on annettu ja yht&lo riittdvéan siisti.
18[TODO: Onkohan t&dmé& kerrottu jossain?]
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HT 2.25. Perustele, miksi lain vektorit b ja ¢ ovat yhté pitkii. Onko myds a aina
yhté pitkd? Tai edes joskus? [A]

HT 2.26. Tarkastellaan pyorivdd maailmanpyorié, ja asetetaan origo pyorimisakselin
toiseen padhén (josta pyord on kiinni telineessééin). Hetkelld ¢ = 0 istuudut alimpaan
maailmanpyorin vaunuun ja pyora alkaa pyoria. Millaisia ovat vektorit @, b ja &? Hah-
mottele kuva. Hahmottele liikeratasi, kun maailmanpyora pyorii ympéari. Miten vektorit
a, b ja ¢ liittyvit tihin liikerataan? [A]

Nyt olemme onnistuneen kuvailemaan pyorimiskinematiikkaa riittdvasti, ja voimme
siirtyd pohtimaan pyorimisliikkeen syita eli pyorimisdynamiikkaa.
2.3.2 Pyo6rimisdynamiikka

Tarkastellaan ensin yhté hiukkasta, jonka massa on m(t). Newtonin toisen lain (laki[2.10)
mukaan tdhédn hiukkaseen vaikuttavalle voimalle F'(t) pétee

F(t) =p'(t). (2.3.11)
Ottamalla ristitulo paikkavektorin z(¢) kanssa saadaan yhtalo
T(t) x F(t) = z(t) x p'(t). (2.3.12)

Toisaalta laskemalla saadaan™|

%(iﬂ(t) x p(t)) = Z'(t) x p(t) + z(t) x p'(t)
— () x m(t)o(t) + Z(t) x 7(1) (2.3.13)
=xz(t) x p'(t
Yhdistamalld ndmé tulokset saadaan
z(t) x F(t) = %(w(t) x p(t)). (2.3.14)

Pysdhdytddn hetkeksi tulkistemaan tétéd tulosta. Ristitulo Z(t) x p(t) ilmaisee, kuinka
erisuuntaisia ja kuinka suuria ovat paikkavektori ja liikeméaaravektori. Paikan ja liikem&a-
rén erisuuntaisuus tarkoittaa pyorimista (koordinaatistomme) origon ympéri. Jos paikka
ja litkemédra osoittavat samaan tai vastakkaiseen suuntaan, tapahtuu liike origosta pois-
pain tai sitd kohti, eikéd talloin tee mieli puhua pyoOrimisestd origon ympéari. Jos taas
paikka ja lilkemé&aréd ovat toisiaan vasten kohtisuorassa, syntyy hyvinkin mielikuva pyori-
misesté, ja ristitulohan on suurimmillaan kerrottavien vektoreiden ollessa kohtisuorassa.
Tama mielikuva antaa aiheen seuraavalle méaritelmaélle.

Maéritelmé 2.50. Jos hiukkasen paikka on z(t) ja liilkemiérd p(t), on niiden ristitulo
0(t) = z(t) x p(t) hiukkasen pydrimismddrd (origon suhteen).
Hiukkasjérjestelmén pyorimismééra on sen hiukkasten pyérimisméérien summa. A

9Tulon derivointisdanto pitee myos ristitulolle. Huomaa, ettei vektoreiden kertomisjérjestystéi pida
kuitenkaan menné muuttamaan! Lisiksi tdssd tarvitaan sité ristitulon tuttua ominaisuutta, etté jokaisen
vektorin ristitulo itsensé kanssa on nolla.
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Yhtélon ([2.3.14]) mukaan pydrimisméaéran aikaderivaatta on sama kuin paikan ja voi-
man ristitulo. Tdmé kuvailee (samaan tapaan kuin pyorimisméérin kohdalla todettiin yl-
14) paikan ja voiman suuruutta ja erisuuntaisuutta. Voiman kohdistuminen origoa kohti
tai siitd poispéin ei siis kiinnosta, vaan jossain mielessé vain voima origon ympéri. Arkises-
ti ajatellen tdméa vastaa vaantamista: pullon kierrekorkki aukeaa helpoiten vaantamalla
sitd pullon ympéri, ei niinkddn tyontamalla sitd pullon sisédén, puristamalla kokoon tai
repimélla sivuun. Télle voiman aiheuttamalle vaannolle annamme nimen seuraavaksi.

Maéritelmé 2.51. Jos hiukkasen paikka on Z(t) ja siihen vaikuttava voima F'(t), on
niiden ristitulo M (t) = Z(t) x F(t) hiukkaseen kohdistuva voiman momentti (origon
suhteen). A

Yhdistamaélld ndma méaritelmat ja yhtilo (2.3.14]) saadaan siis seuraava tulos.

Laki 2.52 (Newtonin toinen laki pyorimismekaniikassa). Voiman momentti on pyorimis-
méadran aikaderivaatta eli

M(t) =1'(t), (2.3.15)
kun pyorimismééra ja voiman momentti on laskettu inertiaalikoordinaatistossa. JAN

[TODO: Siilyvit suureet?]

2.3.2.1 Pyoriva jaykka pistejoukko
Sovelletaan nyt edelld johdettua liikelakia kohdassa esiteltyyn pyorivadn kap-

paleeseen.
[TODO: Tahén piittyy edes jossain méirin valmis osuus.|
Liikeyht&lot, sdilyvét suureet

2.3.2.2 Mita pyoriminen tarkoittaa eri ulottuvuuksissa?

Tasossa kulma -> skalaariyhtalot.

2.3.2.3 Pistemekaniikan ja pyorimismekaniikan vertailua

2.3.3 Pyoriminen eri akseleiden ympéri

Hitausmomentti eri akseleiden suhteen
Jaykén kappaleen liike voidaan aina lokaalisti kuvata liikkeenéd ja kiertona jonkin
akselin ympéri

2.3.3.1 Hitausmomentti eri akseleiden suhteen

2.3.3.2 Prekessio
2.3.4 Esimerkkeja

Esimerkkejé: pyorivien kappaleiden torméys
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2.4 Taivaanmekaniikka

2.4.1 Newtonin gravitaatiolaki

Gaussin laki gravitaatiolle (pistehiukkassysteemi)

Huomautus 2.53. [TODO: Massan luonteesta]. Newtonin toinen laki (2.10]), uni-

versaalisuus ([2.34)), sailyvyys (2.19} [2.38]), hiukkasen térkeys osana hiukkasjoukkoa (2.40)),

gravitaatiovaraus. A

n:ssi ulottuvuudessa U ~ 727" F ~ pl=n

2.4.2 Keplerin lait

2.4.3 Laajeneva maailmankaikkeus

Friedmannin yht&alot

2.4.4 Esimerkkeji

Laskuja Aurinkokunnasta, avaruuden dimension mééritys, Schwarzschildin sidde

2.5 Pyoriva koordinaatisto

2.5.1 Epéiinertiaalinen koordinaatisto

Ei inertiaalinen => sisaisid voimia

2.5.2 Liike Maapallon pinnalla
Liike Maapallon pinnalla

2.5.3 Johdattelua yleiseen suhteellisuusteoriaan

Yleinen suhteellisuusteoria: kaikki koordinaatistot saman arvoisia (voi litkkkua muutenkin
kuin pyorimélld ja liikkumalla, aika voi kulkea eri tavoilla eri paikoissa...)

2.5.4 Esimerkkejia

[TODO: Esimerkkeji.] Coriolis ja keskipakoisvoima, keskipakois/hakuisvoima, sisdis-
ten voimien potentiaalit, Maapallon muoto, Lagrangen pisteet [http://www.ipho2012.ee/physicscup/phy
solvers-mosaic/4-are-trojans-stable/]?
Erilaiset energiaperiaatteet ovat fysiikassa yleisid. Tutustumme téssé tehtdvissa yh-
teen: Levossa olevan (riittdvan nestemiisen) kappaleen pinnalla potentiaalienergiatiheys
on vakio. Kappaleen kokonaisenergia on pienimmilldéan juuri tédssé tilanteessa.
Esimerkiksi veden tapauksessa tdmaé tarkoittaa sité, ettd jos annamme veden asettua
lasissa paikoilleen ja siirrimme yhté vesipisaraa veden pinnalla toiseen paikkaan (lepoon),
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sen kokonaisenergia ei muutu. Tamaé johtaa sithen yllatyksettoméin tulokseen, ettd ve-
den pinta asettuu vaakatasoon. Erikoisemmissa tapauksissa saadaan kuitenkin aikaiseksi
erikoisempia muotoja.

HT 2.27. Tarkastellaan m-massaista hiukkasta tasaisesti pyorivissd koordinaatistossa,
ja olkoon r sen kohtisuora etéisyys pyorimisakselista. Olkoon tdmén koordinaatiston kul-
manopeus w. Jos hiukkanen on téssd pyorivéssa koordinaatistossa levossa, kuinka suur:
liike-energia K silld on ulkoisessa koordinaatistossa (jonka suhteen pyoriva koordinaatis-
tomme pyorii)? Entd pyorivissia koordinaatistossa?

Oletetaan, ettd hiukkasella on ulkoisessa koordinaatistossa mitattuna potentiaalie-
nergia V. Pyérivissd koordinaatistossa levossa olevan hiukkasen potentiaalienergia on
U =V — K. Perustele, miksi nédin on. Jos tdma tuntuu yleisessd tapauksessa vaikealta,
voit tarkastella vaikkapa vaakatasossa pyorivad levyé ja sen pédllé liikuskelevaa hiukkas-
ta. Jo erikoistapaus, jossa hiukkanen liikkuu kitkatta (ja siis vakionopeudella) ulkoisessa
koordinaatistossa pyorimisakselista pois péin, valottaa pyorivéissa koordinaatistossa tar-
kasteltuna, miksi K:n etumerkki on — eiké +.

Jos kappale, jonka pinnan muotoa yritdmme selvittdé, on levossa pyorivassa koordi-
naatistossa, tdytyy tutkia juuri téssd koordinaatistossa hiukkasella olevaa potentiaalie-
nergiaa U. Kirjoita pyorivissid koordinaatistossamme levossa olevan hiukkasen energian
U lauseke suureiden m, w, r ja V avulla. A

HT 2.28. Tutkitaan nyt hyvin ohutta (mutta kuitenkin korkeaa ja levedid) suorakul-
mion mallista lasiastiaa, joka on asetettu tasaisella kulmanopeudella w pyorivian poydéan
paalle siten, ettd pyorimisakseli kulkee astian ldpi. Astiaan kaadetaan vettd (mieluiten
varjattya, jotta se ndkyy hyvin) ja annetaan sen asettua lepoon astian suhteen. Kun h
on pdydan pinnasta mitattu korkeus ja r etéisyys pyorimisakselista, osoita, ettd veden
pinnalla toteutuu yhtalo

1

§w2r2 — gh = vakio. (2.5.1)
Mihin muotoon veden pinta asettuu? Selkeimmén kuvan tilanteesta antanee korkeuden
h esittdminen etédisyyden r funktiona. Hahmottele kuva vedesté astiassa. 4]

HT 2.29. Tarkastellaan nyt koko Maapalloa. Voimme tulkita koko planeettamme pinnan
nesteeksi; muutaman miljardin vuoden aikana néinkin kiinteéd kappale on ehtinyt asettua
melko tarkasti sellaiseen muotoon, joka minimoi kokonaisenergian.

Kaytetaian pallokoordinaatteja R, ¢ ja 0, joissa pisteen koordinaatit maardaytyvéit seu-
raavasti: R on pisteen etéisyys Maapallon keskipisteestéd, ¢ on pituuspiiri ja 6 leveyspiiri.
Voimme rajata koordinaatit vaikkapa niin, ettd R > 0,0 < ¢ <27 ja —7/2 <6 < W/Q.[?I

Tarkastelemalla nyt m-massaista hiukkasta (vaikkapa kived) Maapallon pinnalla osoi-
ta, ettd Maan pinnalla toteutuu yhtalo

1 M
§w2R2 cos?(0) + % = vakio, (2.5.2)

20 Jos niiméi koordinaatit eivit tunnu selviltd miettimilld ja kartta(pallo)a tutkimalla, voit kiyd:
vilkaisemassa kuvaa osoitteessa http://mathworld.wolfram.com/SphericalCoordinates.html) jossa
tosin kulmat ¢ ja # on mé#éritelty pédin vastoin kuin téssé.
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missd M on Maan massa, G Newtonin gravitaatiovakio ja w Maan kulmanopeus. Yksin-
kertaisuuden vuoksi oleta, ettd Maan massa on keskittynyt keskipisteeseen. Taméa oletus
ei vaikuta lainkaan, jos Maapallo on homogeeninen pallo.

Maan napaside R,, on etédisyys Maan keskipisteestéd pohjois- tai etelénavalle ja ekvaat-
toriside R, etiisyys keskipisteesti piivintasaajalle. Kdyttden yhtilod ratkaise na-
pasdde muuttujien R., M, G ja w avulla. Kirjoita samoja muuttujia kidyttden lauseke
R. — R,:lle, ja sijoita siihen lukuarvot R, = 6,3781 x 10° m, M = 5,9736 x 10** kg,
G =16,6738 x 107" kg7 'm?s72 ja w = 27/24 h = 432007 s7!. Vertaa saamaasi tulosta
todelliseen arvoon, joka on noin 6378, 1 km — 6356, 8 km = 21, 3 km. Jos tulokset eroavat
toisistaan, mistd ero johtuu? [A]

2.6 Jatkuvat kappaleet

2.6.1 Summasta integraaliin
2.6.1.1 Kolmiulotteiset kappaleet
2.6.1.2 Yksi- ja kaksiulotteiset kappaleet

2.6.2 Gravitaatio
2.6.2.1 Gaussin laki gravitaatiolle

Sama laki my6s muille samanmuotoisille potentiaaleille. Esim. Coulombin voima.

2.6.2.2 Pallomaisen kappaleen gravitaatio

Sisélla ja ulkona.

HT 2.30. Tutkitaan pyoreédd ja homogeenista taivaankappaletta, jonka massa on M ja
side R. Laske, kuinka suuri on pakonopeus, eli pienin mahdollinen nopeus, jolla taivaan-
kappaleen pinnalta ldhtevé kappale padsee gravitaatiokentésté vapaaksi.

Ratkaise R, jos pakonopeus on valonnopeus c. Jos taivaankappaleen sidde on téata
sidettd pienempi, kappaletta sanotaan mustaksi aukoksi. Miksi?

Vaikka emme ottaneet suhteellisuusteoriaa lainkaan huomioon, saimme tédsmélleen
suhteellisuusteorian ennustaman tuloksen télle kriittiselle séteelle, joka tunnetaan taval-
lisesti Schwarzschildin séiteené[ﬂ Jos kappaleen massa on téatd pienemmén séteen siséssa,
kaikki aine ja valo putoaa vadjaaméatta yha lahemméksi massakeskipistetta.

Arvioi, kuinka suuri on sinun omaa massaasi vastaava Schwarzschildin sidde ja totea,
ettet ole vield lahelldkasdn luhistumista — eiké kylld kukaan muukaan. A

2.6.3 Esimerkkeja

Hitausmomenttien laskeminen, voiman vaikutus jatkuvaan kappaleeseen, pallon korvaa-
minen keskipisteelld gravitaatiossa, symmetrian hyédyntédminen

21 Varsinaisesti pitéisi siis kiytt#s Newtonin mekaniikan sijasta Einsteinin kenttiyhtilod G = SWgN T,

missé Einsteinin kaarevuustensori G kuvaa avaruuden ja ajan kaarevuutta sekd energia-impulssitensori
T aineen ja energian liikettd. Newtonin gravitaatiovakio ja valonnopeus ovat G ja ¢. Tdmén viattoman
nikoisen yhtdlon ratkaiseminen on hirvittavan tyolasta yksinkertaisissakin tilanteissa.
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2.7 Mekaniikkaa ilman voimaa
2.7.1 Yleistetyt koordinaatit

energia yleistettyjen koordinaattien funktiona, dE/dt=0 => liikeyht&lo

2.7.2 Hamiltonin mekaniikkaa

Hamiltonin liikeyhtélot, konjugaattiliikeméaaré.

2.7.3 Lagrangen mekaniikkaa

Variaatiolaskentaa.

2.7.3.1 Hamiltonin ja Lagrangen mekaniikan yhteys

Legendren muunnos.

2.7.4 Voima kvanttifysiikassa

Potentiaali korvaa voiman taysin, osittain jopa massan.

2.7.5 Epéidkonservatiiviset voimat?

2.7.6 Esimerkkeji

2.8 Symmetriat ja liikevakiot

Lyhyt johdattelu aiheeseen, esimerkkejid mahdollisuuksien mukaan

2.9 Staattiset ja vakaat systeemit
Statiikkaa: voima ja momentti

Vakauden tutkiminen: liikeyhtéloiden linearisointi, potentiaalin tutkiminen
2.10 Dimensioanalyysi

Aiemmin emme juuri kiinnittdneen huomiota siithen, missé yksikoisséa suureita mitataan.
Nyt tutkimme tétéa yksikkoasiaa tarkemmin, ja kehitdmme pelkéstdan sithen perustuvan
tyokalun, dimensioanalyysin, joka voi olla hytdyllinen suuntaa antava apuviéline fysiikas-
sa. Kédytannossa se voi antaa hyvid arvauksia ja auttaa laskuvirheiden loytamisessa.
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2.10.1 Fysikaalisten suureiden yksikot

Rakentaessamme Newtonin mekaniikan alkeita kohdassa 2.1 esittelimme oleellisesti kolme
suuretta: paikan, ajan ja massan. Muut suureet saatiin néistd kertomalla, derivoimalla
tai jotenkin muuten. Liséksi juuri néiltd kolmelta suureelta vaadittiin universaalisuus
(lait [2.27] [2.28] ja [2.34)) eli jonkinlainen riippumattomuus koordinaatistosta.

Paikkaa, aikaa ja massaa kuvattiin edelld kdyttden lukuja. Naiden lukujen suuruu-
delle ei kuitenkaan ollut mitdén fysikaalista tulkintaa. Téllainen tulkinta kuitenkin on
tarpeellinen, ja siksi valitsemme néille suureille jonkinlaiset mittatikut. Pituuden yksi-
koksi voimme valita tutun metrin (m), jonka suuruus on mééritelty oleellisesti antamalla
konkreettinen metrin pituinen kappale. Muiden kappaleiden pituudet (ja muutenkin etéi-
syydet) ilmaistaan osuutena téstd standardipituudesta; ndin on luontevaa sanoa, etté
jonkin pallon ympérysmitta on 0,69 m tai ettd jokin etiiisyys on 4 x 10® m. Kun liitdm-
me talla tavoin lukuun yksikon, saamme fysikaalisesti tulkittavan merkityksen suureen
arvolld”] Vastaavasti tarvitsemme yksikon ajalle ja massalle, ja tuttu ratkaisu on valita
sekunti (s) ja kilogramma (kg).

Néamé kolme suuretta tuotiin teoriaan toisistaan riippumattomina, joten niiden yk-
sikdiden vélilla ei ole mitddn (valttamatontd) yhteyttd. Sen sijaan kaikki muut suureet
médriteltiin niiden avulla, joten kaikkien muiden suureiden yksikét méardaytyvat tdysin
perusyksikoiden valinnasta.

2.10.2 Dimensioanalyysin perusteet

MLT-esitys, lineaarinen yhtaloryhma.
Eri suuntaiset pituudet erikseen jos tarpeen
Derivaatta ja integraali

2.10.3 Luonnolliset yksikot

M*t=L=T
Liséksi joskus kg = Gy = 1.

2.10.4 Planckin yksiks6t

2.10.5 Esimerkkeja
E? = p? + m?, hiukkasfysiikka, kvanttimekaniikka

2.11 Tarkastelua viela lopuksi

Mitka lait olivat peruslakeja, mitké niistd johdettuja?

22Esimerkkeind mainitut ympérysmitta ja etdisyys liittyvit oletettavasti useille tuttuihin asioihin.
Mistéd konkreettisesta pallosta ja etdisyydestd mahtaa olla kyse? Liittyviatko ne jotenkin toisiinsa?
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2.12 Puutteita

Naita olisi viela hyva kasitelld klassisen mekaniikan puitteissa: elastisuus, virtausmeka-
niikka, aallot ja resonanssi (amplitudi, interferenssi), pikainen vilkaisu kvanttifysiikkaan.

Lisdksi omina lukuinaan tarvitaan (osittain jo tekeilld): matemaattiset menetelmét,
virheanalyysi ja mittauksien tekeminen, séhkooppi, suhteellisuusteoria, termodynamiikka.
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Luku 3

Lopuksi

3.1 IPhO-syllabus

Syllabus eli osattavaksi vaadittavien asioiden lista 16ytyy IPhO:n kotisivuilta, téita kirjoi-
tettaessa osoitteesta http://ipho.phy.ntnu.edu.tw/syllabus.html.

Sielld mainitaan seuraavat osaamistarpeet. Yleisesti: The extensive use of the calculus
(differentiation and integration) and the use of complex numbers or solving differential
equations should not be required to solve the theoretical and practical problems. Ques-
tions may contain concepts and phenomena not contained in the Syllabus but sufficient
information must be given in the questions so that candidates without previous know-
ledge of these topics would not be at a disadvantage. Sophisticated practical equipment
likely to be unfamiliar to the candidates should not dominate a problem. If such devices
are used then careful instructions must be given to the candidates. The original texts of
the problems have to be set in the SI units.

Teoriaosa (A):

1. Mechanics

(a) Foundation of kinematics of a point mass: Vector description of the position
of the point mass, velocity and acceleration as vectors
Newton’s laws, inertial systems: Problems may be set on changing mass
Closed and open systems, momentum and energy, work, power
Conservation of energy, conservation of linear momentum, impulse

Elastic forces, frictional forces, the law of gravitation, potential energy and
work in a gravitational field: Hooke’s law, coefficient of friction (F/R = const),
frictional forces, static and kinetic, choice of zero of potential energy

(f) Centripetal acceleration, Kepler’s laws
2. Mechanics of Rigid Bodies

(a) Statics, center of mass, torque: Couples, conditions of equilibrium of bodies

(b) Motion of rigid bodies, translation, rotation, angular velocity, angular accelera-
tion, conservation of angular momentum: Conservation of angular momentum
about fixed axis only
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()

()

External and internal forces, equation of motion of a rigid body around the
fixed axis, moment of inertia, kinetic energy of a rotating body: Parallel axes
theorem (Steiner’s theorem), additivity of the moment of inertia

Accelerated reference systems, inertial forces: Knowledge of the Coriolis force
formula is not required

3. Hydromechanics

(a)

No specific questions will be set on this but students would be expected to
know the elementary concepts of pressure, buoyancy and the continuity law.

4. Thermodynamics and Molecular Physics

(a)

(b)

()
()

Internal energy, work and heat, first and second laws of thermodynamics: Ther-
mal equilibrium, quantities depending on state and quantities depending on
process

Model of a perfect gas, pressure and molecular kinetic energy, Avogadro’s num-
ber, equation of state of a perfect gas, absolute temperature: Also molecular
approach to such simple phenomena in liquids and solids as boiling, melting
etc.

Work done by an expanding gas limited to isothermal and adiabatic processes:
Proof of the equation of the adiabatic process is not required

The Carnot cycle, thermodynamic efficiency, reversible and irreversible proces-
ses, entropy (statistical approach), Boltzmann factor: Entropy as a path inde-
pendent function, entropy changes and reversibility, quasistatic processes

5. Oscillations and waves

(a)
(b)

Harmonic oscillations, equation of harmonic oscillation: Solution of the equa-
tion for harmonic motion, attenuation and resonance -qualitatively

Harmonic waves, propagation of waves, transverse and longitudinal waves, li-
near polarization, the classical Doppler effect, sound waves: Displacement in
a progressive wave and understanding of graphical representation of the wave,
measurements of velocity of sound and light, Doppler effect in one dimension
only, propagation of waves in homogeneous and isotropic media, reflection and
refraction, Fermat’s principle

Superposition of harmonic waves, coherent waves, interference, beats, stan-
ding waves: Realization that intensity of wave is proportional to the square
of its amplitude. Fourier analysis is not required but candidates should have
some understanding that complex waves can be made from addition of simple
sinusoidal waves of different frequencies. Interference due to thin films and ot-
her simple systems (final formulae are not required), superposition of waves
from secondary sources (diffraction)

6. Electric Charge and Electric Field

(a)

Conservation of charge, Coulomb’s law
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(b) Electric field, potential, Gauss’ law: Gauss’ law confined to simple symmetric
systems like sphere, cylinder, plate etc., electric dipole moment

(c) Capacitors, capacitance, dielectric constant, energy density of electric field
7. Current and Magnetic Field

(a) Current, resistance, internal resistance of source, Ohm’s law, Kirchhoff’s laws,
work and power of direct and alternating currents, Joule’s law Simple cases of
circuits containing non-ohmic devices with known V-I characteristics

(b) Magnetic field (B) of a current, current in a magnetic field, Lorentz force:
Particles in a magnetic field, simple applications like cyclotron, magnetic dipole
moment

(¢) Ampere’s law: Magnetic field of simple symmetric systems like straight wire,
circular loop and long solenoid

(d) Law of electromagnetic induction, magnetic flux, Lenz’s law, self-induction,
inductance, permeability, energy density of magnetic field

(e) Alternating current, resistors, inductors and capacitors in AC-circuits, vol-
tage and current (parallel and series) resonances: Simple AC-circuits, time
constants, final formulae for parameters of concrete resonance circuits are not
required

8. Electromagnetic waves
(a) Oscillatory circuit, frequency of oscillations, generation by feedback and reso-

nance

(b) Wave optics, diffraction from one and two slits, diffraction grating,resolving
power of a grating, Bragg reflection

(c) Dispersion and diffraction spectra, line spectra of gases

(d) Electromagnetic waves as transverse waves, polarization by reflection, pola-
rizers: Superposition of polarized waves

(e) Resolving power of imaging systems

(f) Black body, Stefan-Boltzmanns law: Planck’s formula is not required
9. Quantum Physics

(a) Photoelectric effect, energy and impulse of the photon: Einstein’s formula is
required

(b) De Broglie wavelength, Heisenberg’s uncertainty principle
10. Relativity

(a) Principle of relativity, addition of velocities, relativistic Doppler effect

(b) Relativistic equation of motion, momentum, energy, relation between energy
and mass, conservation of energy and momentum
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11.

Matter

(a) Simple applications of the Bragg equation

(b) Energy levels of atoms and molecules (qualitatively), emission, absorption,
spectrum of hydrogen like atoms

(c) Energy levels of nuclei (qualitatively), alpha-, beta- and gamma-decays, ab-
sorption of radiation, halflife and exponential decay, components of nuclei,
mass defect, nuclear reactions

Kokeellinen osa (B): The Theoretical Part of the Syllabus provides the basis for all
the experimental problems. The experimental problems given in the experimental contest
should contain measurements. Additional requirements:

1.
2.

10.

Candidates must be aware that instruments affect measurements.

Knowledge of the most common experimental techniques for measuring physical
quantities mentioned in Part A.

Knowledge of commonly used simple laboratory instruments and devices such as
calipers, thermometers, simple volt-, ohm- and ammeters, potentiometers, diodes,
transistors, simple optical devices and so on.

. Ability to use, with the help of proper instruction, some sophisticated instruments

and devices such as double-beam oscilloscope, counter, ratemeter, signal and func-
tion generators, analog-to-digital converter connected to a computer, amplifier, in-
tegrator, differentiator, power supply, universal (analog and digital) volt-, ohm- and
ammeters.

Proper identification of error sources and estimation of their influence on the final
result(s).

Absolute and relative errors, accuracy of measuring instruments, error of a single
measurement, error of a series of measurements, error of a quantity given as a
function of measured quantities.

Transformation of a dependence to the linear form by appropriate choice of variables
and fitting a straight line to experimental points.

Proper use of the graph paper with different scales (for example polar and logarith-
mic papers).

Correct rounding off and expressing the final result(s) and error(s) with correct
number of significant digits.

Standard knowledge of safety in laboratory work. (Nevertheless, if the experimental
set-up contains any safety hazards the appropriate warnings should be included into
the text of the problem.)
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3.2 Vastauksia harjoitustehtiviin

Jos osaat antaa tdhédn kysymykseen vastauksen, olet ilmeisestikin kiinnos-
tunut fysiikasta. Silloin lukemista kannattaa jatkaa.

Kéyttiden esimerkin tuloksia saadaan
t t
ﬂw:xmyﬁ/v@ms:1+/X5+4&ms:1+w+¢% (2.1)
0 0
Integroidaan:
t
v(t) = v(2) +/ (1+4s)ds =3+ (t+2t%) — (24+2-2) =22+t -7  (2.2)
2
ja
! 2 1 47
x(t) = z(=1) + / (25 +s—T)ds = —t* + ~t* = Tt — —. (2.3)
1 3 2 6
HT 2.3} Tasaisessa liikkeessd on mééritelmén mukaan o/(t) = 0 kaikilla ¢ eli nopeus

on vakio. Siispd v(t) = vy. Paikka saadaan yksiulotteiseen tapaan integroimalla:

t
z(t) = z(0) + / v(s)ds = Zg + typ. (2.4)
0
Ongelma ratkeaa aiempaan tapaan integroimalla. Tulokseksi saadaan
1
Z(t) = To + 0o + §t2a. (2.5)

Taméi tehtiva on kirjevalmennustehtivini, joten ratkaisu on piilotettu.
T&amaé tehtédva on kirjevalmennustehtavéné, joten ratkaisu on piilotettu.
T&amé tehtdva on kirjevalmennustehtavéné, joten ratkaisu on piilotettu.
H'T' 2.8 Tamé tehtédva on kirjevalmennustehtidvini, joten ratkaisu on piilotettu.
Tamé tehtdvd on kirjevalmennustehtéving, joten ratkaisu on piilotettu.
Tami tehtdvd on kirjevalmennustehtéviing, joten ratkaisu on piilotettu.

Lasketaanpa ensin:
b+ 7=k =7) +7 =1k (2.6)

ja
é‘i‘tLa—i‘J_?L:é‘i‘(tK—T)ﬂ—l—(Tﬂ—é_tKa_i_fK)

:ZZ'K.

(2.7)

Vertaamalla Galilei-muunnoksen yhtéloiden vasempaan puoleen (mééritelmé [2.31]) huo-
mataan, ettd juuri nain pitikin kdyda. Esittimdmme Galilei-muunnoksen kddnteismuun-
nos siis todella kaéntad Galilei-muunnoksen.
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HT 2.12} Tarkastellaan yleisyyden vuoksi yht#lo4 (2.2.12). Muunnosparametrit, (7, £, @, R)
kdanteismuunnokseen (merkitddn niité lisidméalld mato péille) saadaan yhtélosté ((2.2.12)):

I
|
\]

Il
\]
&
N

S~—
|
7
™

(2.8)

29 SR
1l
o T
| -
o

Sovelletaan tata sddnto uudestaan (ja lisdtdén kaksi kertaa muunnettuihin parametreihin
toinenkin mato). Saadaan

Fe—f=—(-1)=7 (29)
ja .
R=R'=@®RYHY'=R (2.10)
ja -
ii= R@) = R(R (@) = @ (21)
ja

= —TR(R™'(@) — R(rR™(a) - R7'(€)) (2.12)
= f
Siispéd kahdesti madotetut parametrit ovat juuri alkuperéiiset.
Paikka, nopeus, litkemiéiri ja liike-energia riippuvat koordinaatistosta. Mas-
sa, kiihtyvyys ja voima puolestaan eivét riipu.
Pistetulon méiiritelmii kiyttien saadaan
D(t) = |z(t)| = (z(t) - 2(1))"*. (2.13)
Téten
/ d _ = 1/2
D'(t) = —(z(t) - 2(t))
dt
1,_ 1 d _
= 5(@()-2(t)) 1/25(56(25) (1))
1 ) . (2.14)
=5 @ (o) 2(t) + 2(t) - 0(t))
v

—|=
Kl [—
=
~— | K
—

~

N—

Tami on viitteen ensimmdéinen osa.

Jos D(t) on vakio on D'(t) = 0 kaikilla t. Ylla olevasta lausekkeesta nikee, etté
talloin on oltava v(t) - Z(t) = 0, eli paikka ja nopeus ovat kohtisuorassa. Jos hiukkanen on
origossa, on sen nopeuden oltava nolla (sillda muuten sen etéisyys origosta kasvaisi), joten
taas 0(t) - z(t) = 0-0 = 0. Nollavektori on kohtisuorassa kaikkia vektoreita vastaan.
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Vektori Z(t) voidaan jakaa yksikkovektoria w vastaan kohtisuoraan ja sen
suuntaiseen osaan. Koska ndmé osat ovat toisiaan vasten kohtisuorassa, voidaan niille
kayttaa Pythagoraan lausetta. Syntyvén suorakulmaisen kolmion toisena kateettina on
vektori - Z(t) (paikan akselin suuntainen komponentti) ja hypotenuusana z(t). Toisen
kateetin pituus on S(t). Viite seuraa siis suoraan Pythagoraan lauseesta.

HT 2.16; Koska L(&-z(t)) = &, on sisétulon w-Z(t) riippumattomuus ajasta
sama asia kuin w-v = 0.

HT 2.17: Oletamme siis, etti & = (1,0,0). Jos siis Z = (A,0,0), on oltava o = 0.

Jokaisen v:n komponentin on siis oltava nolla, joten annetusta lausekkeesta saadaan

3
0= V; = Z&i]’x]’ = Q;1 (215)
j=1

kaikilla 2. Toisin sanoen a;; = as; = az; = 0.

Toisaalta vektorin ¥ on oltava kohtisuorassa vektoria (1,0, 0) vastaan, eli v; = 0. Néin
on oltava kaikilla z. Jos z = (0, 1,0), saadaan v; = aj9, ja jos taas = (0,0,1), niin
v; = ay3. On siis oltava ajp = a3 = 0. (Samoin saisi my6s a;; = 0, mutta tdmé ehdittiin
tehda jo yll4.)

Tarkastellaan vield ehtoa, jonka mukaan v -x = 0, valitttiinpa z miten tahansa. Kun
valitaan = (0, 1,0), niin © = (aq2, ase, ags), joten v-T = agy. Téten asy = 0. Samoin
tilannetta 7 = (0,0, 1) tutkimalla saadaan agz = 0.

Ainoastaan as3 ja ass voivat erota nollasta; kaikki muut kertoimet on jo néytetty
nolliksi. Valitaan z = (0,1, 1). T&ll6in v = (0, ase, ass). Nyt siis T-0 = ass + ag3. Koska
tdman sisdtulon pitda olla nolla, on oltava ass = —aq3. Merkitdédn ¢ = ao3, jolloin siis
ago = —C.

Olemme siis saaneet kertoimet a;; muuten, mutta kerrointa ¢ emme ole saaneet sel-
ville. (Emme mytskéén voi saada sitéd selville annetuista tiedoista ldhtien!) Saimme siis
matriisimuodossa kirjoittaen

ap; a2 a3 0 0 O
91 G922 G923 = 0 0 c| . (216)
a31 a3z as3 0 —c 0

Laskemalla komponentit v; annetulla kaavalla saamme v = (0, —cz3,cxs), kun = =

(21, 22, x3). Toisaalta (1,0,0) x T = (0, —z3, x2), joten todellakin v = ¢(1,0,0) X Z.

HT 2.18; Analyysin peruslausetta kdyttdmélld ndhdddn yhtdldstd (2.3.5) suoraan,
ettd ¢/ (t) = w(t). Jos tétd yht#lod kerrotaan vakiovektorilla w, saadaan ¢/(t) = w(t).

[HT 2.19k Soveltamalla laissa olevia lausekkeita saadaan
7(0) = @ + cos(¢(0))b + sin(¢(0))c

= @+ cos(0)b + sin(0)e

=a+b (2.17)
=a+ (Zg —a)

= 7.
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HT 2.20; Koska ¢ on vektorien & ja b ristitulo, on se kohtisuorassa niitd vastaan.
Riitt#a siis osoittaa, etti w ja b ovat kohtisuorassa. Tamé niahddin laskemalla:

w-b=w- (g —a)

=w-(To — (To- )W)

=w-Tg— (Tp - W)w-w
=0
Tehtivin kohtisuoruustulosta kiyttien saadaan
Oxe=uwx (wxb)
= (W-b)w — (w-w)b
— 05— 1b (2.19)
Edellisié tuloksia hyddyntien saadaan

w(t) x [A(t)w + B(t)b+ C(t)e] = w(t)w x [A(t)w + B(t)b + C(t)d]
= w(t)[A(t)w x &+ B(t)w x b+ C(t)w x ¢ (2.20)
= w(t)[B(t)e — C(t)b).
Tama tehtédva on kirjevalmennustehtdvéné, joten ratkaisu on piilotettu.
HT 2.24; Valitaan @ = (0,1,0), jolloin w(t) = 4 + 3t2. Laskemalla saadaan
= (0,0 Zo,0) = (0,2,0)
b= (07273) - (0a270) = (07073) (221)
¢=(0,1,0) x (0,0,3) = (3,0,0).

|l

Akselin ympéri kierretyksi kulmaksi saadaan
t
o) = [ wlo)ds
0
t
:/ (4 + 3s*)ds (222)
0

=4t + 3.
Yhdistamalld naméa tulokset saadaan

Z(t) = a + cos((t))b + sin(d(t))e
= (0,2,0) + cos(4t + t*)(0, 0, 3) + sin(4t + t*)(3,0,0) (2.23)
= (3sin(4t + 1), 2, 3 cos(4t + t7)).

: Tehtévan perusteella @, b ja ¢ ovat kohtisuoria. Kohtisuorien vektorien
ristitulon pituus on tunnetusti kerrottavien vektorien pituuksien tulo. Koska é = & x b,
on siis |¢| = |@][b| = |b].

Jos ldahtopaikkaa osoittava vektori z, on kohtisuorassa pyorimisakselia vastaan, on
a = 0. Vektori a ei siis aina ole yhté pitki kuin b ja ¢ Niin voi kuitenkin olla, jos sattuu
sopivasti. Edellisessd tehtavéssa néin kévisi, jos valittaisiinkin 7y = (0, 3, 3).
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H'T" 2.26; Tama tehtdva on kirjevalmennustehtdvéané, joten ratkaisu on piilotettu.
H'I' 2.27: Pyorivassd koordinaatistossa hiukkanen on paikallaan, joten sen liike-

energia on nolla. Ulkoisessa koordinaatistossa se pyorii nopeudella wr pydrimisakselin
ympéri (vakioetéisyydelld r). Tlloin sen liike-energia on $m(wr)?.

Tarkastellaan pyorivéssa koordinaatistossa levossa olevaa hiukkasta. Jotta hiukkanen
pysyisi pyorivéisséd koordinaatistossa paikallaan, on siihen kohdistettava ulkoinen voima.
Jos vaikkapa koordinaatisto on piirretty tasaisella kulmanopeudella pyorivan levyn pal-
le, voi hiukkasen naulata levyyn kiinni. Oletetaan tdmé levy niin liukkaaksi, ettd kaik-
ki vastusvoimat voidaan unohtaa. Jos tatd voimaa ei olisi, ei hiukkanen pysyisi levossa;
hiukkaseen vaikuttaa siis pyorivéisséd koordinaatistossa erddnlainen ndennéisvoima, joka
tyontdé sitd pyorimisakselista ulos pdin. TAmé on keskipakoisvoima. (Keskipakoisvoima
esiintyy siis pyorivisséd koordinaatistossa, joka ei ole inertaalinen eivitkd Newtonin lait
siten siella sellaisinaan pade. Keskipakoisvoiman kumoamiseen tarvitaan keskihakuisvoi-
ma, jonka tdssd aiheuttaa naula, ja joka vaaditaan pyorivéssd koordinaatistossa hiukka-
sen pitdmiseen levossa ja vastaavasti ulkoisessa koordinaatistossa hiukkasen pitédmiseen
ympyréradalla.)

Jos hiukkasta liikutetaan kauemmas akselista, litkutaan keskipakoisvoiman suuntaan.
Kun liikutaan voiman suuntaan, vihenee tdhidn voimaan liittyvé potentiaalienergia. (Sa-
moin putoava kappale menettdd potentiaalienergiaansa.) Potentiaalienergia pyorivéssé
koordinaatistossa siis vihenee. Sen sijaan ulkoisen koordinaatiston kannalta kulmano-
peus pysyy vakiona ja pyorimissdde kasvaa, joten liike-energia kasvaa. Ndmé& energian
muutokset ovat yhtd suuret, kun hiukkanen on siirron alussa ja lopussa levossa (ne ovat
sama asia eri koordinaatistoissa). Téten keskipakoisvoimaan liittyvé potentiaalienergia
on —K (pyorivassi koordinaatistossa), missd K on ulkoisessa koordinaatistossa mitattu
litke-energia.

Jos hiukkaseen kohdistuu muita voimia (vaikkapa painovoima), niiden potentiaalie-
nergiat kiyttaytyvit normaalisti. Siispda U =V — K =V — %mwgrz.

[HT 2.28} Nyt ulkoisessa koordinaatistossa m-massaisen vesihiukkasen (atomi tai pi-
sara tai jotain muuta pientd) potentiaalienergia on V' = mgh. Vesi asettuu ennen pitkaa
pyorivin astian suhteen lepoon (ei lainehdi tai virtaa sen sisilld), joten tdmé hiukkanen
on pyorivassid koordinaatistossa levossa. Téten edellisen kohdan perusteella sen koko-
naisenergia pyorivissd koordinaatistossa on sen potentiaalienergia U = V — %mw27’2 =
mgh — smw?r?.

Tehtédvanannon alussa esitetyn periaatteen mukaan U on vakio télle hiukkaselle, jos
sité liikutellaan veden pinnalla. Siten myds —U/m on vakio, eli $w?* — gh on vakio. Jos
télle vakiolle annetaan nimi A, niin saadaan h = (%wQTQ — A)/g. Veden pinta muodostaa
siis ylospédin aukevan paraabelin, jonka symmetria-akseli on tédsmélleen astian pyorimi-
sakseli.

Kun ohut astia pyorii, veden pinta pyorii tietenkin pitkin paraabelin pyorahdyskappa-
letta, pyorahdysparaboloidia. Jos astia olisikin ollut pycreé, ei vesi kuitenkaan asettuisi
tallaiseen paraboloidimuotoon. Vesi péédsee talloin pyorimééan suhteessa astiaan ja tilan-
teesta tulee hyvin monimutkainen. Jos kuitenkin pyorittelet juomaa lusikalla mukissa,
muistuttaa nesteen pinnan muoto paraboloidia juuri tasséd tehtéavéissa tutkitusta syysté,
mutta tarkalleen sithen muotoon neste ei asetu.
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Pallokoordinaateissa pisteen (R, ¢,0) etdisyys pyOrimisakselista on r =
Rcos(0). Gravitaatiopotentiaalienergia on m-massaiselle kivelle V' = —GMm/R, joten
saamme edelld esitettyyn tapaan vakion —U/m = GM/R + 1w?R? cos?(f).

Paivantasaajalla @ = 0 ja pohjoisnavalla 0 = 7/2 (tai —m/2, jos kulmaa 6 mitataan eri
suuntaan, mutta silli ei ole mitdén merkitystd nyt). Siispd R.:td vastaa § = 0 ja R,:44
taas 0§ = m/2. Siispd saadaan GM/R. + sw?R?cos*(0) = GM/R,, + 2w?R2 cos?(m/2).
Téstd saadaan 1/R. + 5a;w*R2 = 1/R,, ja edelleen R, = (1/R. + w?*RZ/2GM)™"

Titen R.— R, = R.—(1/R.+w’R2/2GM)™" = R /(1+23755). (Nyt 2355 ~ 581, johon
verrattuna ykkonen on mitattoméan pieni. Siispd R, — R,, =~ ‘2”;1;(/4[ .) Sijoittamalla saadaan
R.— R, ~ 10,9 km. Tdma4 tulos on oikeassa kokoluokassa, mutta hieman véérin. (Ei ehka
ole intuitiivisesti selvdd, onko siteiden erotuksessa kyse metreistéd, sadoista metreista vai
kymmenisté kilometreistd, mutta onneksi timé asia on mitattu kokeellisesti.) Virhe joh-
tuu enimmékseen Maan massan jakautumisesta. Oletimme téassé, ettd massajakauma on
pallosymmetrinen, jolloin sen voi korvata yksinkertaisuuden vuoksi keskipisteeseen sijoi-
tetulla pistemassalla. Maa on hyvin pallomainen (kuten tulos osoittaa), joten suhteellinen
virhe on pienehko, mutta kuitenkin olemassa. Lisdksi Maa on muutenkin hieman muh-
kurainen. Muhkuraisuus liittyy oleellisesti siihen, ettei Maa ole nesteméinen, vaikka niin
oletimme — tuloksesta péétellen tdmé oletus oli kuitenkin melko hyval!

Tamé tehtdvd on kirjevalmennustehtéivind, joten ratkaisu on piilotettu.
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