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Tasta materiaalista

Téassd materiaalissa esitellddn vektoreiden, derivaatan ja integraalin sovelluksia fysiikassa.
Materiaali koostuu péddasiassa tehtéivista ja opetusvideoista. Tatd materiaalia voi kiiyttaa
pitkdn matematiikan kursseilla, joilla kisitellddn vektoreita, derivaattaa ja integraalia tai
fysiikan kursseilla voima ja liike, jaksollinen liike ja aallot ja séhkomagnetismi. Yksi tdméan
materiaalin tarkoituksista on esitelld se, ettd fysiikassa on paljon erinimisid funktioita
ja muuttujia. Erds fysiikan opiskelun haasteista on, ettd esimerkiksi x voi olla funktio,
vaikka sitd on saattanut tottua kasittelemddn muuttujana. Vastaavia haasteita ovat myos

derivoinnissa ja integroinnissa késiteltivin muuttujan tunnistaminen.

Derivaatan ja integraalin osalta itseopiskeltavaa materiaalia 16ytyy Suomen fysiikan olym-

piavalmennuksen sivuilta'.

Vektoreista esitellddn erilaisia fyysikoiden kiyttdmid merkintdtapoja. Tehtévat liittyvét

vektorin komponentteihin jakamiseen ja piste- ja ristitulon sovelluksiin fysiikassa.

Derivaatta-luvussa esitelldén erilaisia suureita, jotka méaaritelladn jonkin toisen suureen
derivaattana. Tehtdvit ovat suhteellisen yksinkertaisia, pdapaino on esitelld derivaatan

sovelluksia erilaisissa fysikaalisissa systeemeissd. Osittaisderivaatoista on opetusvideo ja
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3 tehtdvad, joissa lasketaan osittaisderivaattoja ja gradienttivektoreita.

Integraali-luvussa tutustutaan integraalin sovelluksiin termodynamiikassa ja sihkomag-
netismissa. Tehtdvistd 2 on opetusvideoiden katsomista. Tarkoituksena on saada katsaus
sithen, miten integrointia kdytetddn jatkuvana summana kidyrdn alle jadvan pinta-alan

sijaan.

1 Vektorit

Fyysikoilla on useita tapoja merkita vektoreita erilaisten mieltymysten ja soveltuvuuksien
mukaan. Kaikki ndma merkinnét ovat yhtéldisid. Joskus on tarpeen korostaa vektorin

komponentteja ja joskus tdytyy erottaa vektorisuureet skalaareista.

oo (1)L

Tassd materiaalissa kiytetdan kirjaimen ylld olevaa nuolta merkitsemadn vektoreita: v.

Yksikkovektoreita merkitaan kirjaimen paalld olevalla hatulla. Karteesisten akselien (z,y
ja z-akselien) suuntaisia yksikkovektoreita merkitain yleensi 2,},1% ja yleistd johonkin

muuhun suuntaan osoittavaa yksikkovektoria esimerkiksi 7.

Joskus kiytetddn toista tapaa merkitd akselien suuntaisia yksikkovektoreita
€z, €y, €z

Vektorin voi esittdd sen komponenttien ja yksikkovektoreiden avulla aiempia merkinta-
tapoja kiyttamalla

7=t +1yJ + 1.k =16y +ry€, + 7.6,

Vektorisuure voi riippua ajasta tai jostain muusta suureesta, jolloin se on funktio

~

F(t) = (r1(t), 72(t), 73(2)) = ro(t)i + 1, (t)] + r.(t)k



Vektorin pituutta merkitddn usein samalla kirjaimella kuin vektoria

M= fri+-+ri=r,

mutta sekaannusten vélttdmiseksi on syytéd suosia merkintda |r].

Erilaisia fysiikassa esiintyvid vektorisuureita ovat esimerkiksi: nopeus, kiihtyvyys, liike-

madrd, voima, pyorimisméadra, sihkokentti, magneettikentta ja dipolimomentti.

Fysiikassa esiintyy myd6s funktioita, jotka riippuvat useasta muuttujasta. Katso video
Kahden muuttujan funktio?. Fysikaalinen esimerkki tillaisesta funktiosta voi olla vaikka-

pa paikasta riippuva sihkokentté

E = E(z,y,2) = E(7).
Huomaa, ettd monen muuttujan funktion voi kisittda funktiona, jonka muuttujana on
vektori.

Koska nopeus on vektori, myds liikkemé&éra on silloin vektori

= mu.

Newtonin II:n lain voi kirjoittaa vektorien ja derivaattojen avulla eri muodoissa

7 . do  dp d*z
dt dt da?

Sahkovaraukset kohdistavat toisiinsa Coulombin voiman

F; _ Q1G2 T — T _ Q192 T12
¢ 47'('60 ’Fl — 7?2|3 47T€0 |7?12‘27

jossa 1 ja 7o ovat varausten paikkavektorit.

https:/ /www.youtube.com /watch?v=wyLMHhvkgBs


https://www.youtube.com/watch?v=wyLMHhvkgBs

Pisteméinen varaus luo sdhkokentéin

jossa 7" on paikkavektori tutkittavasta pisteestd varaukseen.

1.1 Komponentteihin jakaminen

Monessa fysiikan ongelmassa vektorin komponentit ovat tirkeitéd ja helpottavat tutkitta-
van ilmion dynamiikan tarkastelua. Montaa tilannetta voi tarkastella xy -koordinaatistossa

siten, ettd 6 on kiertokulma z-akseliin ndhden. Talloin vektorin 7 komponentit ovat
ry =|rlcos® ja r,=|r]siné.

1. Miké on sdhkékentdn voimakkuus ja suunta alla olevan kuvan merkityssa pisteessa?

3.0nC (1),

5,0cm
5,0cm

*+———

5,0cm

3,0nC @

2. Kirjoita heittoliikkeessé olevan kappaleen nopeuden z- ja y-komponentit ajan funk-
tiona, kun alkunopeus v ja heittokulma 6 tunnetaan. Voit olettaa ilmanvastuksen

pieneksi.

3. Kaksi 5,0 g:n pistevarausta 1,0 m pitkissd naruissa hylkivéit toisiaan, kun varausten
suuruudet on 100 nC, kuten alla olevassa kuvassa. Mikd on 07 Voit kiyttad pienilla

kulmilla hyvin toimivaa approksimaatiota tanf ~ sin 6.



100nC 100nC

4. Alla olevassa kuvassa on kolme toisiinsa sidottua koyttd. Yksi ystavasi vetda koytta
3,0 N:n voimalla ja toinen 5,0 N:n voimalla. Milld voimalla ja mihin suuntaan sinun

tulee vetdd koyttd, jotta solmu pysyisi paikallaan?

5,0N

120°

3,0N

5. Mikd on sdhkdkentin suunta ja voimakkuus merkityssi pisteessi?

1.2 Pistetulo

Jos tarvitset muistin virkistystd vektoreiden pistetulosta, voit katsoa videon Pistetulo?.

https://www.youtube.com /watch?v=QIkJC1wjRKM


https://www.youtube.com/watch?v=QIkJC1wjRKM

Vakiovoiman tekemd tyo on yleisesti
W=F.5=F-AF

kun voima ja liikkeen suunta eivit ole samansuuntaiset. Kun ne ovat samansuuntaiset,

pistetulo muuttuu kertolaskuksi ja saadaan tuttu W = F's, eli ty6 on matka kertaa voima.

1. Kuinka paljon voima F = (—3,0% + 6,0}')N tekee tyotd hiukkaseen, joka liikkuu
siirtyman
a) A7 =2,0i m b) A7 =2,0j m

2. Kahta koyttd kiytetddn pianon laskemiseksi toisesta kerroksesta maahan. Pianon

massa on 255 kg ja siirron korkeus on 5,00m. Kuinka paljon eri voimat tekevét

tyota?
1205 N\ ! .
1830 N7 T2
60° 45°
| \/ |
2500 N | £y

3. Hiihtdj4, jonka massa on 60kg ja nopeus on 2,0m/s, saapuu mékeen, jonka pituus
on 50m ja kaltevuuskulma 10°. Mikd on hiihtdjin nopeus méen alla, jos oletetaan,

ettd hiihtdja liukuu kitkatta miked alas?

Teho on yksinkertaisessa tapauksessa P = W/t, eli tehty ty6 jaettuna tyohon kiytetylla
ajalla. Toisin sanoen teho kertoo kuinka nopeasti tyota tehddidn aikayksikossd. Taméan
voi ilmaista derivaatan avulla P = dW/dt. Tyon mééritelmésti saadaan pienen matkan

dr yli tehty tyo

dW = F - d7,
jolloin tehoksi saadaan
F-df 5 dF = _ =
P(t) = p —F-E—F v=F U= Fvcosf

(o}
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Kuva 1: (Wikimedia, Acdx, CC BY-SA 3.0)

Eli voiman hiukkaseen kohdistama teho on voiman ja hiukkasen nopeuden pistetulo.

4. Tehtaassa siirretddn 300 kg konetta moottorin avulla. Mikd moottorin tehon on
oltava, jotta kone liikkuu 0,5m/s? Koneen ja lattian vilinen kitkakerroin on p =
0, 60.

5. 1500 kg auto, jonka etuprofiilin leveys on 1,6 m ja korkeus on 1,4m. Auton ilman-
vastuskerroin on 0,50 ja renkaiden ja tien vilinen vierimiskitkakerroin on 0,02. Mika
moottorin tehon on oltava, jotta auto voi ylldpitd4 nopeutta 30 m/s = 108 km/h.
Oleta, ettd auton moottorin tehosta 25% kuluu muuhun kuin renkaiden pyoritté-
miseen. Vierimiskitkalle voit kiyttaa f, = pwmg ja ilmanvastukselle ', = %C’pAvQ,
jossa C' on kappaleen muodosta tuleva kerroin, p on viliaineen tiheys, A on kappa-

leen poikkileikkauksen pinta-ala ja v on kappaleen vauhti.

1.3 Ristitulo
Katso videot Determinantit (Matikkamatskut)! ja Ristitulo (Matikkamatskut)?.

Fysikaalisissa tilanteissa ristitulon voi usein maarittdda laskematta kayttamalla oikean
kiden sddntod (kuva 1). Oikean kidden etusormi osoittaa ensimméisen vektorin suun-
taan, kohtisuoraan etusormen kanssa oleva keskisormi osoittaa toisen vektorin suuntaan
ja peukalo osoittaa ristitulon tuloksen suuntaan. Yhtéaldisesti oikean kdden sdinnén voi
madritelld siten, ettd peukalo ja etusormi osoittavat keskenddn kerrottavien vektoreiden

suunnat ja keskisormi osoittaa saadun vektorin suunnan.

‘https:/ /www.youtube.com /watch?v=gH-5¢Y13FRM
Shttps://www.youtube.com/watch?v=7UG1FmTVRVM
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1. Maérita yksikkovektoreiden viliset ristitulot

a)ixj byjxi ¢ ixk dkxi e kxj f)jxk

Pisteméinen liikkuva varattu hiukkanen luo magneettikentin

5 HoqUXT
B=FH
47 r?

2. Alla olevan kuvan elektroni liikkuu oikealle. Mihin suuntaan elektronin luoma mag-

neettikenttd osoittaa merkityssi pisteessa?

U
I 7
°

Magneettikentassa liikkuvaan hiukkaseen kohdistuva voima riippuu sen nopeudesta
F=qixB= (quB sin o, suunta oikean kéden siénnolld)

3. Pitkésséd johtimessa kulkee 10 A virta vasemmalta oikealle. 1,0 cm:n etdisyydelld
johtimen yldpuolella liikkuu elektroni oikealle nopeudella 1,0 x 10m/s. Miké on

magneettikentédn elektroniin kohdistaman voiman suunta ja suuruus?

Lorentzin voima kuvaa varattuun hiukkaseen kohdistuvaa voimaa sahko- ja magneetti-
kentassa.

F=q(E+7xB)
Kun nopeus on kohtisuorassa magneettikenttdd vasten ja sidhkokenttdd ei ole, hiukkanen
on ympyraradalla. Jos ristitulon kirjoittaa auki determinantin avulla, voi ndhda, miten
voima saa magneettikentdn suuntaista komponenttia, kun nopeus ei ole kohtisuorassa

magneettikentin kanssa. Télloin hiukkanen péddtyy ruuviviivaradalle.

Voima ei aina kohdistu kohtisuoraan voiman vartta kohden, joten yleisempi muoto vdan-

tomomentille on tarpeen. Vaintémomentissa

T=rx F=rFsing¢



r on etéisyys pisteestd, jonka suhteen kappale pydrii pisteeseen, johon voima vaikuttaa.

Huomaa, ettd kulma ¢ on voiman varren ja voimavektorin vélinen kulma.

Yy

4. Kéaytat 20 cm pitkda jakoavainta mutterin vadntadmiseen. Jakoavaimen varsi muo-
dostaa 30° kulman vaakatasoon nidhden ja kohdistat jakoavaimen paahdn 100N

voiman. Kuinka suuri vaantomomentti kohdistuu mutteriin?

Hiukkasen pyorimisméaéré jonkin pisteen suhteen saadaan ristitulolla
L=Fxp

5. Mihin suuntaan pyorimisméaéravektori osoittaa, kun hiukkanen on ympyriradalla

xy-tasossa?

Magneettinen dipolimomentti méairitelldin magneettikentén dipoliin aiheuttaman vaan-

tOmomentin avulla 7 = m x B.

2 Derivaatta

Yksi esimerkki derivaatan avulla esitettdvista suureesta on sihkovirta. Sdhkovirran voi
kisittaa sihkovarauksen virtausnopeutena, eli kuinka paljon varausta () liikkuu jonkin
pinnan ldpi. Derivaatan avulla sihkovirtd on siten sdhkévarauksen muutosnopeus ajan

suhteen
_d@
Cde

Sahkovirran yksikké ampeeri voidaan myos esittdd varauksen ja ajan avulla 1A = 1C/s.

I

Fysiikassa funktioilla on erilaisia nimié ja muuttuja on usein joku muu kuin x. Esimerkiksi



paikka ajan funktiona xz(t), paikkavektori ajan funktiona 7(¢) ja voima paikan funktiona

ﬁ(r) = F(xz,y, z). Derivaattojen kanssa on siten oltava joskus tarkkana. Esimerkiksi, jos

x on ajan funktio, jota derivoidaan ajan suhteen, niin

dz(t) , d
=x'(t) # —x=1.
a oW
1. Hooken lain mukaan jousen aiheuttama voima on F' = —kAx. Jos nyt valitaan

koordinaatisto siten, ettd jousen liike tapahtuu vain z-suunnassa, voidaan derivaa-

tan avulla kirjoittaa

d*z

F=—-kAr — —kAz =m—.
d#2

Keksitkd minké funktion toinen derivaatta on sama funktio, mutta miinusmerkki-
nen? Milld tavalla keksimédsi funktiota pitdd muokata, jotta toiselle derivaatalle
tulee vakiokerroin? Mitéd sellaista funktioon voi lisidtéd, joka ei ndy derivaatoissa?

Téaméi on ns. harmonisen vérdhtelijan liikeyht&lo. ©

2. Tutkitaan heilurin liikeyhtéloéd. Kirjoita Newtonin II lain mukaisesti heilurin pun-
nuksen kiihtyvyyden komponentit punnuksen radan tangentin ja radan normaalin

suuntaisesti (alla olevan kuvan Foy ja ﬁgr).

FGT

G

Tangentin suuntainen kiihtyvyys kuvaa punnuksen liikettd kaaren s suuntaisesti.

6Vihje: trigonometriset funktiot ja yhdistetyn funktion derivointisiinnét.

10



Nyt Newtonin II laista saadaan

d?s

E = —gsin@.

Tama liikeyhtdlo on monimutkaisempi kuin harmonisen virahtelijin. Heilurin tut-

kimisessa voidaan kuitenkin rajoittua pieniin virdhtelyihin (n. 8 < 10°), eli kiyttaa

pienille kulmille hyvaa approksimaatiota sin § ~ 6. Kun liséksi kulma 6 kirjoitetaan

kaaren pituuden ja ympyrén séteen suhteena 0 = s/L Télloin liikeyhtélosta tulee
d?s

g
95 _ 9= -9
a7 L’

Nyt voit huomata, ettd ylldoleva yhtiald nidyttdd samalta, kuin aiemman tehtivin

harmonisen virdhtelijin yhtalo ja siten sen ratkaisukin on samannékdinen!

3. Kiihtyvyytta voidaan mitata esimerkiksi alla olevan kuvan mukaisella jarjestelmélla.
Pallo liikkuu vapaasti parabolisella radalla y = 2?m. Pallon paikkaa voidaan mitata

vaakasuoralla asteikolla.

a) Maarita lauseke, jolla voit selvittda kiihtyvyyden, kun olet mitannut pallon

poikkeaman tasapainoasemasta.

b) Miké on kiihtyvyys, kun x = 20 cm?

y=x

HNN‘HN‘NH‘NH\

-0.5m 0.0m 0.5m

Sahkokentéin voi saada selville annetusta potentiaalista

dVv

By=——
ds

4. Sahkdinen potentiaali z-akselin suuntaisesti on V = 10022V, jossa x on metreini.

11



Mikd on FE,
a) kun z =1,0m b) kun x =2,0m

Faradayn laki kertoo, ettd suljettuun johdinsilmukkaan indusoituu jénnite £, kun silmu-
kan ldpi kulkeva magneettikentin vuo ® muuttuu. Téma indusoitunut jannite voidaan

kirjoittaa derivaatan avulla seuraavasti
dd
E=|—
dt

5. Tarkastellaan tilannetta, jossa johdinsilmukka on kohtisuorassa magneettikenttia
vasten ja silmukan pinta-ala muuttuu. Alla olevan kuvan mukaisesti magneettivuo
johdinsilmukan ldpi on ® = AB = zlB. Mikd on virtasilmukkaan indusoitunut

jannite, kun silmukassa on yksi liukuva sivu, joka liikkkuu oikealle nopeudella v?

Magneettivuo ® = AB = zlB
X X | X X =X

A
X X N
v
—
l X X
X X
4
X — X

Indusoitunut virta

2.1 Osittaisderivaatta
Katso video Osittaisderivaatat (Matikkamatskut)".

1. Mahdollinen tilanyhtilo kaasulle on

PV = RTGXP(-%),

Thttps://www.youtube.com/watch?v=wrE6EXiK8M

12


https://www.youtube.com/watch?v=wrE6jEXiK8M

3

jossa a ja R ovat vakioita. exp(...) on eksponenttifunktion e~ merkintétapa. Laske

(@), @),

Osittaisderivaatan alaindeksilld tarkoitetaan, ettd alaindeksissa olevaa suure pysyy
vakiona. Jalkimmaéisessd derivaatassa on syytd hyodyntéda tietyissi tilanteissa péte-

via relaatiota®

ox 1
— =
dy =

. Lampétila T°C xy-tasossa pisteessi (z,y) saadaan funktiosta

T(x,y) = z%e7V.

Mihin suuntaan lampoétila kasvaa nopeimmin pisteessi (2,1)? Mikd on ldmpotilan

muutoksen suuruus tdhdn suuntaan?

. Vaeltaja seisoo puron vierelld vuoren rinteelld ja tutkii karttaansa. Maan pinnan

korkeus h metreissi pisteessé (x,y) saadaan funktiosta

20000
hgﬂ):3+x%+wf

jossa x ja y ovat koordinaatit kartalla (kilometreind). Vaeltaja on pisteessi (3,2).
Miké on puron virtauksen suunta pisteessi (3,2)7 Kuinka nopeasti puro laskee

virtauksen suuntaan (kuinka monta m/km)?

Integraali

Kuten derivaatan kohdalla, my0s integraaleissa esiintyy monennimisid funktioita ja in-

tegrointimuuttujan kanssa on oltava tarkkana. Ensimmadisessd tehtdvassa on esimerkki,

jossa energia riippuu ldmpdkapasiteetista £ = F(c) ja limpokapasiteetti edelleen 14m-

potilasta ¢ = ¢(T). Kysymyksessé integroidaan energiaa lampdétilan yli, joten on oltava

huolellinen, ettei lampokapasiteettia ¢ tule pidettyd vakiona. Vastaaviin tilanteisiin tor-

8Tarkennus: kun kolme muuttujaa =, y ja z voidaan kuvata ehdolla F(x,y,z) = vakio, niin tulos
patee.

13



méd fysiikassa usein.

1. Useiden kiinteiden aineiden ominaislampdkapasiteetti c on ldhes vakio suurella lampotila-
alueella. Sen sijaan timantin ominaislampokapasiteettia 200 K-600 K limpdtiloilla
kuvaa hyvin funktio ¢(7') = 2,87 — 350J /kgK. Aineen termisen energian muutosta

ldmpotilan muuttuessa kuvaa yhtilo
AEt = MCAT,

jossa M on tutkittavan aineen massa ja 71" lampdotila kelvineind. Timantin tapauk-

sessa termisen energian muutos tiytyy laskea integroimalla

AFE = / dE = / Me(T)dT.

Kuinka paljon energiaa tarvitaan 3,5:n karaatin timantin lammittamiseen —50 °C:sta
250 °C:een? Jalokivitimanteilla 1 karaatti = 200 mg.

2. Ympariston kaasuun tekema tyo ideaalikaasuprosessissa voidaan laskea integroimal-

la paineen funktiota tilavuuden yli

Va
W =— / p(V)dV.
Wi
Ideaalikaasuprosessia kuvaa yhtilé p = cV'/2. Miki on kaasuun tehty tyd, kun

kaasun tilavuus muuttuu tilavuudesta Vi tilavuuteen V57
3. Katso video Varausjakauman sihkokentta”.

4. Ohuessa tangossa on tasaisesti levittynyt varaus (). Tangon pituus on L. Tanko
taivutetaan puoliympyrin muotoon. Mikd on sdhkokenttd puoliympyrian keskipis-
teessd? Toimitaan kuten videon esimerkeissi ja muodostetaan integraali miettimalla
aluksi varausten summaa. Tarkastellaan lyhyttd As:n pituista patkdd tangosta (ks.
alla oleva kuva). Jokaisen téllaisen patkdan varaus on Ag. Koska jokaista patkia vas-

taa samassa kulmassa oleva patkid x-akselin toisella puolella, y-akselin suuntaiset

Yhttps:/ /www.youtube.com /watch?v=jLBZ1tgcfM4

14


https://www.youtube.com/watch?v=jLBZ1tgcfM4

siahkokentdn komponentit kumoutuvat. Nyt saadaan kokonaissdhkokentaksi

E,=> (E)o=)» Eijcost; ja E,=0.

i

Kaikki varaukset ovat etdisyydelld R keskipisteestd. Talloin yhden patkdn muodos-

tama kentta on
Aq Aq

E = — .
dmegr?  AmegR?

Tangon varausjakauma on tasainen, joten As:n pituisen patkidn varaus Ag on
Ag = MNAs = QAS.
L
Siispéd kokonaiskentta keskipisteessa on

(Q/L)As
E = .
Z yr— cos 6,

Kirjoita nyt As kulman A# ja siteen R avulla ja muodosta summasta integraali

kulman @ yli. Laske sitten tangon muodostama kokonaissihkokentta keskipisteessa.

keskipiste
0;

keskipiste

X

E;

5. Katso video Liikkuvan varauksen synnyttimé magneettikentti!”

Lue valmennusmateriaalista'! osio viivaintegraali ja tee seuraava tehtavé.

Ohttps://www.youtube.com/watch?v=fmLvOIMN8VWo
Yhttps://www.jyu.fi/science/fi/fysiikka/opiskelu /suomen-fysiikan-olympiavalmennus /
valmennusmateriaalia/fmm.pdf

15


https://www.youtube.com/watch?v=fmLv9MN8VWo
https://www.jyu.fi/science/fi/fysiikka/opiskelu/suomen-fysiikan-olympiavalmennus/valmennusmateriaalia/fmm.pdf

6. Voimakenttii zy-tasossa kuvaa funktio F (z,y) = y%i + 2xyj. Laske viivaintegraali

fc F - d7, eli voiman tekemé tyd, pisteesti (0,0) pisteeseen (1,1), kun

a) C on suora y = x. Suoran parametrisaatio on 7(t) = ti + 7.

b) C on paraabeli y = z2. Paraabelin parametrisaatio on 7(t) = ti + ;.

¢) C on suora pisteestd (0,0) pisteeseen (0,1), josta edelleen suora pisteeseen
(1,1). N&mé suorat voi parametrisoida erikseen siten, ettd 7 () = ] ja 7 (t) =

ti + 7.
Viivaintegraalin erikoistapaukset ovat, kun pistetulo on 0 tai 1 koko polulla. Kun voima-
vektori ja polku ovat samansuuntaiset koko polun yli, saadaan tyoksi W = F's. Toisaalta
aina, kun polku on kohtisuorassa voimaa vasten, voima ei tee tyotd. Namé erikoistapauk-
set ovat erityisen hyodyllisid, kun tutkitaan sihko- ja magneettikenttid. Téstd aiheesta

lisdd Maxwellin yhtiloita kisittelevissd materiaalissa.
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Tehtavien vastaukset

Luku 1

1.1.1 Merkitdén ylempéaé varausta q¢;:114 ja alempaa varausta gs:lla. Molemmat varauk-
set ovat positiivisia, joten siahkokenttd pisteessid P osoittaa poispdin varauksista.
Kiinnitetdan koordinaatisto siten, ettd varaukset sijaitsevat y-akselilla ja origo on

pisteiden puolessavilissi.

¢1:n aiheuttama sihkokenttd on

o 1 |Q1|
E
' dreo 2

ja suunta on 45° x-akselista alavasemmalle. Akseleiden suuntaisten yksikkovekto-

reiden 7 ja j avulla

o 1 |C_I1|
E
' e 2 (c

(90><109Nm2/C2)(30><10 °C) 1.
(0,050m)2 + (0,050 m)? <7 N ﬁj>

(54OON/C)( Vol \}_>

Vastaavasti varauksen ¢y sihkokentiksi saadaan

05(45°)i — sin(45°)7)

E, = (5400N/C) (72 + % )

— — — 1 o)
= FEyox = E1 + Ey = 2(5400N/C) | —=1
kok 1+ By = 2( /C) ( 7 )
= (7,6 x 10°N/C)z
1.1.2 Kun ilmanvastus oletetaan pieneksi, heittoliikkeessé olevaan kappaleeseen vaikuttaa

ainoastaan painovoima suoraan alaspain. Talla voimalla ei ole x-suuntaista kompo-

nenttia. Siispad nopeuden x-komponentti ei muutu ja se saadaan trigonometrialla

vy = v Cos 0.
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1.1.3

Pystysuuntainen nopeus muuttuu ajassa kiihtyvyydelld —g. Alkunopeus saadaan
jalleen trigonometrialla

Uyo = vsinf

Tasaisesti muuttuvalle nopeudelle v = vy + at, joten heittoliikkeen y-suuntainen
komponentti on

Uy = Uyo +at = vsinf — gt.

~y

Varaus E

Kannattaa piirtdd varausten vapaakappalekuvat

Varaukset ovat tasapainossa ja lanka muodostaa kulman 6 pystysuunnasta. Varauk-

siin vaikuttaa sidhkoinen voima, painovoima ja langan jinnitysvoima.

Tasapainossa Newtonin ensimméinen lain mukaan kappaleeseen vaikuttava koko-

naisvoima on nolla, eli ﬁkok =T+ ﬁG + ﬁe =0. Komponenteittain

(Fkok)x =T, + (FG):c + (Fe)oc =0N (Fkok)y = Ty + (FG)y + (Fe)y =0N

—Tsin@—FON—i—K%:ON Tcos —mg+0ON=0N
2 2
Tsind =KL = g1

02 W T cos6 =mg

Jaetaan vasemmanpuoleinen yhtdlé oikeanpuoleisella, jolloin saadaan

2 9,0 x 10° Nm?/C?)(100 x 1072 C)?
n?tand = Kk— — 19 — 4,59 x 1074
s vtan 1L%mg . 4(1,0m)2(5,0 x 103 ke)(9,8N/kg)

Pienille kulmille tanf =~ sinf. Talld approksimaatiolla saadaan sinf = 0,0771,
joten 6 = 4.4°.

1.1.4 Kaisitellaan koydessd olevaa solmua staattisessa tasapainossa olevana hiukkasena.
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—

F

Kirjoitetaan vektorit £ ja F komponenttimuodossa. Nyt F} = 37 ja Fy = —5sin(30°)i+
5cos(30°)7. Tasapainossa voimien summan tiytyy olla 0, eli Fy+ Fy+Fy = 0. Voim-
me ratkaista tuntemattoman voiman ﬁg = —ﬁl — qu = —0, 51 — 4, 33}. Voiman 3
suuruus on Iy = 1/(—0,50)2 + (—4,33)2 = 4,4. Kulma 6 = tan~'(4,33/0,50) = 83°

negatiivisesta x-akselista alaspéin.

1.1.5 Lasketaan eri varausten aiheuttamat sihkokentét ja summataan ne yhteen. Merki-

tddn varauksia q; = 5,0nC, g = 10nC, qg3 = —5,0nC.

Varauksen ¢; aiheuttama kenttid on

= I q1- A
E, = —7=112500N/C
! 47r607“2Z /Ci

Varauksen ¢, aiheuttama kenttd on

— 1 g ~ A
= 27 = -56250N/C
2= ol /Cj

Varauksen g3 aiheuttaman kentdn suuruus on

1
B L el _ o 500N/C.

4meg 12

Ejs osoittaa kohti gg:a ja muodostaa kulman 6 = tan—'(4/2) = 63,43° x-akseliin

ndhden. Siispa

Es = —FE5cosfi + Essin 0] = (—10 0647 + 20 1245)N/C
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Néiden vektorien summa on
Eyxox = E1 + Ey 4 E5 = (1,0 x 10% 4 —3,6 x 10*))N/C
Sahkokentan voimakkuus on

Eyor = \/E2 4+ E? = 108619N/C = 1,1 x 10°N/C

ja vektorin muodostama kulma x-akselista on
¢ =tan" ' (|E,/E,|) = —19,4°.

121 &

W =F-AFf=(=3,0046,0)) - (2,00)Nm = (—6,0i -1+ 12 - 1)J = —6,0J

W =F AF=(=3,0046,0j)(2,0))Nm = (=6,0i-j +12j - )] = 12J

1.2.2 Lasketaan voimien tekemét tyot pistetulolla W = F-AF. Siirtymé on A7 = —5,00.

Painovoimalle
w = Fg - A7 = (Fg)(Ar) cos 0° = (255 kg)(9,81 m/s%)(5,00m)(1,00) = 1,25 x 10*J
Jannitysvoimalle 1

w="T  AF= (T1)(Ar) cos 150° = (1830 N)(5,00 m)(—0, 8660) = —7,92 x 10%J
Jannitysvoimalle 2

w =Ty - AF = (Ty)(Ar) cos 135° = (1295 N)(5,00m)(—0,7071) = —4,58 x 10° J
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1.2.3 Tarkastellaan hiihtdjaé pisteméisend kappaleena. Piirretdén tilanteesta kuva

Kineettisen energian muutos AK on yhtdsuuri kuin painovoiman hiihtdjéin te-
kemd tyo. Lasketaan tyo pistetulon avulla ja ratkaistaan kineettisten energioiden

erotuksesta v;.

Tyoksi saadaan
W = Fg - AF = mg(Ar) cos a = (70kg) (9,8 m/s%)(50 m) cos 80° = 5960 J

Ratkaistaan nopeus kineettisen energian muutoksesta

AK = 1mvl 1 vg =
/ 2w
= vy =\/V3+ \/QOm/ (ig—?{ogb
=13m/s

1.2.4 Moottori kohdistaa kaapelin vélitykselld koneeseen jannitysvoiman T. Tami voima
tekee koneeseen tyota teholla P = T'v. Kone on tasapainossa, koska se liikkuu tasai-
sella nopeudella, joten kaapelin jinnitysvoima on yhtasuuri kuin kitkan aiheuttama
voima

T =F,=pumg

Moottorin tehoksi saadaan

P =Tv = pumgv =832W
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1.2.5 Tasaisella nopeudella liikkuvaan autoon kohdistuva kokonaisvoima on nolla. Lii-

1.3.1

1.3.2

1.3.3

kettd vastustavat renkaiden vierimiskitka ja ilmanvastus. Autoa eteenpéin tyontéiva

voima F on yhtésuuri kuin vastusvoimien summa
F=f,+D,
jossa D on ilmanvastus. Annetuilla tiedoilla
F = umg + %C’pAUQ = 294N + 605N = 899 N,

jossa A on auton poikkileikkauksen ala ja p = 1,2kg/m? ilman tiheys. Teho, joka

tarvitaan auton nopeuden pitdmiseksi 30 m/s, on
P = Fv=(899N)(30m/s) = 27000 W = 36 hp.

Auton vetédvien renkaiden tédytyy siis tuottaa tdmé teho vastusvoimia vastaan.
Moottorin tuottaman tehon taytyy olla suurempi, koska osa moottorin tehosta ku-
luu auton toimintaan ja osa menee hukkaan. Jos 25% tehosta menetetdén, niin

autoa liikuttavasta tehosta saadaan moottorin tuottama teho

P
P:0775Pmoottori - Pmoottorizo 75_31900W 48 hp
) ixi—h b)ixie—k o) ixko
dkxi=j) e)kxj=—i f)jxk= 5

Huomaa, ettd varauksen merkki muuttaa ristitulosta saatavan vektorin suunnan.

Magneettikenttd osoittaa siten sivusta ulospéin.

Varaus on negatiivinen, joten voiman suunta on péinvastainen vektoriin ¢ x B
ndhden. Oikean kiiden sddnnosta saadaan, ettd v x B osoittaa alaspiin, joten voiman

F suunta on ylés. Voiman suuruus on F' = |qlvB ja magneettikenttd on pitkin

suoran johtimen kenttd

Mol
B = =2,0x 10" T
27rd %
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joten voiman suuruus on
F=cvB=(1,60x10""*C)(1,0 x 10"m/s)(2,0 x 107*T) =32 x 107N

ja suunta ylos, kuten todettiin.

1.3.4 Piirretdan havainnollistava kuva.

Lasketaan vadntomomentti ristitulon trigonometrisella maéritelmalld, huomaa ¢:n
merkki
T=7Fx F=rFsin¢g = (0,20m)(—86,6N) = —17Nm

1.3.5 Jos hiukkanen liikkuu vastapaivdan, pyorimismaaravektori osoittaa positiivisen z-
akselin suuntaan. Jos litke on myotapdivdan, vektorin suunta on negatiivisen z-

akselin suuntaan.

Luku 2

2.1 Sinin tai kosinin toinen derivaatta kdy. Jos trigonometrisen funktion sisélla funk-
tion argumentilla on kerroin, toisessa derivaatassa se tulee neliéitynéd funktion ker-
toimeksi. Funktion vakiokerroin siilyy derivaatoissa. Derivaatoissa ei nay, jos funk-
tioon on lisdatty vakiokerroin, tai jos funktion argumenttiin on lisitty vakiokerroin.
Esimerkiksi sinin derivaatta, kun sinilld on vakiokerroin A, x:114 on vakiokerroin w,
funktion argumenttiin on lisdtty vakio ¢ ja funktioon on lisitty vakio B.

d2
— Asin(wz + phi) + B
o2 ( phi)

d
—EAW cos(wz + o)

= — Aw? sin(wx + @)
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2.2 'Trigonometrialla saadaan painovoiman komponenteiksi

Fgy =sin(0)G = sin(0)mg  ja Fg, = cos(0)G = cos(0)mg

2.3 Tavoitteena on siis saada yhtdlo pallon kiihtyvyyden vaakasuoran komponentin ja
sen siirtyméan x yhteydelle. Taméa saadaan selville, koska palloon vaikuttava paino-
voima tunnetaan. Kiihtyvyyden vaakasuora komponentti saadaan kirjoitettua tu-
kivoiman ja pystysuoran akselin vilisen kulman avulla. Tdmé kulma taas saadaan

kirjoitettua poikkeaman x avulla. Piirretdan pallon vapaakappalekuva

Y

St

Y=

Fq

Nyt koordinaatisto kannattaa valita vaakatasoon, koska vaikka pallo on rampilla,

se on kiihtyvéssa liikkeessd vaakatasossa. Newtonin Il:sta saadaan
ZFx:nsinH—max:ON ZFy:ncosﬁ—FG:may:()N

Sijoittamalla jalkimmaisestd ratkaistu tukivoima n ensimmaéiseen yhtaloon saadaan

< sinf = mgtanf —> a, = gtané.

ma, =
T cosd

Radan hetkellinen kulmakerroin on sama, kuin tan #. Koska ramppia kuvaa yhtalo
= 22, niin

d
% =tanf =2r = a, = (22)g

b) Kiihtyvyys, kun z = 0,20m on

az; = 2(0,20)(9,8m/s?) = 3,9m/s?
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2.4 Lasketaan ensin sdhkokenttd yleiselld etiisyydelld x kiiyttdmélla annettua yhtaloa

d d
v = ——1002%2 V = =200z V

E,=——
dx dx

a) E,(1,0m) = —200V

b) E,(2,0m) = —400 V

2.5 Magneettikenttd pysyy vakiona, eli vuon muutokseen vaikuttaa vain silmukan pinta-
alan muutos. Silmukan pinta-ala on A = zl, jossa [ pysyy vakiona. Liukuva sivu

liikkuu nopeudella v, joten pinta-alan muutos ajan suhteen on

4 _ ixl:liaz::lv

dt  dt dt

Nyt siis vuon derivaatta on

dd d dA

joten indusoitunut jannite on
do
E=|—|=|vBIl
| = o

2.1.1 Nyt P(V) = RTV ! exp(—+%=). Derivoidaan selkeyden vuoksi osaméérin termit

" VRT
erikseen
9
V=1
av"
O ep(c ) = =2 (- =)
av PV R T RV PN U RT

Jalkimmaisessd kiytetddn yhdistetyn funktion derivointisddntod. Nyt osaméirin
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derivointisdannosta saadaan

OP\ o (Vs exp(—vir) — exp(— i)
v ), V?

« « 1
= RT exp(=377) <RTV3 N W)

B (- a ) o RT
PR \vE T e

joka voidaan toisaalta kirjoittaa paineen avulla

o ( o ) Q RT V P Q RT
(@ (e BT\ _V ,(fa AT
PEVveRT \ve T ve ) TR \vE T 2
 P(a—VRT)
N V2RT

Kaytetdan toisen derivaatan laskemisessa hytdyksi relaatiota

or 1
— =
op  2&

Paine limpétilan funktiona on P(T) = £T exp(— . Kéyttamalla tulon derivoi-

_C!)

oP R Q@ Q «
(8_T)V TV <eXp<_VRT) R eXp(_VRT)>
1 «a

_1p p
T T VR

1 «
_P(?VRW)

P(a+ VRT)
VRT?

Siispa kysytty derivaatta on edellisen kdanteisluku

op) =

or VRT?
v Pla+VRT)
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2.1.2 Lampdotilan nopeimman muutoksen suuruus ja suunta saadaan gradienttivektorista

) .0 .
VT(z,y) = %T(:r, y)i+ a—yT(fv, Yy)J

A 0 A
= 2% Vi + —a2%e Y]

ox oy

= 2ze Vi + —a2e 7).
Gradienttivektori pisteessd (2,1) on
VT(2,1) =2(2)e Vi + —(2)%7 'y = de7 Vi — 4e7 1],

eli tdhdn suuntaan lampotila kasvaa nopeimmin. Muutoksen suuruus on gradient-

tivektorin pituus

IVT(2,1)] = |4e~ Y — 4e71]|
= /(de1)? + (—4e1)?
= V16e2 + 16e2
= V32e2
=/32¢7!
= 4y/2¢71

2.1.3 Puro virtaa sithen suuntaan, mihin maa viettaé eniten. Funktion arvot kasvavat no-
peimmin gradienttivektorin suuntaan. Toisaalta funktion arvot pienenevit nopeim-
min juuri gradienttivektorin vastaiseen suuntaan. Siispd puron virtauksen suunta
pisteessé (3,2) on —Vh(3,2). Lasketaan

22 - 20000 - 4gy - 20000 -
2 —_—

($2 + 2y2 + 3)2 (l’Q + 2y2 T 3)2]

40000z - 80000y -

B (22 + 22 _,_3)2“‘ (22 + 22 +3)23'

—Vh(z,y) = —(= )
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Siispé pisteessi (3,2) virtauksen suunta on

40000-3 - 80000-2 -
B2 2537 3224372
120000 160000

100 ' 100 Y
= 300: + 4007

= 100(37 + 4))

—Vh(3,2) =

ja virtaus laskee

| — VA(3,2)| = v/3002 + 400% = /90000 + 160000 = v/250000 = 500

metrid/kilometri eli puoli metrié jokaista vaakasuoraa metria kohti.

Luku 3

3.1 Muutetaan lampotilat kelvineiksi: —50°C = 223 K ja 250 °C = 523 K. Muutetaan
massa kilogrammoiksi 3,5 ka = 700mg = 7 x 10~*kg Lasketaan sitten miiriitty
integraali alkulampotilasta loppuldmpdtilaan (selkeyttdmiseksi merkitdén yksikot
vasta lopuksi)

523 523
Mc(T)dT = M 2,8T — 350dT

223 223
523

1
=M 2,8-§T2—350T

223
523

= M| (1,4T* — 350T)
223
= M((1,4-523% — 350 - 523) — (1,4 - 223? — 350 - 223))

= 208320M
= 208320 -7 x 107*
= 145,824 ] ~ 146 ]
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3.2 Sijoitetaan integraaliin annettu paineen funktio ja lasketaan integraali

V2 V2
W= —/ p(V)dV = —/ Vv

V1 Vl
Vo

3.3 —

3.4 Kaaren pituus kaarta vastaavan kulman (radiaaneina) ja séteen avulla on s = 6R.

Siispd As = AR. Sijoitetaan timé summaan
(Q/L)R

E = e A

Zi: IncoR? cos 0; A8

Summasta saadaan integraali, kun kulman muutos vieddédn infinitesimaalisen pie-

neksi

_[(@Q/L)R
E—/ Inco 2 cos 0d6.

Integraalin rajat muodostuvat puoliympyran kattavista kulmista. Sihkdkentén suun-

ta voidaan perustella tilanteen symmetrian avulla. Nyt tehtdvianannon kuvan mu-
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kaisesti kulma 6 on valilla [—m /2, /2], eli integraali on

w/2
E= / (Q/1) cos 6dé

—nj2 Ame0R

w/2
= —(Q/L) / cos 0d6
477-‘50 —7/2
w/2
sin 6

—/2

(Q/L)

 4weoR

(Q/L) . -
= m(sm(ﬂﬂ) — sin(—7/2))
2Q

- dregRL

3.5 —

3.6 Tehtdvinannon mukaiset polut ovat

(a) Suoran parametrisaatio on ¥ = ti+t;, 0 < t < 1. Toisaalta suoralla y = x, joten

F =14+ 2t25. Siispd d7 = dti + dtj ja integraalissa oleva pistetulo on

~

Fdr = (% +2t%)) - (i + j)dt = 3¢3dt.

Siispé integraalista tulee

1
1
/F-dF:/?)tzdt: 3 =1.
C 0

0

(b) Paraabelin voi parametrisoida 7 = ti 4+ t2j, 0 < ¢t < 1, joten dF = dti + 2tdt;.
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Paraabelilli y = z2, joten F = 41 + 2t3]. Siispi pistetulo on

F-dr = (t% + 2t%)) - (1 + 2t7)dt = 5t*d¢.

Integraalista saadaan

(¢) Kolmas polku koostuu kahdesta osasta, jotka voi parametrisoida erikseen. En-
simmaiselld osalla x = 0 ja 0 < y < 1. Toisella osalla y = 1 ja 0 < x < 1. Siispa
Fl=1tj,0<t<ljam=ti+7],0<t<1. Nytdr =dtjjadr,=dti

Vastaavasti ensimmiiselld osalla Fy = t2i ja toisella osalla F=i+ 2t7. Pistetulot

ovat

Fy-diy = (t%) - (j)dt =0
Fy - dity = (1 + 2t7) - (dt2) = dt

Integraali saadaan polkujen integraalien summasta

1 1
/F-dF:/Fl-dfl—i-/Fg-ng:/Odt—i—/dt:l.
C C1 Co 0 0
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