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Tasta materiaalista

Tamé materiaali liittyy siddeoptiikkaan ja geometriseen optiikkaan. Materiaali sopii hy-
vin lisdmateriaaliksi kurssille 6/moduuliin 7 (sdéhkomagnetismi). Tassd materiaalissa tu-
tustutaan ohuisiin linsseihin, kaareviin peileihin ja optisiin laitteisiin (kaukoputkiin ja
mikroskooppeihin). Jokainen tdméan materiaalin luku alkaa aiheeseen liittyvilld suomen-
kieliselld videolla, jonka kesto on noin 10 minuuttia. Videon katsomisen jilkeen aiheesta
on muutama tehtdva. Tehtdvien vaikeustasot vaihtelevat ja osa tehtavistd on kasitteelli-
sid ja osa laskutehtdavida. Yhden luvun késittelyyn voi siis menné noin puolesta tunnista

tuntiin riippuen siitd, miten hyvin optiikka on peruskoulusta muistissa.

Luvussa 1 on lyhyt motivointi optiikan opiskeluun. Luvussa 2 palautetaan mieliin, miten
linssit ja peilit muodostavat kuvia. Luvussa 3 tutkitaan, miten ohuiden linssien teoria
johdetaan. Luvussa 4 perehdytddn suurentaviin optisiin laitteisiin, eli tissd tapauksessa
kaukoputkiin ja mikroskooppeihin. Luvussa 4 on mukana myos hieman haastavampi geo-
metrinen tehtavi. Luvussa 5 on syventdvid materiaalia. Yksi video kameran toiminnasta,

vksi video sateenkaarten syntymisestd ja haastavampia tehtavia.

Témé materiaali on lisensoitu Nimed-JaaSamoin 4.0 Kansainvélinen (CC BY-SA 4.0) -lisenssilla.
lasse.m.manninen@gmail.com


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/legalcode.fi
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Kuva 1: Lihde: wikipedia, Tamasflex.

1 Yleista optiikasta

Miti hyotyi optiikasta on? Voit 16ytid optiikkaa ympériltisi helposti. Alypuhelimesi ka-
merasta, auton ajovalot, laserosoittimet ja kaupan kassan viivakoodinlukijat ovat esi-
merkkejd optisista systeemeistd. Kerddmémme tieto mikroskooppisesta maailmasta ja
avaruudesta tulee optisten laitteiden kautta. Silm& on yksi hienoimpia optisia jarjestel-
mid, mitd on olemassa. Modernia optiikkaa kutsutaan fotoniikaksi ja se perustuu kaikkiin
kolmeen valon malliin, mutta sddeoptiikka on yleensid se perusta, jolla optiset laitteet

suunnitellaan.

Alla olevassa kuvassa on esitetty cassegrain-tyyppinen kaukoputki. Téssd kaukoputkes-
sa on paraboloidin muotoinen peili, jolla kerdtadn valonsateet. Miksi juuri paraboloidin

muotoinen peili on hyvéa tdhadn tarkoitukseen?

Miten kuva muodostuu silmédan? Silméssd on linssi, jonka avulla kuva muodostuu verk-
kokalvolle. Téhéan liittyy seka se, miten linssi taittaa valoa, ettd se miten valo kiyttaytyy

optisesti erilaisten aineiden rajapinnoissa.



2 Kuvan muodostuminen

Palauta mieleen, mitd muistat linsseistd ja kuvien muodostumisesta. Katso sitten Opi
fysiikkaa -kanavan video Linssien ja peilien geometrista optiikkaa'. Katso myds muistin
virkistamiseksi video Heijastuminen?, jossa kisitelliin sitd, miten tasopeilit muodostavat

kuvan.

Tee muistiinpanot, joissa esitit kuinka linssit ja peilit muodostavat kuvia ja miki on

valekuvan ja todellisen kuvan ero.
Vastaa tehtdviin:

1. Linssi tuottaa terdvin, ylosalaisin olevan kuvan varjostimelle. Mitd néet varjosti-

mella, kun linssi poistetaan?

a) Kuva on ylosalaisin ja epétarkka. b) Kuva on oikeinpéin ja teréva.

¢) Kuva on oikeinpiin ja epétarkka. d) Kuva on paljon himme&mpi, mutta

el muutu muuten.

e) Kuvaa ei muodostu lainkaan.

Varjostin

/V

Kuva

Esine

2. Mité tapahtuu ylldolevassa tilanteessa kuvalle, kun linssin ylapuoli peitetdan?

3. Kappale, jonka korkeus on 2cm on 40 cm:n etdisyydelld kokoavasta linssistéd, jonka

polttovili on 20 cm.

Thttps: //www.youtube.com /watch?v=kA3ApQYGTqw
https://www.youtube.com /watch?v=gawPCXrkhK0


https://www.youtube.com/watch?v=kA3ApQYGTqw
https://www.youtube.com/watch?v=gawPCXrkhK0

a) Kéyté siteiden jiljitysta selvittddksesi kuvan sijainnin ja koon. Yrité tehda té-
ma tarkasti kiyttdméalla viivainta ja mittaamalla kuvastasi etdisyydet. Vihje:

Mieti aluksi, milld mittakaavalla piirrit kuvan.

b) Laske muodostuvan kuvan paikka ja koko. Vertaa tulostasi a-kohdassa méarittdmadsi.
4. Katsot peilin heijastamaa kuvaa kynédstd, kuten alla olevassa kuvassa.

a) Mitd tapahtuu kuvalle, jos peilin ylapuoli peitetdén peilin puoliviliin saakka?

Perustele.

b) Mitd kuvalle tapahtuu, jos peilin alapuoli peitetdén? Perustele.

puolivili

).

2.1 Kaarevat peilit

Mink& muotoinen kaarevan peilin tulee olla, jotta séiteet oikeasti kulkevat polttopisteen
kautta?

1. Kovera peili, jonka polttovili on f, muodostaa kuvan Kuusta. Mihin kuva muodos-

tuu?
a) Peilin pinnalle
b) Lihelle etiisyyttd f peilin taakse
c¢) Lihelle etiisyyttd f peilin eteen
d) Peilin taakse yhta suurelle etdisyydelle kuin mitd Kuu on peilista
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2. Katsot suurentavaan kasvopeiliin ja néet oikeinpéin olevan suurennetun kuvan kas-
voistasi. Mihin kuva muodostuu? Onko kuva peilin edessi, peilin pinnalla vai peilin

takana? Perustele.

3. Kun katsot kuvaasi lusikan koverasta puolesta, se on ylosalaisin. Miksi?

3 Ohuet linssit ja rajapinnat

Palauta mieleesi, mita tieddt valon taittumisesta. Katso sitten Opi fysiikkaa -kanavan
video Ohuiden linssien teoriaa®. Tee videolta muistiinpanot, joissa esittelet linssien ku-
vausyhtélon, linssintekijin yhtalon ja merkitset mitd yhtiloissd esiintyvit symbolit tar-

koittavat.
Tee seuraavat tehtivat:

1. Mik4 tai mitki seuraavista toimista liikuttaa todellisen kuvan pistettd P’ kauemmas

reunasta? Useampi vaihtoehto voi olla oikein.

a) Kaarevuussiteen R suurentaminen.

b) Taitekertoimen n suurentaminen.

¢) Kappaleen etiisyyden s suurentaminen.
d) Kaarevuussiteen R pienentdminen.

e) Taitekertoimen n pienentdminen.

f) Kappaleen etiisyyden s pienentdminen.

Shttps://www.youtube.com/watch?v—=Xo8bohzWjzU


https://www.youtube.com/watch?v=Xo8bohzWjzU

Ilma 7

2. Linssi muodostaa todellisen kuvan hehkulampusta, mutta varjostimelle muodostuva
kuva on sumea, koska varjostin on hieman kuvan muodostumistason edessi. Kum-
paan suuntaan linssid pitdd siirtdé, jotta kuva tarkentuu? Lihemmaés lamppua vai

kauemmas lampusta. (Piirrd kuva tilanteesta.)

3. Suoraseindisessi akvaariossa oleva kala katsoo akvaarion ulkopuolella vaanivaa nél-
kiista kissaa. Nakeeko kala kissan todellista ldhempénéd, kauempana vai todellisen

etiisyyden padssa? Perustele.

4 Suurentavat optiset laitteet

Katso video Suurentavat optiset laitteet?. Mikdi on kulmasuurennoksen ja viivasuuren-
noksen ero? Miksi mikroskoopilla saadaan suurempi suurennos kuin tavallisella suuren-

nuslasilla? Miksi pitkd kaukoputki mahdollistaa suuremman suurennoksen kuin lyhyt?
1. Ota selvid, mitd eroa on Newtonilaisella kaukoputkella ja Cassegrain kaukoputkella.

2. Mikroskoopin putken pituus on 20 cm. Mika tulee olla objektiivin polttovili, jotta

suurennos on 500x, kun okulaarin polttovili on 5,0 cm?

4.1 Pallopeilitehtavi

Kaarevat peilit tehddan usein pallopinnan muotoisiksi, koska niiden tekeminen on yk-
sinkertaisempaa kuin monimutkaisempien muotojen. Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin

pallopeilid ja sitd, mihin kovera pallopeili tarkkaan ottaen heijastaa valonsiteet.

“https:/ /www.youtube.com/watch?v=rlGItrR00a8


https://www.youtube.com/watch?v=rlGItrR00a8

Seuraava tehtivi on hieman haastava, mutta se on paloiteltu osiin, joiden avulla ratkai-

suun padsee kasiksi.

1. Pallopeili on asennettu kaukoputkeen. Sen halkaisija on D = 5,0 cm ja kaarevuus-
side on R = 2m. Peilin padpolttopisteessd on siteilynvastaanotin, joka on pyoreid
kiekko. Kiekko asetetaan kohtisuoraan peilin optisen akselin kanssa. Miké tulee olla
kiekon sdteen r, jotta siihen saadaan kerdttyd kaiken peilin heijastaman séteilyn?
Jos haluat lisihaasteen, voit yrittda suorittaa laskun ilman laskinta. Téssa tapauk-
sessa voit kiyttdd pienilld luvuilla toimivaa approksimaatiota /1 —x ~ 1 — x/2.

Diffraktiota ei tarvitse huomioida.

Miten ldhdetddn purkamaan tehtdvad? Pitda siis tutkia valonsiddettd, jonka tulo-
kulma ja siten heijastumiskulma on mahdollisimman suuri. Kun piirrimme tadmén
valonséiteen ja sen heijastuksen, voimme kiyttda tuttua geometriaa ja trigonomet-
riaa vastataksemme kysymykseen. Voit yrittaa ratkaista tehtdvaa jo nyt, mutta alla
on tukikysymyksié ja vinkkeja, joilla padset varmasti alkuun. Tama tehtava on ollut

vuoden 1970 kansainvilisten fysiikkaolympialaisten (IPhO) neljds tehtéavi.

a) Mitd lahempéné optista padakselia valonsidde tulee peiliin, sitd lAhemmaés se
heijastuu polttopistettd F'. Nyt halutaan tutkia sitd kiekkoa, joka kerdd kaikki
siateet. Mihin kohtaan peilid se valonsdde osuu, jota nyt halutaan tutkia?

Piirra se.

b) Miten voit piirtdd kuvaan heijastuvan valonséiteen tulokulman a? Ts. miten

saat piirrettyd normaalin siihen pisteeseen, johon valonside osuu?



c¢) Piirrd nyt arvio heijastumiskulmasta ja valonsiteen jatkeesta. Nyt kannattaa
ehké piirtdd havainnekuva, jossa korostat tutkittavia etiisyyksié, jotta saat
piirrettya selkedmmén kuvan. Merkitdin myohempid vaiheita varten valonsé-

teen ja padakselin leikkauspistettd B:llA.

d) Nyt voit osoittaa, ettd piste B on polttopisteen ja peilin vélissd. (Tamén voi

myés jattdd myohemmaiksi, mutta perustelu on hyvéi harjoitus.)

e) Lopulta tarkoituksena on saada r kirjoitettua D:n ja R:n avulla. Aluksi on
kuitenkin helpompaa kirjoittaa r trigonometristen funktioiden ja kulman «
avulla. Piirrd apukolmio BFC, jossa C on heijastuneen valonsiteen ja poltto-

pisteen kautta kulkevan pystysuoran leikkauspiste. Kolmiossasi siis CF=r.

f) Kirjoita r kulman « avulla. (Vihje: samankohtaiset kulmat. Voit kirjoittaa

sivun BF janojen BO ja OF erotuksena.)

g) Kirjoita trigonometrisia relaatioita kiyttadméalla kulman « sini ja kosini kiyt-
tamalla D:td ja R:44. Nyt voit laskea etdisyyden r. (Vihje: kaksinkertaisten

kulmien trigonometriset relaatiot)

Kun pallopeilin kaarevuussidde on riittdvian suuri, se approksimoi paraabelin pohjaa riit-
tdvin hyvin sovelluksissa. Jos optiselta laitteelta kaivataan suurta tarkkuutta, peilista
tehdiin paraboloidin muotoinen. Erés paraabelin ominaisuus on, ettd paraabelin pinnas-
ta heijastuneet optisen akselin suuntaiset valonséteet kulkevat paraabelin polttopisteen
kautta.

5 Syventiviid materiaalia

5.1 Kameran optiikkaa
Katso video Kameran optiikasta®.
Vastaa kysymyksiin:

1. Linssin polttovéli on 35 mm ja aukon halkaisija on 7,0 mm. Mik4 on linssin f-luku?

Phttps://www.youtube.com/watch?v=9brPY1RRd90


https://www.youtube.com/watch?v=9brPY1RRd90

2. Kamera ottaa oikein valottuneen kuvan asetuksilla f/5,6 ja 1/125s. Mitd sulkimen

nopeutta tulee kdyttds, jos linssi vaihdetaan f/4,0:ksi?

5.2 Sateenkaari (syvillisesti)

Katso video Sateenkaaren geometrista optiikkaa®. Videon seuraamista helpottaa, jos tie-

tdd, miten funktion derivaattaa kiytetdan sen diriarvojen ratkaisemisessa.

5.3 Haastavia tehtavia

1. Tehtdvinisi on rakentaa mikroskooppi kahdesta linssistd. Toisen linssin polttovili
on 2,0cm ja toisen 1,0 cm. Padtat kiyttad optisesti tehokkaampaa linssid objektii-

vina ja haluat, etti okulaari on 16,0 cmm etiiisyydelld objektiivista.”

a) Kuinka kaukana néytteen tulee olla objektiivista, kun mikroskooppia kéyte-

taan rennolla silmallg?

b) Miké on mikroskooppisi suurennos?

2. Osoita, ettd paraabelin y = az?, a > 0, symmetria-akselin suuntaisesti kulkevat va-
lonséteet heijastuvat polttopisteeseen. Oleta, ettd valonsiteiden heijastumiskulma

pinnan normaaliin on sama kuin tulokulma.®

Shttps://www.youtube.com/watch?v=MwU-PlhBKgl
"Vihje: Etsi méiiritelmi "optical power"
8Vihje: Jos polttopisteen selvittiminen tuntuu haastavalta, voit kilyttii tunnettua polttopistetts

(0,1/(4a)).


https://www.youtube.com/watch?v=MwU-PlhBKgI

6 Tehtavien vastaukset

2.1 e¢) Kuvaa ei muodostu lainkaan. Voit kokeilla pitdé jotakin esinettd seindn edessé.

Seinille ei muodostu kuvaa.

2.2 Kuva muodostuu varjostimelle kokonaan, mutta on himmeampi, koska linssin lapi
kulkee vihemmaén valoa. Téatd auttaa hahmottamaan, jos piirrat esineesti lahtevét
valonséiteet seké linssin ylipuolen ettd alapuolen kautta. Muista, ettd kappaleesta

lihtee valonsateitd joka suuntaan.

2.3 a) Piirretdén kuva

\4

FTie

Kuvan perusteella kuva néyttdisi syntyvdn 40 cm:n etdisyydelle linssista ja yhta

suurena kuin esine.

b) Kéytetaén linssien kuvausyhtilod. Nyt koska esineen etdisyys s kokoavasta lins-

sistd on suurempi kuin linssin polttovili, syntyy todellinen kuva. Siispa

+ ! — ¢ L_1y™
= s=-—= :
s s f s f

Annetuilla tiedoilla saamme

1 1\
/
= — — 4
° (400111 20Cm) Ocm

Kuvan koon voi laskea viivasuurennoksesta

s’ —40 cm
m = —— = — —=
S 40 cm
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2.4

2.11

2.12

2.13

3.1

eli kuva on samankokoinen kuin esine. Tulos on jirkevé, koska esine on tdsmalleen
kahden polttovilin etéisyydelld linssistd. Tulos myos tdsmad piirtdmamme kuvan

kanssa.

Valo siroaa jokaisesta kynan pisteesti jokaiseen suuntaan avaruudessa. Jos valo, joka
heijastuu kynésté, heijastuu peilin kautta silméaési, ndet kynédn kuvan. Alla olevasta
kuvasta néet, ettd kynéstd silméin tuleva valo kulkee peilin alemman puoliskon
kautta. (a) Jos peilin yldpuoli peitetdén, kynéstd tuleva valo voi heijastua peilin

kautta silméasi ja ndet kuvan. (b) Jos peilin alapuoli peitetdén, et voi niahdé kuvaa.

)7

Kovera peili muodostaa todellisen kuvan peilin eteen. Koska kuun etaisyys on s ~

00, kuvan etiisyys on s’ ~ f.

Suurentava peili, joka muodostaa kuvan oikeinpéin, on kovera peili, jolla on suuri
polttovali. Jotta kuva muodostuisi oikeinpéin, tulee olla s < f. Talloin muodostuu

valekuva, joka on peilin takana.

Lusikka toimii koverana peilind, jolla on lyhyt polttovili. Talloin kun siitd ihailee
omaa kuvaansa, on esineend toimivat kasvot polttovilid kauempana s > f, jolloin
peili muodostaa ylosalaisin olevan todellisen kuvan. Jos katsot kuvaasi lusikasta

hyvin l1dheltd, se kddntyy oikeinpéin.
a), e) tai f). Voit ratkaista yhtalosta

ni no Nng — 1My

s s’ R
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kuvan etdisyyden s’ ja tutkia, miten eri suureiden muuttaminen muuttaa s":n suu-

ruutta.

3.2 Mietitdén linssin kuvausyhtaloa

1 1 1

s s f
Kéytossimme on vain yksi linssi, joten f pysyy vakiona, siispd yhtédlon vasemman
puolen summa on vakio. Siispd kun linssid siirretddn kohti lamppua, s pienenee,
joten s’:n taytyy vastaavasti kasvaa. Kun taas linssid siirretdan poispéin lampusta,
s kasvaa, jolloin s’ pienenee, ja kuva saadaan muodostumaan varjostimelle.

3.3 Tutkitaan taas yhtaloa
ny  Ng N2 —TNg

s s R

Akvaarion seindt ovat suorat, joten R — oo ja saamme

n n n

2ol =2

s s’ ny
Kun valo tulee ilmasta veteen (oletetaan, ettd akvaarion lasiseiné on niin ohut, ettei
sitd tarvitse huomioida), séteet taittuvat pinnan normaalia kohti. Tamén seurauk-
sena valonsiteiden jatkeet vedestd ilmaan péin kohtaavat kauempana kuin, miti

kissa on. Katso ideaa kuvasta

4.1 Molemmat kaukoputket toimivat silli periaatteella, ettd valonsiteet kootaan kaa-
revalla peililld ja kiytetddn toista peilid syntyneen kuvan katselemiseen. Newtoni-

laisessa kaukoputkessa kootut valonsiteet ohjataan peilin avulla sivuun, josta niitd

12



4.2

4.1.1.1

katsotaan. Cassegrainin kaukoputkessa kiytetdin kuperaa peilid, jonka avulla voi-
daan sidadelld helpommin sitd, miltd etiisyydeltd kaukoputken takaa kuva nakyy

tarkasti.
Mikroskoopin suurennokselle péatee

L 25cm
fobj fokul 7

M =

josta voidaan ratkaista fo;

7 L 25cm  20cm 25cm 0.9
obi e = == 5 c1m.
"M fpm 500 5,0cm

Alla olevaan kuvaan on piirretty saapuva valonside ja sidteen heijastus. Ympyran
séide on aina kohtisuorassa ympyréin kaarta vasten, joten OA on peilin pinnan nor-
maalin suuntainen. Kuvasta ndhdaan alustavasti, ettd heijastunut valonsade ei kulje
polttopisteen kautta. Osoitetaan tdméa. Merkitdan tulokulmaa a:lla. Koska tulokul-
ma MAQO ja kulma AOB ovat samankohtaiset ja MA ja OB ovat yhdensuuntaiset,
ovat MAO ja AOB yhtasuuret. Siispd AOB=a. Koska heijastumiskulma ja tulo-
kulma ovat yhtadsuuret ja OA on peilin normaalin suuntainen, on kulma OAB on
yhtésuuri kuin «a. Siispd kolmio AABO on tasakylkinen. Yksi kolmion ominaisuuk-
sista on, ettd kahden lyhyemmaén sivun pituuksien summa on aina suurempi kuin
pisimméan sivun pituus. Nyt siis AB+BO>0A=R. Koska kolmio on tasasivuinen,
niin AB+BO=2BO>R, eli BO > R/2. Niin ollen piste B sijaitsee polttopisteen F

ja peilin vélissa.
Kirjoitetaan sitten apukolmion ABCF avulla pituus r:

sin «

r = BF tan 2a = BF .
Ccos o

Sivun BF pituus saadaan erotuksesta OB-OF. OB saadaan apukolmiosta ABOP:

op= 2 1
2 cos «

13



Siispé
R1 — cosasin 2«
r=—

2 cosa cos22a

Voimme kiyttda kaksinkertaisten kulmien relaatioita

sin 2ac = 2sin o cos av

2 2

cos 20 = cos> o —sina = 1 — 2sin’ «

ja saamme sijoittamalla

R1—cosa2sinacosa
r=— - .
2 cosa 1—2sin’a

Kun sijoitamme saatuun yhtaloon

D RZ— (D/2)?

sinaa = — ja cosa =
2R R

saamme laskun lopputulokseksi » = 2,024 ... mm ~ 2mm. Lisdhaasteena oli tehda
tama lasku ilman laskinta. Tétd varten voimme tehdi arvion cosa = /1 — sin® a ~

1 —sin? a/2. Nyt saamme siiteeksi

R sin®a
7“%——.2.
21 —sin“«

T&héan voi jo sijoittaa sin a:n, mutta kohtuullisen hyvin toimiva arvio edelleen on

R D?
r) —SsIn =X

2 16R?’

josta saamme siteeksi r ~ 1,95 mm =~ 2 mm.

14



R/2
5.1.1 Kameran linssin f-luvun méaaritelmalla
f 35mm
J = luku D 7,0mm

5.1.2 Haluamme molemmissa tapauksissa saman valotusajan. Valotusaika riippuu inten-
siteetin ja suljinnopeuden tulosta [At. Intensiteetti taas riippuu f-luvun nelion

kdanteisluvusta. Siispé

1
valotusaika = [At XX mAt

15



Siispé asettamalla ensimmaéisen ja jalkimmaéisen valotusajan yhtdsuureksi

1 1 ,
(f - luku)QAt ~ (f = luku)? At
(f — luku)”
(f — luku)?
(4,002 1
(5,6)2125"

1 1
= —S X —S

245 250

— At = At

5.3.1 Tutkitaan ensin kumpi linsseistd on tehokkaampi. Optinen teho on P = 1/f. Siispa

11
 fi  0,02m

11
~ f,  0,0lm

P, =50m~' ; P, =100m™.
Siispd objektiivina kiytetddn linssid 2, jonka polttovéli on fu; = 1,0 cm. Okulaarin

polttovili on f,x, = 2,0 cm.

(a) Katso videolla olevaa kuvaa mikroskoopista. Linssien villinen etdisyys on L =
16 cm. Objektiivin muodostaman kuvan paikka on siten s’ = 16 cm — for, = 14 cm.

Nyt saamme kuvausyhtalGosta esineen etdisyyden objektiivista

fs  10cm-14cm
s —f ldcm —1,0cm

5§ = =1,07692...cm ~ 1,1 cm.

(b) Kéytetddn viivasuurennosta

—s'25
M = mgy; Mg = — 2 — _160.
S foku
Kayttamalla approksimaatiota
L 25
M = )
fobj foku

Tulos on samansuuntainen, mutta tidlle mikroskoopille approksimaatio ei ole kovin

hyva.
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5.3.2 Tutkitaan tilannetta, jossa valonsidde saapuu ylhéiltd y-akselin suuntaisesti paraa-
beliin ja osuu pisteeseen P= (p,ap?). Se, ettd tulokulma ja heijastuskulma ovat
normaalin suhteen yhta suuret, on yhtédpitdvia sen kanssa, ettd kulmat tangenttiin
verrattuna ovat myos yhtasuuret. Merkitddn tiatd kulmaa a:lla. Paraabelin tangen-
tin kulmakerroin pisteessd P on k = 2ap. Yleisesti suoran ja y-akselin vilinen kulma

saadaan kulmakertoimen kianteisluvusta, joten tissid tapauksessa:

1
tana = —.
2ap

Nyt voidaan tutkia apukolmiota AF P(ap?). Merkitiin etiisyytta pisteestd (0, ap?)
heijastuneen siteen ja paraabelin symmetria-akselin leikkauspisteeseen h:lla. Kul-
man 2« voi 16ytaa kdyttamalla ristikkdiskulmien ja samankohtaisten kulmien yhté-

suuruuksia.

2a
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Apukolmiosta saamme

p
tan 2o = —.
an 2« N

Kaksinkertaisen kulman tangentille

tam 2 2tan «
an2q¢ = —————
1 —tan?a’

johon voimme sijoittaa tan a:n, ja saamme

4 2ap 1
[ — 1)
h 2 ap— L (

()

h 1 @
<:> — = Q —_

P b dap

1
— h=ap®— —. 3
ap” — (3)

Nyt saamme heijastuneen sidteen ja symmetria-akselin leikkauspisteen y-koordinaatiksi

1 1

2 2 2
= —h: — N —
y=ap ap- —ap +4a 1a

eli heijastuneet valonsiteet osuvat aina samaan pisteeseen.

Tutkitaan seuraavaksi tilannetta, jossa polttopiste tunnetaan. Taméan paraabelin
polttopiste on F= (0, t) Olkoon nyt piste P= (p, ap?) piste paraabelilla. Tehté-
vinamme on osoittaa, ettd valonsidde, joka tulee y-akselin suuntaisesti pisteeseen P
heijastuu polttopisteeseen. Tieddmme heijastumisen tapahtuvan siten, ettd sidteen
tulokulma on yhté suuri kuin heijastumiskulma. Tulokulman ja heijastumiskulman
yhtdsuuruus on yhtipitdvad sen kanssa, ettéd siteen ja pinnan tangentin viliset kul-
mat ovat yhtd suuret. Paraabelin tangentin kulmakerroin on 2ax, jolloin pisteen P

kautta kulkevan tangentin yhtélé on

Yig — ap® = 2ap(x — p) <= yg = 2ap(x — p) + ap®.
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Témén suoran ja y-akselin viliselle kulmalle
tan g = —.
ap
Polttopisteen ja pisteen P kautta kulkevan suoran yhtal6 on
I ap? — 4=
Yrp 1o » z
1 n 1
— =|(lap— — |z + —.
yre P dap 4a

Kahden suoran viliselle kulmalle on yht&lo

k1 — ks
14 kyksy

)

tan ¢ = ‘

johon voimme nyt sijoittaa tuntemamme suorien kulmakertoimet ja saamme

ap—ﬁ—%p

1+ 2ap <ap— ﬁ;;)

tan ay =

1
2ap

Néin ollen meilld on tana; = tanas ja siten a; = as. Olemme osoittaneet, ettd
mikali y-akselin suuntaisesti saapuva valonséide heijastuu pisteeseen F, on tulokulma
yhtéd suuri kuin heijastumiskulma. Tama on yhtépitdvaa sen kanssa, ettd mikali y-
akselin suuntaisesti saapuva valonside heijastuu paraabelista siten, ettd tulokulma

on yhtasuuri kuin heijastumiskulma, valonside osuu pisteeseen F.
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Y,

Paraabelin polttopisteen loytdmisestd voit lukea tarkemmin esim. Wikipediasta

https://en.wikipedia.org/wiki/Parabola# Definition as a locus of points
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