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Tasta materiaalista

Téssd materiaalissa esitelldén opetusvideoiden avulla Gaussin laki, Faradayn laki ja Am-
péren-Maxwellin laki ja miten ndmé yhdessd Gaussin lain magnetismille kanssa muo-
dostavat Maxwellin yhtéalot. Tarkoitus on tutustua sidhkomagnetismissa vastaan tuleviin
merkintoihin viiva- ja pintaintegraaleille. Tehtévissa kédsitellddn sellaisia tapauksia, joissa

symmetrian avulla integraaleista tulee yksinkertaisia.

Tata materiaalia voi kiyttaa lisimateriaalina sihkomagnetismin kurssilla sellaisille oppi-

laille, joille vektorit, derivaatta ja integraali ovat perustasolla tuttuja.

Luvussa 1 esitellddn vuon késite integraalin avulla. Pintaintegraaleja ei kuitenkaan laske-
ta, vaan pidattaydytaan tapauksissa, joissa pistetulosta tulee 0 tai kertolasku ja pinnan

pinta-ala tiedetdén. Kesto opetusvideon kanssa on noin 30 min.

Luvussa 1.1 tutustutaan gaussin lakiin ja siithen, kuinka gaussin pinta valitaan. Kesto noin
30-60 minuuttia. Tehtdvien laskut eivit ole vaikeita, mutta aihe on haastava. Luvussa 1.2
kisitelladn vastaavalla tavalla Ampéren lakia ja luvussa 1.3 Faradayn lakia. Jos Faradayn
laki on entuudestaan tuttu, voi videon "Sahkémagneettinen induktio"jattaa pois. Luvussa
2 esitelliin Maxwellin yhtdlot yhtend kokonaisuutena opetusvideon avulla. Lisdyksena
luvun 1 materiaaleihin tulee Gaussin laki magneettikentille ja Ampéren lain laajennus

kenttavirtojen kisitteen avulla.

Témé materiaali on lisensoitu Nimed-JaaSamoin 4.0 Kansainvélinen (CC BY-SA 4.0)| -lisenssilla.
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Motivointia

Maxwellin yhtilot yhdessd Lorentzin voiman kanssa luovat pohjan klassiselle sihkomag-
netismille. Yhdessd ne ovat matemaattinen malli, joka kuvaa makroskooppisessa mit-
takaavassa koko sdhkomagnetismin. Yhtdlot kuvaavat, kuinka sdhkévaraus tuottaa sih-
kokentdn, kuinka magneettisia monopoleja ei ole olemassa, kuinka muuttuva magneet-
tikenttd tuottaa sdhkokentdn ja kuinka sdhkovirta ja muuttuva sdhkokenttd tuottavat

magneettikentan.

Sahkomagnetismin teoria luo pohjan erilaisille teknologioille kuten sdhkdntuotannolle,
sahkomoottoreille ja langattomalle viestinnille. Teoria ennustaa myos, ettd sdhkémag-

neettisen siteilyn etenemisnopeus tyhjitssi on vakio.

Melko yksinkertaisissa tapauksissa Maxwellin yhtéldiden avulla voidaan helposti tutkia
erilaisten sdhko- ja magneettikenttien voimakkuuksia ja sdhkomagneettista induktiota.
Yhtalot tarjoavat laskennallisia tyokaluja esimerkiksi virtajohtimen muodostaman mag-
neettikentdn tutkimiselle ja generaattorin tuottaman jinnitteen suuruudelle. Yleisissé ta-
pauksissa laskuista tulee nopeasti tyolditd ja tdssa materiaalissa tarkoitus onkin enemmaén

yhtéaloiden késitteellisessd ymmaéartamisessa.

5657 CdA = i Gaussin laki
€0
75 B-dA=0 Gaussin laki magnetismille
n dq)rn .
55 E-ds= TS Faradayn laki
S dd, . )
B -ds = polizpi + eouoﬁ Ampéren-Maxwellin laki

1 Sahko- ja magneettikenttien maarittiminen

Katso video Vuon kisite ja sihkokentin vuo!.

Thttps: //www.youtube.com /watch?v—XB59XYNW _e8


https://www.youtube.com/watch?v=XB59XYNW_e8

Jos vektorikenttd on vakio, esimerkiksi homogeeninen sihkékentta, niin

d=F A

Yleisen vektorikentin f vuon pinnan A lapi voi laskea

@:/f-dﬁ.

Erikoistapaukset ovat ne, kun pistetulo on nolla tai 1.

Jos kentté on vakio pinnalla A, niin integraalista tulee

P = f-dg: fcos@dAzfcosG/ dA,

pinta pinta pinta

jossa integroitavaksi jad kaikki pinta-ala-alkiot pinnalla A, eli pinnan A pinta-ala

/ dA = A.
pinta

Tama on erityisen hyodyllista esimerkiksi séhkokenttien vuota laskettaessa, kun sdhko-

kentdn muoto tunnetaan tai voidaan arvata.

Yksinkertaisimmat tapaukset sihkokentdn vuosta ovat ne, kun pinta on jokaisessa koh-
dassa samansuuntainen sihkdkentéin kanssa ja kun pinta on joka kohdassa kohtisuorassa
sihkokentidn kanssa. Kun pinta on samansuuntainen kentédn kanssa, on kenttavektorin ja
pintavektorin pistetulo E - A kaikkialla nolla ja vuo pinnan lipi on nolla. Kun pinta on

kohtisuorassa sdhkokentdn kanssa, pistetulo on kertolasku E-A=FEA ja vuo on

@:/ E-d/fz/ EdA:E/ dA = EA
pinta pinta pinta

1. Neli6 ja ympyré ovat samassa homogeenisessa kentéssa. Ympyréin halkaisija on sama
kuin ympyran sivun pituus. Onko vuo ympyran lapi suurempi, pienempi vai yhta

suuri kuin ympyran 1api? Perustele.



SRS

2. Miké on sdhkokentdn vuo kuvassa esitetyn pinnan 14pi?

—

E =200N/C
10cm x 20 cm

7

30°

1.1 Gaussin laki

Katso video Gaussin laki®.

1. Kéay huolellisesti ldpi videolla esitetty esimerkki tasaisesti varatun pallon kentésta.

2. Tutkitaan videolla esitettyd ddrettémén pitkdin ohuen tasaisesti varatun johtimen
sahkokenttad. Kuten videolla todettiin, Gaussin pinnaksi kannattaa valita sylinteri,
jolloin sdhkokenttd on kohtisuorassa sylinterin vaippaa vasten ja samansuuntainen

sylinterin paatyjen kanssa. Johtimen pituusvaraustiheys on .

a) Mikd on L:n pitusen johtimen osan b) Miki on vuo sylinterin paétyjen 1api?

varaus Q7
¢) Miké on vuo sylinterin vaipan lapi?  d) Miké on kokonaisvuo sylinterin 1api?

e) Mikd on sihkokentdn suuruus etéi-
syydelld r johtimesta?
3. Tutkitaan videolla esitettya tasaisesti varatun addrettomén laajan levyn aiheuttamaa
sihkokenttdd. Millaisen Gaussin pinnan valitsisit tdméan kentén tutkimiseksi? Mika
on vuo valitsemasi pinnan 1dpi? Mikd on pintasi sisdédn jaava varaus @), kun levyn

pintavaraustiheys on n? Miki on levyn aiheuttama sdhkokentta?

https://www.youtube.com/watch?v=Hct FKHAWPRw


https://www.youtube.com/watch?v=HctFKHdWPRw

1.2 Ampéren laki
Katso video Ampéren laki®.

Ampéren laki muistuttaa Gaussin lakia. Nyt pinnan sijaan integroidaan pistetuloa kdyran
yli. Jalleen, jos magneettikentdn muoto tunnetaan symmetriasta, voidaan kiyra valita
sellaiseksi, ettd integraalista tulee kertolasku tai vakion integraali. Ndin voidaan laskea

magneettikentéin vuontiheyksié erilaisille systeemeille.

1. K&y huolellisesti lapi videolla esitetty esimerkki dérellisen paksuisen johtimen mag-

neettikentédsta. Perustele, miksi integraali pistetulon yli muuttuu kertolaskuksi.

2. Mieti tarkasti, miksi videolla esitetyissd esimerkeissé integroitavat polut valitaan
juuri tietynlaisiksi. Voisiko polut valita eri tavoin, mutta kuitenkin sailyttaa laskun

yksinkertaisuuden?

3. Laske alla olevan kuvan mukaiset magneettikentdn B viivaintegraalit. Integrointi-

polku on jana origosta pisteeseen (50,50).

y(cm) y(cm)

50 1 / 50 1
//\/ \
/ )
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4. Mikd on magneettikentin B viivaintegraali pisteiden A ja B vililla?

Shttps://www.youtube.com/watch?v=ylcW{Jv0OrA


https://www.youtube.com/watch?v=ylcWfJv00rA
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1.3 Faradayn laki (sihkémagneettinen induktio)
Katso video Sihkomagneettinen induktio®.

1. Alla olevissa kuvissa on johdinsilmukka, jonka halkaisija on 10,0 cm ja resistanssi

on 0,20 €2. Mikd on kuhunkin silmukkaan indusoituvan virran suuruus ja suunta?

(a) B suurenee 0,50 T/s  (b) B pienenee 0,50T/s  (c) B pienenee 0,50 T/s
X X X X . . . . X
X X . . X X X X
X X . . X X X X
X X X X . . . . X
2. Katso video Indusoitunut sihkokenttal.
3. Alla on kuvaaja virrasta ajan funktiona solenoidissa, jossa on 400 kierrosta, jonka

pituus on 20,0 cm ja halkaisija on 4,0 cm. Virta [ aiheuttaa solenoidissa magneetti-

kentan NT
Ho
B = )
L

Piirrd kuvaaja indusoituneen sihkokentén voimakkuudesta ajan funktiona 1,0 cm:n

padssd solenoidin akselista.

4https:/ /www.youtube.com /watch?v=0iMW4IwnyOg
Shttps://www.youtube.com/watch?v=eh8180HgqVw


https://www.youtube.com/watch?v=0iMW4Iwny0g
https://www.youtube.com/watch?v=eh818oHgqVw
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2 Maxwellin yhtalot

Katso video Maxwellin yhtalotP.
Tutustutaan vield kenttavirran kasitteeseen tehtivien avulla.
1. Osoita, ettd suureella

do,
dt

€0

on sama yksikko kuin virralla.

2. Levykondensaattorin levyt ovat halkaisijaltaan 10cm ja 1,0 mm:n etiisyydella toi-
sistaan. Sahkokenttd levyjen vilissd kasvaa 1,0 x 10° V/s. Mikéd on magneettikentéin

vuontiheys

a) levyjen keskiakselilla b) 3,0 cm:n etdisyydelld akselista?
¢) 7,0cm:n etdisyydelld akselista?

3. Levykondensaattorin levyt ovat halkaisijaltaan 5,0 cm ja 0,50 mm:n etdisyydelld toi-
sistaan. Mikd on kenttavirta kondensaattorissa, kun potentiaaliero levyjen vililla
kasvaa 500000 V/s

Shttps: //www.youtube.com /watch?v=eal Hy8iAIEE
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https://www.youtube.com/watch?v=ealHy8iAlEE

Tehtavien ratkaisut

Luku 1

1.1 Vuot pintojen lapl ovat (Dneliﬁ = Linelio - Aneliﬁ = EneliéAnelié ja (I)ympyra = Eympyra '

Aympyra = FEympyra Aympyra. Sdhkokenttd on homogeeninen, joten Eeis = Fympyra-
Pinta-alat ovat Anenig = d? ja Aympyrs = ﬂg—z = %dz. Koska 7/4 < 1, niin A,ei >
Aympyra ja siten Preiig > Pympyra-

1.2 Lasketaan pistetulo E - A = EA cos(0). Pinta-alavektori A osoittaa pinnan normaa-
lin suuntaan, joten vektoreiden E ja A villinen kulma on 60°. Sihkdkentin suuruus
on annettu F = 200N/C ja pinta-ala on A = 10cm - 20cm = 200 cm? = 0,02 m?.
Siispé

d=FE-A=200N/C-0,02m?cos 30° ~ 3,46 Nm?/C.

Luku 1.1

119 a) Pituusvaraustiheys \ kertoo kuinka paljon varausta on pituusyksikkod kohti.
Siispd L:n pituisen johtimenpétkin varaus on Q = AL.
b) Sylinterin paidyissi pinta-alavektori A on kohtisuorassa sihkokenttivektorin
E kanssa, joten ndiden vektoreiden vilinen pistetulo on nolla ja siten vuo
sylinterin paityjen lapi on nolla.
¢) Vaipan kohdalla pinnan normaalin suuntainen pinta-alavektori on joka koh-
dassa samansuuntainen sihkokentin kanssa, joten pistetulosta tulee kertolas-

ku @uaippa = EAvaippa = E27rL, jossa r on sylinterin séde ja L sen pituus.
d) P = Cppa'adyt + (I)vaippa =0+ E27nrL.
e) Nyt voimme kdyttdd Gaussin lakia, jonka mukaan vuo suljetun pinnan lapi
on ® = Qy, /€. Siispi nyt saamme
Qin A

= F2mrl <— FE = .
€0 2meor

1.1.3 Gaussin pinnaksi voi valita esimerkiksi sylinterin, jonka vaippa on kohtisuorassa

varauslevyd vastaan. Varauslevyn sidhkokenttd osoittaa joka kohdassa kohtisuoraan



levysté ulospéin (jokaista vinoa sihkokenttivektoria vastaa symmetrian perusteella
vektori, joiden summassa tason suuntaiset komponentit kumoutuvat). T#lléin vuo
vaipan ldpi on nolla ja kokonaisvuo valitun pinnan ldpi on vuo péaityjen lipi & =
2F A. Pinta-alan A sisdén jédva varaus, kun pintavaraustiheys on 7, on Q;, = nA.

Nyt gaussin lain avulla

Qin :ﬁ

€0 €0 2€q

®=2FA =

Luku 1.2

1.2.2 Vaikka integrointipolun voi valita miten hyvénsd, erimuotoisten polkujen esitta-
minen funktiona voi olla haastavaa (funktion parametrisointi). Olennaista on aina
magneettikentdn symmetrioiden hydédyntadminen.

193 a) Koska magneettikentta B on samansuuntainen integrointipolun s kanssa al-

kupisteestd i loppupisteeseen f, B:n ja ds:n vilinen pistetulo on Bds. Siten

polkuintegraali on

= (0,10 T)v2(0,50 m)
=0,71Tm

b) Koska B on kohtisuorassa integrointipolkua kohti koko polun matkalta, pis-
tetulo B - d3 = 0, joten polkuintegraalin tulos on nolla.

1.2.4 Jaetaan integraali kolmeen osaan

f
/B-d§:/ B-d§+/ B~d§—i—/ B-ds
i vasen jana puoliympyrd oikea jana

Johtimen muodostama magneettikenttd on ympyriasymmetrinen johtimen ympéril-
1a. Siispd magneettikenttd on samansuuntainen ympyrinmuotoisten polkujen kans-
sa ja kohtisuorassa tehtdvissd annettujen janojen kanssa. Siispé integraalit janojen

yli ovat nollia. Puoliympyrélla B on samansuuntainen polun kanssa ja magneetti-



kentén suuruus on B = pl/27wd. Siispa

f —7

3 I I (47 x 1 x 10-"Tm/A)(2,0 A

/B-d§:0+BL+O:%(7rd):M; _ Umrx1x ! m/A)ROA) 561076 Tm
; s

Luku 1.3

1.3.1 Indusoitunut jénnite on & = |d®/d¢| ja indusoitunut virta on I = £/R. Kenttd B

muuttuu, mutta pinta-ala A ei.

a) Olkoon pinta-alavektorin suunta sivusta ulospdin ja samansuuntainen B:n

kanssa, jolloin & = AB. Siispa
dB dB
&= |AE = |7TT2E| = |7(0,050m?)(0,50 T /second)| = 3,9 x 1073V

ja virta on

I= ER = 3’9302# =20x1072A = 20mA.
Kentén voimakkuus kasvaa sivun sisddn. Vastustaakseen kentdn kasvamista,
indusoituneen kentéin taytyy osoittaa sivusta poispéin, jolloin oikean kiden
sddnnolld virran suunnaksi saadaan vastapéivian.

b) Kuten (a)-kohdassa, & = A(dB/dt) = 3,9mVjal=20mA. Nyt kentéin suunta
on sivusta ulos ja kentdn voimakkuus pienenee. Muutosta vastustavan kentén
taytyy siis osoittaa sivusta ulospiin ja siten indusoitunut virta on jilleen
vastapiivain.

¢) Nyt pinta-alavektori A on kohtisuorassa kenttin B kanssa, joten A-B = 0Whb.
Koska ® = 0 Wb, niin £ = |[d®/dt| = 0V/m ja I = 0 A. Indusoitunutta virtaa
ei synny.

1.3.2 Virta I solenoidissa synnyttda magneettikentin

NI
Bsolenoidi = Ho .

L

10



Indusoituneen sihkokentéin voimakkuuden saa yhtalosta

dB
dt |

r

T2

Koska vain virta muuttuu, sahkokentan voimakkuus on

rugN |dI s drl
SYARET ,26 x 107° Vs/Am p;

Virran muutoksen saa annetun kuvaajan kulmakertoimesta. Vililla ¢t = 0s — ¢ =
0,1 s kulmakertoimen itseisarvo on |df/dt| = 50 A/s. Vililli ¢t = 0,1s—t = 0,2s virta
ei muutu, eli kulmakerroin on nolla. Valilla ¢t = 0,2s — ¢ = 0,4s kulmakertoimen
itseisarvo on |dI/dt| = 25 A/s.

Siispé sihkokentén suuruus on E = 6,3 x 107* V/m ensimmaisell3 vililld, 0 toisella
vililld ja £ = 3,1 x 107V /m.

E(x1x107*V/m)
6A

4 A

2A

oT Tz 03 o4 ()

Luku 2

2.1

] do C? (N/C)(m?) C A

€ _ f— = — =

Ot N m? s s

2.2 Séhkdkenttd levykondensaattorin sisilld on homogeeninen. Kun kondensaattori va-
rautuu, muuttuva sdhkokenttd indusoi magneettikentin. Indusoituneen magneetti-
kentdn kenttaviivat ovat ympyroitéd, joiden keskipiste on sama kuin kondensaatto-

rien levyilla.

11



a) Ampéren-Maxwellin lain mukaan

S dd dE
B -ds = eyuo— = equoA—
35 oMo dt oto de’
jossa F/A on sihkdkentin vuo r-siteisen ympyran lapi. Magneettikentéin kent-
taviiva on ympyri, joten pistetulon B-ds integraali r-sidteisen ympyran yli
on B(27r). Ampéren-Maxwellin laista tulee
rdE

dE
2rrB = eo,uo(m"z)a — B = €oho 7

Levyjen keskiakselilla » = Om, joten B =0T.
b) Kun r = 3,0 cm,

B 1 0,030 m
(3,0 x 108m/s)2 2

) (1,0 x 10°V/ms) = 1,67 x 107* T

¢) Kun r > 5,0 cm, sdhkokentdn vuo ® on vuo halkaisijaltaan 10 cm:n ympy-
ran ldpi, koska sdhkokentti levyjen ulkopuolella on £ = 0V/m. Ampéren-

Maxwellin laista saadaan

dE

B(Q’/TT) = EgﬂoﬂRQE
2 E 1 2

RdE _ (0,050m)" _ 1 g¢ 5 10-13 7
2r dt (3,0 x 103m/s)? 2(0,07m)

- BZEU,M()
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