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Tasta materiaalista

Téassd materiaalissa tutustutaan 2- ja 3-ulotteiseen liikkeeseen. Esitietoina hyvi olla pe-
rusasiat vektoreista, derivaatasta ja integraalista. Vektoreista on hyvi tietdd, miten vek-
tori jaetaan komponentteihin ja miten vektorin komponentit méarittelevit vektorin. De-
rivaatasta on hyva tietdd yksinkertaiset derivoimissddnnot ja funktion dériarvon etsimi-
nen. Integraalia kiytetdin opetusvideoilla raja-arvona funktion alle jadvasti pinta-alasta.

Integroida ei tarvitse osata kuin polynomeja.

Tam& materiaali liittyy lukion fysiikan kurssiin/moduuliin voima ja litke, mutta mate-
maattisten esitietojen vuoksi on syytd harkita, missi vaiheessa kurssia tatd materiaalia
hyodyntda. Syventévissi materiaalissa on luku sdhko- ja magneettikentisté, jota voi hyd-

dyntad sahkomagnetismin kurssilla.

Luvussa 1.1 harjoitellaan derivaatan ja integraalin kayttamista liikkuvan kappaleen pai-
kan, nopeuden ja kiihtyvyyden maarittamiseen. Luvussa 1.2 tutustutaan, miten yksiulot-
teinen kinematiikka yleistyy vektoreiden avulla 2- ja 3-ulotteiseen kinematiikkaan. Luvus-
sa 1.3 syvennytdin heittoliikkeeseen. Jokainen néistd luvuista késittdd opetusvideon ja
aiheeseen liittyvid tehtdvid. Matemaattisista taidoista riippuen jokaiseen niistd luvuista

on hyvéa varata 30-45 minuuttia.

Luvussa 2 perehdytdidn koordinaatistoihin ja niiden kdyttdmiseen fysiikassa. Koordinaa-
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tistot ovat aina karteesisia. Tdmén luvun opetusvideot ovat englanniksi. Tehtévissa tutki-
taan sitd, miten erilaisissa tilanteissa voi ja kannattaa valita koordinaatisto. Tdmén luvun

tehtavit ovat 1dhinné kéasitteellisid ja luvun opiskeluun voi varata noin 30 minuuttia.

Luku 3 késittelee suhteellista liikettd ja Galilein muunnoksia. Téssé luvussa on hieman
enemmén tehtivid ja viimeiset tehtidvit vaativat osaamista vektoreista ja trigonometrias-
ta. Opetusvideo on lyhyt (5 min), joten késitteeliselli tasolla timén asian opiskeluun ei
mene kauaa. Viimeiset tehtdvit voivat olla haastavia ja niihin voi varata 15-30 min per

tehtava.

Luvussa 4 palataan tutkimaan alussa esiteltyd pulmaa ja ratkaistaan se tukikysymysten

avulla.

Luvussa 5 on syventivid materiaalia ja haastavia tehtdvid. Sihkomagnetismin osalta ké-
sitellddn nopeudesta riippuvia voimia ja sitd, miten nidméi voimat havaitaan eri koordi-
naatistoissa. Tarkoituksena on vahvistaa linkkia sihko- ja magneettikenttien valilld. Lu-
ku 5.1 sopii kdytettiaviksi sihkomagnetismin kurssilla/moduulissa esimerkiksi induktion

yhteydessa.

Esimerkki

Tarkastellaan heittoliikettd. Kiinnitetdfin koordinaatisto siten, ettd seisot origossa, y-
akselin osoittaessa ylospiin. Heitdt pallon ldhténopeudella vy. Mihin kaikkiin pisteisiin
voit osua x-y-tasossa, kun voit valita pallon 1ahtokulman vapaasti? Miké on paras kulma

heittdd pallo, jos haluat heittdd mahdollisimman kauas?

Niiden tilanteiden analysoimiseen tarvitaan melko paljon taustatietoa. Kinematiikassa
nopeutta ja kiihtyvyyttd voidaan késitelld derivaatan ja integraalin avulla. Kahdessa ja
kolmessa ulottuvuudessa liiketta analysoidaan vektoreiden avulla. Kun systeemeja tutkit-
taessa pitdd ottaa suunnat huomioon, tiytyy valita jokin koordinaatisto, jonka mukaan
suunnat ilmoitetaan. Tatd varten tutustutaan koordinaatistojen valitsemiseen ja suhteel-

liseen liikkeeseen eri koordinaatistoissa.

Pohditaan vield pulmaa, johon palataan, kun tarvittavat esitiedot on kasassa. Tarkoitus

on heittdd pallo pallonmuotoisen rakennuksen katolle korkeimpaan kohtaan ilman, etta



pallo osuu matkalla rakennukseen. Mikd on pienin ldhtonopeus, jolla heitto onnistuu?

(Yksi esimerkki pallonmuotoisesta rakennuksesta on Nagoya City Science Museum)

Jos haluat jo alkaa pohtimaan tata tehtivad, voit kiyttida tietoa, ettd kun pallo ldhtee

origosta alkunopeudella vy, kaikki pisteet joihin voi osua saadaan epayhtalostéa
Yy S Yo — ]{?127

jossa 1o ja k ovat selvitettdvid vakioita.

1 Kinematiikkaa

Vektoreita, derivaattaa ja integraalia voi kerrata hyodyntaméalld Jyvaskyldn yliopiston
yllapitimid Matikkapakkia® ja sen osia Vektorit , Derivaatta ja Integraali. Matemaatti-
sista menetelmisti fysiikassa on myos materiaali Suomen fysiikan olympiavalmennukseen

liitttyen?.

1.1 Yksiulotteista kinematiikkaa

Katso video Kinematiikkaa yksiulotteisessa litkkeessi?. Tee muistiinpanot, joista niet mi-
ten paikan funktiosta saadaan derivoimalla nopeus ja kiihtyvyys ja miten kiihtyvyyden

funktiosta saadaan integroimalla nopeus ja paikka. Pyri myos ymmértamadn kisitteelli-

thttps://tim.jyu.fi/view /kurssit /matematiikka/matikkapakki /etusivu
https://www.jyu.fi/science/fi/fysiikka /opiskelu /suomen-fysiikan-olympiavalmennus / valmennusmateriaalia/fmm.pdf
https://www.youtube.com /watch?v=NFjE1B5zLL8
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https://www.jyu.fi/science/fi/fysiikka/opiskelu/suomen-fysiikan-olympiavalmennus/valmennusmateriaalia/fmm.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=NFjE1B5zLL8

sesti, miksi juuri derivaatat ja integraalit ovat oikeita tyokaluja kinematiikan tutkimises-

sa.
1. Hiukkasen paikka ajan funktiona on x(t) = (—t3 + 3t)m

a) Mikéd on hiukkasen paikka ja nopeus, kun t = 28?7
b) Piirrd z(¢):n ja v, (t)m graafit valilla —3s <t < 3s.

2. Allaolevassa kuvaajassa on kiihdytyskilpailuissa ajavan auton nopeus ajan funktio-

na. Laske auton kulkema matka ensimmaisen kolmen sekunnin aikana

a) integroimalla b) geometrisesti
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3. Hiukkasen liikettéi x-akselilla kuvaa funktio z(t) = (#* — 4t + 2)m.

a) Hahmottele z:n kuvaaja. Yritd arvioida, missi funktio leikkaa akselit ja funk-
tion kayttdytyminen, kun t kasvaa suureksi. Piirrd tdmén jilkeen kuvaaja

tietokoneella/laskimella ja vertaa hahmotelmaasi.
b) Maérita hiukkasen nopeus ajanhetkellid t = 1,0s.
¢) Misséd kohdassa hiukkasen litkkeen suunta muuttuu?

d) Missé hiukkanen on, kun sen nopeus on v, = 4,0m/s?

1.2 Kinematiikkaa kahdessa ja kolmessa ulottuvuudessa

Katso video Kinematiikkaa kahdessa ja kolmessa ulottuvuudessa®. Tee muistiinpanot,
joista kay ilmi, miksi kaksi- tai kolmeulotteinen kinematiikka palautuu yksiulotteiseen

kinematiikkaan paikkavektorin komponenttien suhteen.

thttps:/ /www.youtube.com /watch?v=bYuwmGlaDrE


https://www.youtube.com/watch?v=bYuwmGIaDrE

1. Hiukkasen liikettd xy-tasossa kuvaa yhtalot

x = 2t>m

y = (5t +5)m

Miké on hiukkasen vauhti ajan funktiona?®

2. Purjevene liikkuu itdén 5m/s. Akillinen tuulenpuuska aiheuttaa veneeseen kiihty-
vyyden @ = (0,8 m/s? 40° pohjoiseen idiistd). Miké on veneen nopeuden suunta ja

suuruus 6 s myohemmin, kun tuulenpuuska laantuu?

3. Hiukkasen liikettd kuvaa yhtilot

x = cos(t)

y = sin(t)

Hahmottele hiukkasen rata xy-koordinaatistossa. Mikd on hiukkasen nopeus ajan

funktiona? Entd kiihtyvyys?

1.3 Heittoliike

Katso opetus.tv:n sivulta Vino heittoliike ja Angry Birds ainakin video "2. Vinon heitto-
liikkkeen yhtélot". Kiinnitd huomiota ainakin heittoliikkeessé olevan kappaleen nopeuksien

komponentteihin.
1. Pallo heitetdén vaakasuoraan 25m/s ja se lentdd 50 m:n vaakasuoran etdisyyden
ennen maahan osumista. Kuinka korkealta pallo heitettiin?

2. Lahtonopeudella vy ja kulmassa 6 vaakatasosta heitetddn pallo. Mikd on pallon

kantama? (ilman ilmanvastusta)
3. Lahtokulma, jolla saavutetaan suurin etiisyys (ilman ilmanvastusta).

4. Pallon maksimikorkeus A7

>Vihje: Miten nopeuden komponenteista saa vauhdin?


https://opetus.tv/lukio-ops2016/fysiikka/fy5/vino-heittoliike-ja-angry-birds/

2 Koordinaatistot fysiikassa

Katso Khan Academyn video (englanniksi) johdatus koordinaatistoihin (Introduction to
Frames of Reference)?. Yritd miettii erilaisia tilanteita, joissa liikkut tasaisella nopeudella.
Miltd muut nopeudet ndyttavat sinulle, jos tarkastelet nopeuksia pelkistddn suhteessa

sinuun itseesi?
Toinen hyva video (englanniksi, dizauvi) Introduction to Reference Frames.

Kun fysiikassa tutkitaan kappaleiden kinematiikkaa ja dynamiikkaa, on analyysié varten
valittava jokin koordinaatisto, jossa nopeusvektorit esitetdin. Koordinaatiston valinta
riippuu tarkasteltavasta tilanteesta. Koordinaatiston voi esimerkiksi kiinnittdd johonkin
tasaisesti litkkuvaan kappaleeseen ja tutkia muiden kappaleiden liikettd tdssd koordinaa-
tistossa. Tutuin téllainen kiinnitetty koordinaatisto on maan pinta, jonka suhteen lih-
tokohtaisesti ilmoitetaan kaikki nopeudet, joita arkisin mitataan. Tutkittavan kappaleen
mukana litkkkuvan koordinaatiston lisdksi yleinen valinta on kd&ntad koordinaattiakseleita

siten, etti esimerkiksi tutkittavan kappaleen nopeus on x-akselin suuntainen.
Harjoitellaan parin tehtévin avulla koordinaatistojen valintaa.

1. Istut tasaisella nopeudella liikkuvassa autossa. Heitét pallon ilmaan ja otat sen
kiinni. Mieti, miltd pallon liike nadyttda sinulle auton sisalld ja auton ulkopuolella

olevalle katsojalle.

2. Laatikko on levossa kaltevalla tasolla. Kirjoita tason laatikkoon kohdistama tuki-

voima (vektori)

a) Koordinaatistossa, jossa x-akseli, y-akseli ja kalteva taso muodostavat suora-

kulmaisen kolmion.
b) Koordinaatistossa, jossa x-akseli on kaltevan tason suuntainen.

3. Suomessa laskettelurinteiden haastavuutta merkitdén siten, etti rinteen kaltevuus-
kulman kasvaessa rinne on haastavampi’. Helpossa rinteessi kaltevuuskulma on
korkeintaan 15°, kun taas vaikeissa rinteissd kulma on yli 25°. Mieti, miten valit-

sisit koordinaatiston, kun tehtdvinési on analysoida laskettelijan kiihtyvyytta ja

Shttps:/ /www.youtube.com /watch?v=3yaZ7lkQPUQ
Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Piste#Ratings


https://www.youtube.com/watch?v=3yaZ7lkQPUQ
https://www.youtube.com/watch?v=3yaZ7lkQPUQ
https://www.youtube.com/watch?v=XhTKqmaUP5k

4.

maksiminopeutta eri kaltevuuksisissa rinteissi?

Kaksi palloa torméaé taysin kimmoisasti siten, ettd nopeudet ovat tdysin painvas-

taisiin suuntiin ja vauhdit yhtd suuret. Mieti, miltd torméays niyttaa

a) pallojen etdisyyden puolivaliss.
b) toisen pallon mukana liikkuvassa koordinaatistossa.

¢) Enté jos pallot torméévit vinottain? Milta torméys silloin néyttéé edellisissd

koordinaatistoissa?

3 Suhteellinen liike

Katso video ‘Galilein muunnos®.

Kiinnité erityistd huomiota siihen, etti eri inertiaalikoordinaatistoissa olevat havaitsijat

ovat kuitenkin aina samaa mieltd kappaleiden kiihtyvyyksistd. Tamé johtaa siihen, etta

Newtonin toisen lain mukaan havaitsijat ovat myos samaa mieltd kappaleeseen kohdistu-

vista voimista. Edellisen osion tehtivéssa 2 selvitetyt voimat aiheuttavat siis molemmissa

koordinaatistoissa samansuuruisen kiihtyvyyden laatikkoon.

1.

Lentokone lentdd itdén nopeudella 100 m/s helikopterin ohi, joka lentdd pohjoiseen
nopeudella 20 m/s. Mikd on lentokoneen vauhti ja suunta helikopterin lentéjin né-

kokulmasta?

a) Koilliseen, vihemmén kuin 100m/s.  b) Koilliseen, 100 m/s.

¢) Koilliseen, enemmén kuin 100m/s.  d) Kaakkoon, vdhemman kuin 100 m/s.

e) Kaakkoon, 100m/s. f) Kaakkoon, enemmén kuin 100m/s.
Karrysté, joka liikkuu tasaisella nopeudella vaakasuoralla tasolla, heitetddn pallo
suoraan ylospéain.

a) Kun pallo tulee takaisin alas, laskeutuuko se heittéjin eteen, taakse, vai sa-

maan kohtaan kuin heitettiessid? Perustele.

b) Muuttuuko vastauksesi, jos kiirry on kiihtyvéssa liikkeessd? Miksi/miksi ei?

8https://www.youtube.com/watch?v=XxYBojNOOJI


https://www.youtube.com/watch?v=XxYBojNO0JI

3. Teette ystévienne kesken kokeen. Juokset suoraan eteenpéin ja sinua kohti heitetdin
pallot edestd ja takaa. Miten pallot tulee heittdd, ettd sinun ndkékulmastasi ne

tulevat sinua kohti yhté suurilla nopeuksilla?

4. Jaat sanomalehtii siten, ettd saat jattdd lehdet kotioven eteen. Paitit nopeuttaa
jakamista heittamalla lehden polkupyorasi kyydistéd ja yritdt tdhdatd mahdollisim-

man lahelle ovea. Jos heitdt oven kohdalla, pitddkd sinun tdhdata:
a) kulkusuuntasi puolelle ovea b) suoraan kohti ovea
¢) hieman taaksepéin?

OVl

a) b) ¢)

—

U
lehdenjakaja

5. Veneelld kestdd 3 tuntia matkata 30 km alajuoksun suuntaan ja 5 tuntia matkata

takaisin. Kuinka nopeasti vesi virtaa joessa?

6. Lentokentéalld liukukaytavin ollessa rikki, sinulla kestda 50 sekuntia kévelld portilta
hakemaan matkalaukkuasi. Kun liukukaytava toimii ja kiytat sitd kivelematta silla,
sama matka kestdd 75 sekuntia. Kuinka nopeasti matka taittuu, kun kivelet koko

matkan ja kiytat liukukaytavaa?

7. Ajat autolla kohti pohjoista nopeudella 25m/s vesisateessa ja voit havaita, etti
vesisade on 38° kulmassa pystysuunnasta. Kun hetken kuluttua ajat kotia kohti
piinvastaiseen suuntaan, voit havaita, ettd vesi putoaakin kohtisuoraan alaspiin.
Paattele niilld tiedoilla vesipisaroiden nopeus maahan ndhden, suuntana kulma

pystytasosta.



4 Palataan alun pulmaan

Hahmotellaan aluksi hieman tilannetta. Mitad tarkoittaa, ettd kaikki pisteet, joihin ori-

gosta heittdmélld voidaan osua saadaan epayhtalosta
y < yo — ka?

Milta tdma alue zy-tasossa nayttaa?

1. Hahmottele annettu alue.
2. Mita ovat vakiot yg ja k7°

3. Jos nyt tavoitteena on osua pallonmuotoisen rakennuksen korkeimpaan kohtaan,

milta pallon lentoradat néyttivit? Hahmottele lentoratoja erilaisilla kulmilla.

Y

X

4. Eroavatko lentoradat tilanteesta, jossa pallo heitetddnkin rakennuksen katolta? Mil-

té tallaiset lentoradat nayttavit?

5. Edellisen johdattelevan kysymyksen perusteella siirrytddn tutkimaan tilannetta,
jossa pallo ldhtee liikkeelle rakennuksen huipulta. Mieti nyt, miltd ndyttad sellainen
lentorata, jossa lahtonopeus on mahdollisimman pieni, mutta pallo ei osu raken-

nukseen matkalla maahan.

6. Optimaalinen heitto on siis sellainen, ettid heitetty pallo sivuaa rakennusta. Téllai-
sella heitolla voidaan osua mihin tahansa pisteeseen rakennuksen sisélla (miksi?).
Toisaalta tahdattavissd olevien pisteiden joukon reunan tulee sivuta rakennusta
(miksi?). Siispd optimaalisella nopeudella vy heitetyn pallon tdhdéttdvissi olevan
alueen reuna y = yo — kz? sivuaa rakennusta. Kirjoita yhtilopari timin paraabelin

ja rakennuksen leikkauspisteille!’

9Vihje: yo liittyy heiton maksimikorkeuteen, k:ta voi etsii siten, ettd tutkii ratoja, joilla heitto osuu
mahdollisimman pitkélle z-akselilla.
10Vihje: Koordinaatisto kannattaa valita siten, ettd rakennuksen huippu on origossa.



4.1

Muokkaa yhtél6itéd siten, ettd saat neljinnen asteen polynomin (muuttujana x).

Milloin t&lla neljannen asteen polynomilla on tdsmélleen kaksi nollakohtaa? Kirjoita

tasta ehto nopeudelle vy.

Lopullista vastausta varten tiytyy muistaa, ettd nyt tehtidvissid tarkastelussa pal-
lo heitettiin rakennuksen huipulta. Ratkaise nyt samalle lentoradalle 1ahténopeus

maan pinnalta heitettiessa.

Mallivastaus

Epédyhtalo kuvaa paraabelin alapuolelle jadvié pisteitd.

+ Y

Paraabelissa v = yo — ka? vakiotermi on paraabelin ja y-akselin leikkauspisteen
y-koordinaatti. Heittoliikettd ajatellen tdhén pisteeseen voi osua vain heittdmalla
suoraan ylospéin. Suoraan ylospéain heitetyn heiton maksimikorkeus saadaan selville
energian sdilymisen avulla

1 v? v?

—mv® =mgh <— h=— — = —.

2 g 2 =5
Kertoimen k selvittdmiseksi pohditaan heittoa lihtokulmalla 45°. TaAmé heitto on
sellainen, joka leikkaa z-akselin kaikkein kauimpana origosta. Pallon kantama t&l-
laiselle heitolle on 2 = v?/g (ks. tehtéivi 1.3.2). Siispéd paraabeli y = yo— ka? leikkaa

x-akselin pisteissi +v?/g, eli



3. Radat riippuvat ldhtonopeudesta ja heittokulmasta. On kuitenkin mahdollista 16y-

tdd aina lentorata, joka sivuaa rakennusta ja osuu rakennuksen huipulle.

4. Newtonin lakien ominaisuus on, ettd kun ajan suunta kdédnnetién ja voimien suun-
nat muutetaan péinvastaisiksi, hiukkaset seuraavat samaa rataa. Lentoradat nayt-

tavat siis tdsmaélleen samoilta.

5. Mahdollisimman pieni lahtonopeus tarkoittaa, etta pallon taytyy sivuta rakennusta
matkalla maahan. Jos pallo ei sivua rakennusta, samalla lahtokulmalla voi 1dhténo-
peutta pienentii, kunnes pallo sivuaa rakennusta. Jos taas lihtokulma on aluksi 0
ja nopeus sellainen, ettéd pallo ei osu rakennukseen, on mahdollista kasvattaa lahto-
kulmaa. T4alloin pallo ei edelleenkddn osu rakennukseen, joten taas on mahdollista
pienentid lihtonopeutta. Optimaalinen lentorata on siis sellainen, jonka lihtokulma

on 0° < 6 < 90° ja joka sivuaa rakennusta.

6. R-siteisen ympyrin, jonka keskipiste on (0, —R) yht#lé on 22 +y?+2yR = 0. Kaikki
heitot kattavan paraabelin yhtilo on y = v?/(2g) — (g2?)/(2v?).

7. Sijoitetaan paraabelin yhtdlon y ympyrin yhtaloon ja saadaan
2 2
1 i)z (L g\ (T R\
T (21}2 +z (2 2 + 49-1— p .

8. Nyt optimaaliselle heittonopeus saadaan ehdosta, etti ylldolevalla polynomilla on
tasmaélleen kaksi nollakohtaa, eli ettd kaikkia ratoja kuvaava paraabeli sivuaa ym-
pyrdd kahdessa pisteessd (ks. alla olevaa kuvaa). Tamé& ehto on yhtépitdvad sen
kanssa, ettd ylla olevaa yhtilod vastaavan toisen asteen yhtélon diskriminantti on
0.

<g>2_1 gR

w2) 4 2

ig;R:2:>'U2:g;R
V2 2
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9. Kun tilanne kddnnetdan siten, ettd heitto tapahtuu maan pinnalta, tdytyy tdhan
nopeuteen lisdtd nopeus, jolla pallo saadaan rakennuksen huipulle. Lisdtdén siis

nopeuteen energian siilymisesti saatava nopeuden nelioé 4gR ja saadaan

lgR
Umin = VU2 +4gR =3 97

5 Syventavia materiaalia

5.1 Sahkomagnetismia

Liikkuva varaus luo magneettikentin. Toisaalta paikallaan olevalla varauksella on staat-
tinen sihkokentta. Jos siis varaus liikkuu tasaisella nopeudella ja kiinnitdimme koordinaa-
tiston maahan, havaitsemme sekd magneettikentédn, ettd sihkokentdn. Jos taas siirrym-
me varauksen mukana liikkuvaan koordinaatistoon, havaitsemme enéé vain sihkokentén.

Misté siis on kyse?

Entipé siind tapauksessa, kun varaus liikkuu tasaisella nopeudella homogeenisessa mag-
neettikentédssia? Magneettikentéssé lilkkkuvaan varaukseen kohdistuu voima. Toisaalta taas
liikkkuvan varauksen mukana liikkuvassa koordinaatistossa varaus on paikallaan magneet-

tikentéssé, jolloin siihen ei kohdistu voimaa.

Tamé ndenndinen paradoksi johtuu siité, ettd magneettikentét ja niiden aiheuttamat voi-
mat riippuvat nopeuksista, mutta tdhin mennessi olemme oppineet, ettd nopeus riippuu
koordinaatiston valinnasta. Ratkaisu tdhdn ongelmaan onkin, ettd sihko- ja magneetti-

kentét eivit ole toisistaan erillisid ilmioitd, vaan ovat saman ilmion erilaisia ilmentymié.
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Niama ideat esitellddn videolla Galilein kenttamuunnokset!!. Videolla johdetaan kentté-
muunnokset sahko- ja magneettikentille toistensa suhteen tasaisella nopeudella litkkuvissa

koordinaatistoissa.

5.2 Haastavia tehtavia

1. Tivolissa on peli, jossa tarkoituksena on liu'uttaa kiekkoa ldhes kitkattomalla ram-
pilla siten, ettd palkinnon saa mikali kiekko kiy vdhintddn 10cm:n padssd ram-
pin reunasta meneméttd kuitenkaan reunan yli. Tyonnét kiekon liikkeelle vauhdilla
5,0m/s ja padstit irti, kun kiekko on 8,5 m:n pidssi rampin reunasta. Kun kiekko

on matkannut 3m, sen vauhti on 4,0 m/s. Saatko palkinnon?

2. Tehokas laboratoriomagneetti on poydalla siten, ettd 1,0 T:n suuruinen magneetti-
kenttd osoittaa suoraan ylospéin. Tutkija lentdé laboratorion ohi raketilla 1000 m /s
maan pinnan suuntaisesti. Millaiset kentédt raketilla lentdava tutkija mittaa magnee-

tin napojen valilla?
y Y vp = 1000m/s

S (B) -

0T

o, Sy
N
1]
Ol

@) B

3. Lue artikkeli Suurin kiihtyvyys 100 m:n pikajuoksussa'?, jossa perehdytéén siihen,

miten pikajuoksijan juoksua voidaan mallintaa kinematiikan avulla.

4. Tutustu kysymykseen https://physics.stackexchange.com/questions/469395/
picking-the-right-reference-frame'’, jossa pohditaan liikemédrin sdilymiseen

liittyvad tehtavia. Kysymyksen vastauksessa tehtidvi on ratkaistu kolmessa eri koor-

Hhttps://www.youtube.com /watch?v=PvNeZMoq1DI
P2https:/ /www.wired.com/2012/08 /maximum-acceleration-in-the-100-m-dash /
3https://physics.stackexchange.com/questions /469395 /picking-the-right-reference-frame

13


https://www.youtube.com/watch?v=PvNeZMoq1DI
https://www.wired.com/2012/08/maximum-acceleration-in-the-100-m-dash/
https://physics.stackexchange.com/questions/469395/picking-the-right-reference-frame
https://physics.stackexchange.com/questions/469395/picking-the-right-reference-frame
https://physics.stackexchange.com/questions/469395/picking-the-right-reference-frame

dinaatistossa. Eri ndkokulmilla paddytdin aina samaan ratkaisuun, mutta jostain
niakdkulmasta tilanne voi olla helpompi hahmottaa, kun taas toisesta ndkékulmasta

saadaan helpommat laskut.
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6 Tehtavien vastaukset

1.1.1 a) Paikan saa sijoittamalla paikan funktioon annetun ajan:
2(2) = (—(2)* +3-2)m = (-8 + 6)m = —2m.
Nopeuden saa paikan derivaatasta:
ve(t) = 2/ (t) = (=3t* + 3)m/s
ja hetkellinen nopeus

v:(2) = (=3-2* + 3)m/s = —8m/s

b) Kuvissa y-akselin skaala on pienempi kuin x-akselin.

z(m) v(m/s)

A A
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1.1.2

1.1.3

a) Selvitetddn suoran yhtalo:

N
) yo—Axﬂﬁ Xo).

Suora kulkee origon kautta, joten o = y9 = 0 ja

12
y=—x =4x.

3

Integroidaan suoran yhtalo O:sta 3:een:
3 51 . .
0 o 2 2 2

Siispé siirtymé on 18 m.

b) Kuvasta voi laskea suoraan kolmion pinta-alan
1
r=3s-12m/s- 5= 18 m.

a) Kuvaajan kulkua voi hahmotella sijoittamalla funktioon pari yksinkertaista ar-
voa, kuten -1, 0, 1. Téssi tapauksessa lisidi vihjeitil saa siiti, etti termi ¢2 on aina
positiivinen ja siitd, ettd t? > —4t <= t > 4 tai t < —4. Tam4 jilkimmaiinenhin
viittaa siihen, ettd ainakin néilld ¢:n arvoilla x on positiivinen. Tarkemmin funktion
kuvaajan kulkua voi tutkia derivaatan avulla, mutta fysiikan tehtdvissid on usein
hyodyllistd hahmotella nopeasti funktion kiyttaytymista valittaméattd tarkoista lu-

kuarvoista.
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1.2.1

b) Hiukkasen nopeus saadaan paikan funktion derivaatasta

v(t) =2'(t) =2t —4 = v,(1) =(2—4)m/s = —2m/s

¢) Liikkeen suunta muuttuu, kun nopeus vaihtaa merkkii. Nopeuden nollakohdasta

saadaan siis suunnanmuutoksen ajanhetki

V(1) =0 <= 2t —4=0 <= t=2.

d) Selvitetdédn, milld ajanhetkelld nopeus on 4m/s.
V(1) =2t —4 =4 <= t=14s

Paikan funktion mukaan
z(0) = 2m,

eli hiukkanen on 2 metrin pafssi origosta (jonka paikan mittaaja on valinnut.)

Hiukkasen vauhti on sen nopeuden suuruus. Nopeuden komponentit saadaan deri-

voimalla paikan funktiot

v,=a'=4t ja v,=y =5
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Nopeusvektorin pituus saadaan pythagoraan lauseella

] = y/v2 + 02 = \/(4t)% + 52 = V1612 + 25.

1.2.2 Tilanteesta kannattaa piirtaa kuva.
a
vene
’—‘ 0 = 40°
° >

(1
Alussa: xo, Yo, to, Yoz, Voy Lopussa: x1,y1,t1, Vig, U1y
a
vene
———
Vo

Voimme tut-
kia kiihtyvyyden aiheuttamaa nopeuden muutosta komponenteittain. Kiihtyvyyden

komponentit saamme trigonometrialla

a, = (0,8m/s?) cos 40° ~ 0,613 m /s
a, = (0,8m/s?) sin 40° ~ 0,514 m/s*

Nopeuden komponentit muuttuvat yhtilon v(t) = v + at mukaisesti, joten kuuden

sekunnin kuluttua ne ovat

v, = 5,0m/s +0,613m/s* - 6s = 8,68 m/s
vy, = 0m/s +0,514m/s* - 65 = 3,09m/s

Nopeuden suunta ja suuruus ovat siten

lv] = /(8,68 m/s)2 + (3,09m/s)2 ~ 9,2m/s

3,09
= tan' [ 2¢) = tan! 3,09m/s ~ 20° iddsta pohjoiseen.
Vig 8,68 m/s

~

1.2.3 Hiukkanen on ympyriradalla. Nopeus saadaan paikkavektorin 7= cos(t)i + sin(t);
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1.3.1

1.3.2

derivaatasta

~

7 = —sin(t)i + cos(t)]

ja kiihtyvyys edelleen nopeuden derivaatasta
@ = — cos(t)i — sin(t)7,

eli ympyriliikkessé kiihtyvyys osoittaa ympyran keskipistettd kohti.

Valitaan karteesinen koordinaatisto siten, ettd heitto tapahtuu origosta x-akselin
suuntaan. Nopeuden vaakasuora komponentti on v, = 25m/s. Lasketaan kuinka

kauan tilld nopeudella kestdd s = 50 m:n matka:

s 90 m
- = =25
v 25m/s

Lahtonopeuden pystysuora komponentti on alussa 0. Vapaassa pudotuksessa oleva
kappale on tasaisesti kiihtyvissi liikkeessi siten, ettdi a = —g = —9,8 m/s? (suun-
ta téssd koordinaatistossa negatiivisen y-akselin suuntaan). Liikeyht&lo y-akselin

suunnassa on siten

1 1
Y = Yo + vo,t — 59752 - y= —§gt2 = —-9,.8m/s*(25)* = —19,62m.

Eli pallo heitettiin noin 20 m:n korkeudelta.

Kantama on pallon x-akselin suuntainen matka. Tdmé matka saadaan 1ahténopeu-
den x-komponentin ja lentoajan avulla. Lentoaika taas on helpoin méaarittda kap-
paleen pystysuorasta liikkeestd. Lentoaika saadaan madritettyd esimerkiksi siten,
ettd tutkitaan milloin tasaisella kiihtyvyydelld nopeuden y-komponentti on nolla.
Télloin pallo on lentoratansa lakipisteessa. Pallolla kuluu sama aika matkata la-
kipisteestd maahan, kuin heitosta lakipisteeseen. Kokonaisaika pallon matkalle on
siis kaksi kertaa aika heitosta lakipisteeseen. Kéytetdan liikeyhtdloa y-akselin suun-

nassa. Lahtonopeuden y-akselin suuntainen komponentti saadaan trigonometrialla
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Voy = |vo| sin 6. Siispé aika t', jossa vy, vihenee nollaan, saadaan yhtélosta

vy = Voy + at’ = |vg|sind — gt’
_ |vo|sind
g

=t
Joten kokonaisaika t = 2’ = 2|vg|sin#/g. Nyt kantama saadaan pallon x-suuntaisesta
likeyhtalosti

lug| sin®  2|vg|? cos O sin f
g

1
T :x0+vgxt+§at2 = |vp| cos O -t = |vy| cos b - 2

Pohditaan hieman tuloksen jiarkevyyttd. Suuri painovoima tarkoittaa suurta putoa-
miskiihtyvyytté, joka pienentdd kantamaa. Kantaman riippuvuus ldhtokulmasta ei
ehké ole aivan ilmeinen, mutta ainakin jos heittdd suoraan ylospéin, eli 6 = 90°,
niin kantama on nolla. Tassd on ajateltu, ettd pallo ldhtee liikkeelle aivan maan

pinnalta, joten kun lihtokulma on nolla, on myos kantama nolla.

1.3.3 Tarkoitus on siis tutkia, missi kohtaa funktiolla x(#) on maksimi. Hahmotellaan

ensin funktion kuvaaja. Asetetaan kerroin 2|vg|?/g = 2,5 m.

T

-0

Funktiolla néyttéisi siis olevan maksimi nollakohtien 6 = 0° ja § = 90° puolessa

valissa. Funktion dariarvokohdan saa selville tutkimalla sen derivaatan nollakohtaa:

2 2
() = M(cos2 0 —sin”f) = 0
g

< cos’f = sin%6

= 0 = 45°,

jossa hyodynnettiin tulon derivoimissddntoa, tulon nollasdantoa ja sitd, etta haluttu
kulma on vélilla 0° < 6 < 90°.
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1.3.4

2.1

2.2

Maksimikorkeuden voi selvittda kiyttamalld esimerkiksi energian sdilymista. Jilleen
voidaan tutkia vain y-suunnassa tapahtuvaa liikettd, jolloin mekaanisen energian

sdilymisestd saadaan

1
§mv3y = mgh
2 2 i2
U5 |vp|? sin” 6
< h Y =
29 29

Téatakin tulosta voidaan arvioida eri lahtokulmilla. Suoraan ylospéin heitettdessa
sin(90°) = 1 saadaan suurin korkeus. Suurempi l&htonopeus nostaa korkeutta ja

suurempi putoamiskiihtyvyys pienentda korkeutta.

Suhteessa sinuun pallo lentda suoraan ylos ja takaisin alas. Liike niyttad siis sa-
malta, kuin jos olisit heittdnyt palloa seistesséisi maan suhteen paikoillasi. Sivusta
katsojalle pallo piirtdd kaaren, koska pallo liikkuu auton mukana. Sivusta katsojal-
le tilanne vastaa sité, ettd pallon nopeuden vaakasuora komponentti on yhtasuuri

kuin auton nopeus ja pystysuora komponentti riippuu heitosta ylospéin.

Piirretddn vapaakappalekuvat, jotta eri koordinaatistojen erot tulevat paremmin

esille.

Q)

a)-kohdan koordinaatistossa tukivoimalla N on sekd x-akselin, ettd y-akselin suun-
taiset komponentit ja painovoimalla G vain y-akselin suuntainen komponentti. b)-
kohdassa taas painovoimalla on x- ja y-suuntaiset komponentit ja tukivoimalla vain
y-suuntainen komponentti. Jos tehtavina olisi tutkia tilannetta, jossa laatikko liu-
kuu kaltevalla tasolla, olisi b)-kohdan koordinaatisto huomattavasti parempi valin-

ta. Tésséd koordinaatistossa painovoiman x-komponentti olisi lilkkeen suuntainen ja
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2.3

2.4

3.1

3.2

liikeyhtélostéa tulee yksinkertainen, koska laatikko ei liitku y-suunnassa. a)-kohdan
koordinaatistolla taytyisi selvittdd vield erikseen tason suuntainen voima ja tassi

koordinaatistossa laatikon nopeudella on sekd x-, ettd y-komponentit.

a) Tukivoiman suuruus |]\7 | on nyt pintaa vasten kohtisuora projektio painovoimas-
ta. Trigonometrialla saadaan alemmasta apukolmiosta |[N| = cos0]G| = cos(0)myg.

Ylemmastd apukolmiosta saadaan nyt tukivoiman komponentit

N, =mgsinfcosf; N, =mg cos? 6

b) Téssd koordinaatistossa tukivoimalla on ainoastaan y-akselin suuntainen kom-

ponentti, joka saadaan trigonometrialla apukolmiosta

N, =0; N, =mgcost

Edellisesta tehtivista viisastuneena koordinaatisto on lienee syytéa valita siten, etti

x-akseli on rinteen suuntainen ja positiivinen suunta rinnetti alas.

a) Pallojen etdisyyden puolivélissi pallot liikkuvat kohti origoa erisuuntaisilla no-

peuksilla.

b) Toisen pallon mukana liikkkuvassa koordinaatistossa niyttii siltd, ettd toinen
pallo lihestyy kaksinkertaisella nopeudella edelliseen tilanteeseen verrattuna. Tor-

mayksen jilkeen pallo etddntyy vastaavasti.

¢) Nayttaa silté, ettd pallot lahestyvit toisiaan hitaammin, mutta edelleen suora-
viivaisesti.

f) Helikopterin lentdjin nikokulmasta kaikkien muiden nopeuksiin lisitaéan eteldn
suuntainen komponentti, jonka suuruus on 100 m/s.

a) Ilman ilmanvastusta pallo laskeutuu samaan kohtaan kuin heitettéessd. Jos tar-
kastelu tehdaédn kirryn mukana liikkuvassa koordinaatistossa, pallolla on nopeutta

pelkistidn ylospiin ja se tulee myos suoraviivaisesti alas.

b) Jos kdrry on kiihtyvéssa liikkeessd, sen mukana liikkuva koordinaatisto ei ole

inertiaalikoordinaatisto. Téssa tapauksessa tarkastelu voi olla helpompi tehdd maan
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3.3

3.4

3.5

3.6

pintaan kiinnitetyssé paikallaan olevassa koordinaatistossa. Téssé koordinaatistossa
pallo saa lahténopeuden, jonka maanpinnan suuntainen komponentti on sama kuin
kiarryn nopeus heittohetkelld. Kun karry on kiihtyvéssa liikkeessa, pallo jad karrysta

jalkeen, koska pallon nopeuden maanpinnan suuntainen komponentti ei muutu.

Pallot tulee heittaa siten, ettd takaapiin heitettédvin pallon vauhti on suurempi kuin

edestipéin tulevan pallon ja ndiden vauhtien erotus on juoksuvauhtisi.

Silld hetkelld, kun lehti irtoaa kidestési, sen nopeudella on komponentti etenemis-
suuntaasi. Lehti siis lentdé jonkin verran siihen suuntaan, mihin olet menossa, eli

sinun tulee tdhdata hieman taaksepéin.

Valitaan koordinaatisto siten, ettéi vesi virtaa positiivisen x-akselin suuntaan. Mer-
kitddn veneen nopeutta veden suhteen v,,, veneen nopeutta maan suhteen v,,, ja

veden nopeutta maan suhteen v,,,. Meidan tulee siis saada selville v,,,.

30 km

Veneen nopeus alavirtaan :  vp, = Upy + Uym = ETTEE 10km/h
30k
Veneen nopeus ylavirtaan : vy, = —Upy + Uy = —WI; = —6,0km/h

Nédm3 yhtélot voidaan laskea yhteen ja saadaan 2v,,, = 4,0km/h, joten vesi virtaa
2,0km /h.

Valitaan koordinaatisto siten, etté liitke tapahtuu pelkistdin x-akselin suunnassa.
Merkitdan matkaa portilta matkalaukulle Az:114. Olkoon kivelynopeutesi v, liuku-

kiaytavan nopeus u ja nopeutesi, kun kavelet liukukaytavalla v 4+ u = w. Taytyy siis

saada selville At, joka kuluu, kun kivelet liukukaytaviaa pitkin matkan Ax.

Kévellen : v = ﬂ
50s
A
Seisten liukukéytavalla :  w = o
75s
Az Axr Az
Kivellen liukukivtavall - _ Bz _ Az Az
dvellen liukukéytavalla : w Az v+u 5OS+ —
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3.7

Jaetaan Az:ll4 ja ratkaistaan t:

-1
LZL+L<:>A15:<%+%) <— At =30s

Merkitaan autoa, vettd ja maata alaindekseilld a,v, m. Valitaan koordinaatisto si-
ten, ettd auto liikkuu x-akselin suuntaisesti ja y-akseli osoittaa ylospéin. Akselien
suuntaisia yksikkovektoreita merkitdan 5,3 Vesisateen nopeus suhteessa maahan
oNn Uy = Upa + Uam, €li veden nopeus suhteessa autoon ynné auton nopeus suh-
teessa maahan. Kun ajat pohjoiseen, auton nopeus on ¥, = (25m/s)i ja veden
nopeus suhteessa maahan trigonometrian avulla v,,, = —wv,sin 07 — U, COS 93’, eli

sateen nopeus suhteessa autoon on
Upa = Uym — Ugm = (—vysinf — 25m/s)i — v, cos 0.

Koska autossa istuva havaitsija nikee nyt vesisateen tulevan kulmassa 38°, saadaan

vesisateen nopeudesta auton suhteen

—yysinf — 2
v, sinf — 25m/s _ tan 38"

v, cos 0
Etelddn péin ajaessa Uy, = —(25 m/s)% ja Tym = — 0y sin 07 — v, cos 05. Siispi
Uy = (—vpsin @ + 25 m/s)i — v, cosb].

Koska nyt vesipisarat putoavat suoraan alaspain, niin

—v,8inf + 25m/s
v, cos 0

=tan0° =0 = v,sinf = 25m/s.

Voimme nyt sijoittaa tdmén aiempaan lausekkeeseen tangentille

25 25 20
m/s + 25m/s =tan38° = wv,cosf = m/s = 64,0m/s.
U, COS 0 tan 38

Nyt tieddmme vesisateen x- ja y-suuntaiset komponentit maahan kiinnitetyssa koor-
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dinaatistossa ja saamme vauhdiksi

v? = (v,8in0)* + (v, cos0)? = (4721 m/s)?> = v, =~ 68,7m/s

ja kulmaksi

Tehtdvinannosta tunnemme suureet xg, to, Vo, 1,1, V2 ja tehtdvinéd on 16ytad xs.
Kiekon kiihtyvyys on vakio ja voidaan saada selville, kun tiedamme siirtymén ja

alku- ja loppunopeudet:

v? = (vg + at)?® = v + 2upat + a’t?
1
= v3 + 2a(vot + iatQ) = vg + 2aAx
— (4,0m/s)* = (5,0m/s)* + 2a(3,0m)

< a=—-15m/s’
Voimme my6s madrittaa ajan, jossa kiekko pysahtyy
Vg = Vg + CL(tQ — to) — Om/s = 5,011’1/8 + (1,5m/s2)t2 = 1y = 3,3S

Nyt voimme kdyttdd 16ytdmidimme kiihtyvyyden ja ajan arvoja selvittddksemme
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5.2

kiekon pysadhtymispaikan xs:

Tog = Xg + Uo(tz — to) + %a(tg — to)Q (1)
— 0m + (5,0m/s)(3.35) + %(—1,5 m/s?)(3,35) @)
= 8,3m. (3)

Koska paastit kiekosta irti 8,5 m:n padssa rampin reunasta ja kiekko liikkuu 8,3 m,

kiekko jaa 0,2m:n padhdn rampin reunasta ja jaat palkinnotta.

Koordinaatiston B nopeus suhteessa koordinaatistoon A on vy = 1000§m/ s. Kéy-
tetddn Galilein kenttdmuunnoksia kenttien selvittdmiseen koordinaatistossa B. Sah-
kékentélle

Ep=FE, -+ Upqa X Ba=1Upa X Bya.

Voimme kiyttad ristitulon laskemiseen oikean kiden sddntod, jolla saamme sih-
kokentdn suunnaksi z-akselin suunnan sivusta ulospéin. Koska raketin nopeus ja

magneettikenttd ovat kohtisuorassa toisiaan vasten, tulee ristitulosta
Ep = vgaBak = (1000 V/m)k.
Samaan tapaan magneettikentélle
L L1 ﬁ R
BB = BA — _QUBA X EA = 1,0T]
c
Raketilla lentavat tutkijat mittaavat siis

Ep = (1000V/m)k ja Bp=10Tj.
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