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Tasta materiaalista

Tamé materiaalipaketti liittyy 1dheisesti lukion fysiikan kurssiin/moduuliin FY05 Jaksol-
linen liike ja aallot (uusi ja vanha lops). Tasaisen ympyréliikkeen ja normaalikiihtyvyyden
kisittelyn yhteydessi voi tatd materiaalia hyodyntamalla kasitelld esimerkiksi kiihtyvaan

ympyraliikkeessen liittyvia kasitteita.

Tamén materiaalin luvut alkavat aiheeseen liittyvilla opetusvideolla, jonka pohjalta vas-
tataan muutamaan kysymykseen. Tarkoituksena on oppia olennaiset asiat pyorimisliik-
keestd ja vierimisestd. Alussa esitelldin haastava ongelma, jonka ratkaisemista varten
kerrytetddn esitietoja. Ongelmaan palataan materiaalin lopussa ja ongelma ratkaistaan

tukikysymysten avulla.

Luvuissa 1-6 kisitellisdn lukion fysiikan nidkokulmasta jaykin kappaleen dynamiikkaan
liittyvid asioita. Luvussa 1 motivoidaan aiheeseen ja esitelliéin aiheeseen liittyvid késit-
teitd. Luvut 2 ja 3 kisittelevit yleistd pyorimisliikettd. Luku 4 esittelee pyorimisliikkeen
perusyhtdlén ja hitausmomentin, luku 5 rotaatioenergian ja sen sdilymislain ja luku 6

pyOrimisméadrin ja sen siilymisen.

Luvussa 7 syvennetdén aiempien lukujen kisitteitd matemaattisemmalla ldhestymistaval-
la. Luvun 7 esitietoina olisi hyva olla perustiedot vektoreista, derivaatasta ja integraalis-

ta (polynomien integrointi). Lukua 7 ei tarvita alussa esitellyn tehtédvin ratkaisemisessa,
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mutta tietojen syventimisestd on hyotya.

Luvussa 8 ratkaistaan tuetusti alussa esitelty ongelma. Ongelma on ollut osatehtdvané
vuoden 2014 kansainvélisissé fysiikkaolympialaisissa (ipho). Materiaalin lopussa on vas-

taukset tehtaviin.

Lukuihin 2-6 liittyy 1-2 n. 10 minuuttia kestdvda videota ja 2-4 tehtdvdd. Tehtavit ovat
kisitteellisia ja yksinkertaisia laskuja vaativia tehtévid. Néiden lukujen kisittelyyn on
hyva varata 20-45 minuuttia. Luku 7 on jaettu kolmeen alalukuun, joihin liittyy jilleen
1-2 videota ja pari tehtavdd. Nama videot ovat sisalléltddn aiempia haastavia. Yhden

luvun 7 alaluvun késittelyyn on syytd varata 30-45 minuuttia.

Esimerkkisysteemi

Tarkoituksenamme on oppia analysoimaan kuvassa
niakyvad systeemid. Pieni m-massainen kiekko on
asetettu onton ohuen sylinterin sisédpinnalle. Sylin-
terin massa on M ja side R. Aluksi sylinteri lepdi

vaakasuoran tason péadlld, ja kiekko on korkeudella

Q

R tasosta. Tehtdvandmme on 16ytaé kiekon sylinte-
riin aiheuttama tukivoima F, kun kiekko saavuttaa
ratansa matalimman kohdan. Oletamme, etté kie-
kon ja sylinterin vililld ei ole kitkaa ja ettd sylinteri

vierii liukumatta. Putoamiskiihtyvyys on g¢.

Tehtavin ratkaisemiseksi tarvitsemme esitietoja jiykin kappaleen pyorimisliikkeestéd ja
vierimisestd. Tututstumme késitteisiin kulmakiihtyvyys, normaalikiihtyvyys, vierimiseh-
to, rotaatioenergia, hitausmomentti ja pyorimismaara. Tutustumme sithen, miten mekaa-
ninen energia sailyy pyorimisliikkeessd ja miten kappaleen muoto vaikuttaa sen vierimi-

seell.

(Tehtdva on osatehtévd vuoden 2014 kansainvilisisté fysiikkaolympialaisista, ks. IPhO.)


https://www.ipho-new.org/

1 Pyorimisliikkeen vastineita lineaariselle liikkeelle

Miksi jaykkien kappaleiden dynamiikkaa tutkitaan ja mitd hyotyd sen osaamisesta on?
Pyorivid kappaleita on toki arjessa ympéarillimme (montako keksit?), mutta on myos tek-
nologian sovelluksia, joissa hyodynnetdadn tdssd materiaalissa esiteltdvid kisitteitd. Tuu-
lella tuotettava sihko tehdddn tuulimyllyilld, joiden lavat pyorivit. Navigoinnissa kiyte-
tdan gyroskooppeja, jotka ovat erddnlaisia hyrrid. Tutkijoita kiinnostaa esimerkiksi mole-
kyylien pyériminen tai pyorivien galaksien dynamiikka. Téassd materiaalissa tutustutaan
sellaisiin peruskéistteisiin, joita voi kiyttda kaikkien edelld mainittujen systeemien ana-

lysoimisessa.

Mita on jaykdn kappaleen dynamiikka? Jaykdn kappaleen koko ja muoto ei muutu. Jayk-
kida kappaleetta kuvaa sen hitausmomentti, joka on pytrimisen vastine massalle lineaari-
sessa liikkkeessd. Hitausmomentti siis kuvaa kappaleen taipumusta vastustaa pyorimisliik-

keen muutosta.

Miké sitten aiheuttaa pyorimisliikkeen muutoksen? Lineaarisessa liikkeessé liiketilan muu-
toksen aiheuttaa voima. Pyorimisliikkeessd puhumme va&ntémomentista. Vaantémoment-
ti pyorittaa kappaletta jonkin pyorimisakselin suhteen. Vadntomomentti riippuu seké voi-
masta, etti siitd mihin kohtaan kappaletta voima vaikuttaa. Pitkd jakoavain mahdollistaa
suuremman vaintomomentin kohdistamisen mutteriin.

Pyo6rimisméaérd on pyorimisliikkeen vastine liikeméaérélle lineaarisessa liikkeessa. Pyori-
mismédra kuvaa siis kappaleen taipumusta pysya pyorimisliikkeessd. Pyérimisméaara L
on vektori, joka osoittaa pyorimisakselin suuntaisesti. Py6rimisméaran kasitettd voi kayt-

tda esimerkiksi hyrrén prekession tutkimiseen.

Pyorimisliikkeessé, kuten lineaarisessakin liitkkeessé, on siilyvid suureita. Pyorivin kap-
paleen kineettiseen energiaan kuuluu rotaatioenergia %[WQ. Huomaat jilleen samankal-
taisuuden lineaarisen liike-energian kanssa. Muista, ettd mekaaninen energia siilyy kit-
kattomissa pyorivisséi systeemeissé ja pyorimismadra siilyy eristetyissd systeemeissa.
Pyorimismaéran kannalta eristetty systeemi on sellainen, johon ei vaikuta ulkoisia vdan-

tomomentteja.



2 Tasaisesti kiihtyva pyorimisliike ja hitausmomentti

Katso aluksi opetus.tv:n videot tasaisesti kiihtyvi pydrimisliike [[] . Kirjoita itsellesi sa-
malla muistiinpanot aiheesta. Kirjaa ylos ainakin kulmakiihtyvyyden méaéritelméi ja pyo-

rimisliikkeen liikeyhtalot.
Vastaa sitten seuraaviin kysymyksiin:

1. Kuvan tuulettimen lapojen py6riminen hidastuu. Mitkd ovat a:n ja w:n merkit?

N

/

2. Maarita jokaisen kuvan systeemille a:n ja w:n merkit:

(a) a—— (b) —a (c) a—— (d) —

Nopeutuu Hidastuu Hidastuu Nopeutuu

3. Kuvassa on heiluri yhden heilahduksen paitepisteessa.

a) Onko téssi pisteessd w positiivinen, b) Onko téssi pisteessd « positiivinen,

negatiivinen vai nolla? Perustele. negatiivinen vai nolla? Perustele.

thttps:/ /opetus.tv /lukio-ops2016 /fysiikka /fy5 /tasaisesti-kiihtyva-pyorimisliike /
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4. Karuselli, jonka sdde on 5 m, pyorii aluksi siten, etté sen jaksonaika 4 s. Se hidastaa

ja pysdhtyy 20 sekunnissa.

a) Ennen hidastumista, mikd on karusel- b) Kuinka monta kierrosta karuselli pyo-

lin reunalla istuvan lapsen vauhti? rii hidastuessaan?

3 Yleisen pyorimisliikkeen kuvaajat

Katso aluksi opetus.tv:n video Yleisen pyorimisliikkeen kuvaajat ﬂ Vastaa sitten seuraa-

viin kysymyksiin

1. Alla olevassa kuvaajassa on esitetty kampiakselin kulmanopeus ajan funktiona. Mi-

ki on kampiakselin kulmakiihtyvyys ajanhetkilla

a) t=1s b) t = 3s ¢) t=D5s
w (rad/s)
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2. Alla olevassa kuvaajassa on esitetty levysoittimen levyn kulmakiihtyvyys ajan funk-

tiona, kun levy lihtee liikkeelle levosta. Mikéd on levyn kulmanopeus ajanhetkelld

a) t=1s b) t = 2s ¢) t=3s

2https:/ /opetus.tv/lukio-ops2016 /fysiikka/fy5 /yleisen-pyorimisliikkeen-kuvaajat /
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4 Pyorimisliikkeen perusyhtilo

Katso aluksi opetus.tv:n videot Pyorimisliikkeen perusyhtalo E] Kirjoita samalla muistiin-
panot, joissa madrittelet hitausmomentin ja esittelet muutamia tarkeitd hitausmoment-
teja. Hitausmomenttien laskemiseen palataan vield myShemmin. Huomaa, ettd yleensé

hitausmomenttia merkitdan 7:114, eikd aina J:114 kuten videoilla.
Tee sitten seuraavat tehtavét:

1. Taytyyko kappaleen olla pyorimisliikkeessé, jotta silld olisi hitausmomentti? Perus-

tele.

2. Homogeenisen sauvan hitausmomentti sen keskipisteen kautta kulkevan pyorimi-
sakselin suhteen on 1—12mL2. Samaisen sauvan hitausmomentti sen kirjen kautta
kulkevan pyorimisakselin suhteen on %mLQ. Selitd, miksi hitausmomentti on kérjen

suhteen suurempi kuin keskipisteen.

3. Opettajasi antaa sinulle kaksi samankokoista ja samanmassaista palloa. Opettajasi
mukaan toinen palloista on ontto ja toinen ei ole. Voitko selvittad, kumpi palloista

on ontto leikkaamatta palloja auki? Jos voit, miten? Jos et voi, miksi et?

3https://opetus.tv/lukio-ops2016 /fysiikka/fy5 /pyorimisliikkeen-perusyhtalo-ja-hitausmomentti,/
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5 Rotaatioenergia ja sen sailymislaki

Katso aluksi opetus.tvin video rotaatioenergial [ Kirjoita samalla itsellesi muistiinpa-
not, joista kdy ilmi ainakin rotaatioenergian madritelmé sanallisesti ja symbolien avulla

esitettynd sekd mekaanisen energian siilymislaki.
Tee sitten seuraavat tehtéivat:

1. Kiinted ja ontto sylinteri, joiden molempien sidde on R ja massa M, pyorivit kes-
kiakselinsa ympéri samalla kulmanopeudella w. Kummalla on suurempi kineettinen

energia?

a) Kiinteilld sylinterilla. b) Ontolla sylinterilla.
c¢) Kineettiset energiat ovat samansuuruiset.

d) Kummallakaan ei ole kineettistd energiaa, koska ne ainoastaan pyorivit, eivét
liiku.

e

2. Kuvassa on kolme pyorivid samanmassaista levya. Laita jarjestykseen suurimmasta

pienimpéén niiden rotaatioenergiat K,, K, ja K..

M

1
27”

a b C

Yhttps:/ /opetus.tv /lukio-ops2016 /fysiikka/fy5 /rotaatioenergia-ja-mekaanisen-energian-sailyminen /
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6 Pyorimismaari ja sen sailyminen

Katso aluksi opetus.tvin videot PyOrimisméird ja sen séiilyminenﬂ Videoilla puhutaan
pyorimisliikemadrasti, mutta pyorimismééra on yleisemmin kiytetty termi. Tee samalla
muistiinpanot, joista kdy ilmi pyorimismadrdn maaritelma ja pyorimismaéaran sdilymisla-

ki.
Tee sitten seuraavat tehtavat

1. Kaksi &mpérid pyorii vaakatasossa ympyrid kitkattoman akselin ympéri. Alkaa sa-

taa. Sateen seurauksena

a) Ampiérit jatkavat pySrimistéi tasaisella kulmanopeudella, koska sade putoaa

pystysuunnassa, kun taas ampérit pyoriviat vaakatasossa.

b) Ampirit jatkavat pyorimisti tasaisella kulmanopeudella, koska yhteenlaskettu

mekaaninen energia Ampéari+sade systeemissa sdilyy.

¢) Ampirien liike nopeutuu, koska sateen potentiaalienergia muuntuu kineetti-

seksi energiaksi.

d) Ampiérien liike hidastuu, koska Ampéri+sade systeemin kokonaispydrimismii-

ré sailyy.
e) Seki a, ettd b.
f) Ei mikddn ylla olevista.

=

2. Onko kiekon a py6rimisméfra pienempi, yhtd suuri vai suurempi kuin kiekon b?

Perustele.

Shttps://opetus.tv/lukio-ops2016 /fysiikka/fy5 /pyorimisliikemaara,/
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Katso vield pyorimismaaraan liittyva video Hyrran prekessio, gyroskooppi, pyorimisliike-

maira ja impulssimomentti[ﬂ.

7 Syventivia materiaalia

Seuraavaksi syvennetddn aiempien osioiden kisitteitd ja médritelldadn ne tarkasti. Videoil-
la siirrytddn sujuvasti summista integraaleihin, mik& on fysiikassa yleistd. Tilavuuden tai
massa-alkioiden yli integroimista késiteltdessi olennaista on, etté yksinkertaisissa tapauk-
sissa moniulotteiset integraalit lasketaan laskemalla tuttuja yksiulotteisia integraaleja pe-

rakkain.

7.1 Johdatus jiykkien kappaleiden tarkasteluun

Katso opi fysiikkaa kanavan video Johdatus jaykdn kappaleen tarkasteluunﬂ Tee muis-

tiinpanot, joissa vastaat kysymyksiin
1. Milloin kappaleen muoto tidytyy ottaa huomioon sitd mallinnettaessa?
2. Milloin jaykdn kappaleen approksimaatiota ei voi kiyttaa?

Vastaa sitten seuraaviin kysymyksiin

1. Pesdpallomaila leikataan kahteen osaan sen massakeskipisteen kohdalta. Kumpi osa

on painavampi?

Shttps://opetus.tv/lukio-ops2016 /fysiikka/fy5 /hyrravoimat-ja-gyroskooppi/
Thttps://www.youtube.com /watch?v=Qk-9RVVBf70
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a) Kahvaosa (vasen) b) Lyontiosa (oikea) ¢) Molemmat osat paina-

vat yhta paljon.

2. Oheinen kuva esittdd massatonta tankoa, jonka péihin on kiinnitetty kaksi (piste-
méistd) punnusta. Tangon pituus on 1,00m. Miké on kappaleen massakeskipisteen

etdisyys suuremmasta massasta metreind?

my = 2,0 kg

7.2 Pyorimisliikkeen energia ja hitausmomentti

Katso opi fysiikkaa kanavan video Pyorimisliikkeen energia ja hitausmomenttiﬂ Tayden-
nad aiemmin tekemidsi muistiinpanoja. Miksi pyOrimisen kannalta massan jakautumisella

kappaleessa on merkitysti?

Katso sitten opi fysiikkaa kanavan video Hitausmomentin laskeminenf} Yrit# laskea vi-
deon esimerkit lapi. Seuraavaksi harjoitellaan massakeskipisteen ja hitausmomentin las-

kemista.

Shttps://www.youtube.com/watch?v=fI[EF92k9nPw
9https://www.youtube.com/watch?v=hKdwOi4FpGU
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7.2.1 DMoniulotteista integrointia

Oheinen kuva esittdd terdksista kiilaa katsottuna ylhdélta péin ja sivusta. Terdksen tiheys
on 7860 kg/m?.

y v/

0,15 m
0,10 m

»

0,20 m X 020m X

1. Laske kiilan tilavuus ja massa kidyttden geometriaa.

2. Tamén kappaleen tilavuus voidaan laskea myo6s lausekkeella

y=y1 rr=z1 rz=g(z)
V= / / / dzdxdy,
y=0 =0 z=0

jossa y; = 0,15m ja x; = 0,20m sekid funktio g(z) = z(z1 — x)/xy, jossa z =
0,10 m. Laske tdméa moniulotteinen integraali integroimalla sisimmésta integraalista
ulommaiseen jérjestyksessd (eli ensin z:n suhteen, sitten x:n suhteen ja sitten y:n

suhteen.)

3. Kiilan massakeskipisteen x-koordinaatti voidaan laskea lausekkeella

1 /y=y1 /r=x1 /2’:9(30)
TMKP = — x pdzdxdy.
M y=0 =0 z=0

Laske massakeskipisteen x-koordinaatti.

4. Kiilan hitausmomentti z-akselin suhteen saadaan lausekkeesta

y=y1 pz=z1 pz=g(z)
I= / / / (2% + v*) p dzdxdy.
y=0 =0 z=0

Laske kiilan hitausmomentti z-akselin suhteen.

11



7.3 Jaykan kappaleen vieriminen

Katso opi fysiikkaa kanavan video Jaykén kappaleen vieriminenﬂ. Kirjoita muistiinpa-
not, joista kiy ilmi ainakin vierimisehto ja vierivin kappaleen kineettinen energia. Laske

videolla esitetyn tilanteen (4:50) kappaleiden vierimiseen kulunut aika.
Tee sitten seuraavat tehtavat

1. Sinulla on erilaisia vierivid kappaleita, joiden massat ja siteet ovat yhtd suuret.
Totta vai tarua: Kulmakiihtyvyys samalla kaltevalla tasolla riippuu kappaleen hi-

tausmomentista eikd vilttamattad ole sama kappaleillesi.

2. Sinulla on alumiininen umpinainen sylinteri, jonka massa on 128 g ja halkaisija
40,4 mm seka terdksinen rengas, jonka massa on 132 g, ulkohalkaisija on 40,4 mm ja
sisdhalkaisija on 36,5 mm. Asetat rampin kaltevuuskulmaan 6 = 20° ja asetat sylin-
terin ja renkaan rampille korkeudelle 0,15 m. Laske kappaleiden nopeus rampin ala-
pédssi. Laske my0Os kappaleiden vierimiseen kulunut aika. Oletetaan vastusvoimat

héavidvan pieniksi ja ettd kappaleet vierivit liukumatta.

8 Palataan alun tehtavaan

Pieni m-massainen kiekko on asetettu onton ohuen
sylinterin sisdpinnalle. Sylinterin massa on M ja sa-
de R. Aluksi sylinteri lepédd vaakasuoran tason pail-
14, ja kiekko on korkeudella R tasosta. Tehtdvanidm-

me on l0ytad kiekon sylinteriin aiheuttama tukivoi-

Q

ma F, kun kiekko saavuttaa ratansa matalimman
kohdan. Oletamme, ettd kiekon ja sylinterin vilil-
1a ei ole kitkaa ja ettd sylinteri vierii liukumatta.

Putoamiskiihtyvyys on g.

Tarkastellaan tatd tehtdvia paloittelemalla se osatehtdviin. Pohditaan kuitenkin aluksi
sitdl, miten tillaista haastavaa tehtévai voi lihted tutkimaan ja analysoimaan. Muutamaa

vaihtoehtoa kannattaa pysdhtyad hetkeksi miettiméaan: Mikd on se suure, jonka tietdmi-

Ohttps:/ /www.youtube.com/watch?v=6rVGOKUG6Z0s
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sestd olisi tehtévin ratkaisun kannalta eniten hyotyd? Voiko tilannetta yksinkertaistaa ja
ratkaista helpomman ongelman? Voiko samoja periaatteita hyddyntda monimutkaisem-
man ongelman ratkaisemisessa? Tallaiset kysymykset ovat yleisestikin hyodyllisid ma-
tematiikan ja fysiikan ongelmien ratkaisemisessa. Erilaisia kilpailu- ja oppikirjatehtévia
ratkoessa on myo6s hyvi muistaa, ettd yleensé tehtiviin on olemassa analyyttinen ratkaisu

tai jos ei ole, se kerrotaan tehtdvanannossa.

Piirra tilanteesta ensin havainnollistava kuva, josta ilmenee ainakin kiekkoon ja sylinte-
riin vaikuttavat voimat, kun kiekko on liukumassa ala-asentoon ja kun kiekko on ala-

asennossa.
Pohdi seuraavia kysymyksid ennen kuin etenet:

1. Mitké suureet sinun tarvitsee tietdi, jotta saat selville kysytyn voiman F'7

2. Mitké asiat sinun taytyy tietid, jotta voit saada ndma edelliset suureet selville?

3. Mika tédstd ongelmasta tekee haastavan? Eli minkd tehtévin piirteen voi yksinker-

taistaa ja ratkaista helpomman ongelman?
4. Miten ongelma ratkeaisi tilld yksinkertaistuksella?

Seuraavaksi pohditaan sitd, miltd kysymyksen lopputilanne néyttdi. Analysoidaan siis

tilannetta, jossa kiekko on jo ala-asennossa.
5. Mihin suuntaan kiekon nopeus ja kiihtyvyys osoittavat?
6. Mihin suuntaan sylinterin keskipisteen nopeus ja kiihtyvyys osoittavat?

Yksinkertaisempi ongelma olisi sellainen, jossa sylinteri on kiinnitetty paikalleen. Tasséa
tilanteessa kiekon nopeus ala-asennossa saadaan suoraviivaisesti energian siilymislailla.
Tamé ongelma kannattaa ratkaista ennen etenemisti. Seuraavaksi tutkimme sylinterin
liiketta.

7. Kirjoita sylinterin liikeyht#ld kiyttimilld Newtonin toista lakia. [[]

1Vihje: mieti sylinterin keskipisteen liiketté. Sylinterin keskipiste liikkuu x-akselin suuntaisesti, joten
voit tutkia x-suuntaan vaikuttavia voimia.

13



8. Kirjoita sylinterin kulmakiihtyvyys sylinterin keskipisteen kiihtyvyyden avulla. [
9. Mikii on sylinteriin kohdistuvan kitkavoiman suuruus? ['%]
Seuraavaksi tutkitaan sitd, miten kiekon ja sylinterin kiihtyvyydet liittyvit toisiinsa.

10. Kirjoita kiekon x- ja y-suuntaiset kiihtyvyydet kiekon ja sylinterin vilisen tukivoi-

man avulla.

11. Ratkaise aiemmin tutkimasi sylinterin kiihtyvyys kiekon ja sylinterin vélisen tuki-

voiman suhteen.

12. Saatko nyt kirjoitettua sylinterin keskipisteen x-suuntaisen kiihtyvyyden kiekon x-

suuntaisen kiihtyvyyden avulla?

13. Laske kiithtyvyyksista sylinterin ja kiekon x-suuntaiset nopeudet toistensa suhteen.

[

Tutkitaan nyt, saammeko kirjoitettua kiekon ja sylinterin x-suuntaiset nopeudet kiytté-

malld ainoastaan tehtdvissd annettuja tietoja.
14. Miti fysiikan periaatetta voit nyt hyddyntiaa? [
15. Sijoita saamaasi yht#loén sylinterin kulmanopeus. [[9]
16. Ratkaise yhtéloparista nopeudet. E]

Olemme jo hyvin ldhelld ratkaisua. Palautetaan téssd vaiheessa mieleen se, mitd alun-
perin kysyttiin. Kysymys kuului, mikd on kiekon sylinteriin aiheuttama tukivoima, kun
kiekko on ala-asennossa. Jos pohdit aiemmin tdméan hetkellisen tilanteen nopeuksia ja
kiihtyvyyksié, totesit ettd kiekon nopeus on x-akselin suuntainen ja kiihtyvyys suoraan
ylospéain eli sylinterin keskipistettd kohti. Kiekko on siis sylinterin keskipisteen suhteen
hetkellisesti ympyréliikkeessd. Sylinteriin taas ei kohdistu talla hetkelld kokonaisvoimaa

x-akselin suuntaan, joten sylinteri on hetkellisesti tdhdn suuntaan tasaisessa liikkeessé.

12Vihje: vierimisehto

13Vihje: sylinterin ja tason vilinen kitka aiheuttaa vdintdmomentin
14Vihje: Integroi saamasi yht#lo O:sta t:hen.

15Vihje: sdilymislaki.

16Vihje: vierimisehto.

17Vihje: kysymyksen 12 ja 15 yhtélot.
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Niilla tiedoilla voimme laskea kiekon ratanopeuden suhteessa sylinterin keskipisteeseen
ja laskea tutulla tavalla ympyraliikkeessad olevan kappaleen normaalikiihtyvyydesta ai-

heutuvan voiman.
17. Mik4 on kiekon nopeus suhteessa sylinterin keskipisteeseen? @
18. Mik4 on kiekon normaalikiihtyvyys téssi koordinaatistossa?

19. Mikd on kiekon kiihtyvyys laboratoriokoordinaatistossa (aluksi valitsemassasi koor-
dinaatistossa?) [

20. Laske kiekon sylinteriin kohdistama tukivoima.

8.1 Mallivastaus

)_
Y Frr
mg

1. Esimerkiksi kiekon ratanopeus sylinterin keskipisteen suhteen, sylinterin keskipis-

teen nopeus.

18Vihje: Galilein muunnos sylinterin keskipisteen mukana liikkuvaan koordinaatistoon.
19Vihje: Mit# seuraa siitél, ettd sylinterin kiihtyvyys on hetkellisesti 07
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Esim. sylinterin kulmakiihtyvyys ja kulmanopeus.

Sylinterin liikkkuminen on koko tehtdvan juju.

. Ilman sylinterin liikettd tehtdvin voi ratkaista kirjoittamalla kiekolle mekaanisen

energian sdilymisen ja ratkaisemalla sen avulla kiekon ratanopeuden.

Kiekon nopeus on x-akselin suuntainen ja kiihtyvyys y-akselin suuntainen (suoraan

sylinterin keskipistettd kohti).

Sylinterin keskipisteen nopeus on x-akselin suuntainen ja kiihtyvyys on hetkellisesti
0.

Mag = Nsint — Fy,

a=as/R

.7=la=FpR < F;, = MR*%L = Ma,

a; = Nsinf, a, = N cosf

Mas = Nsin® — Fy, = Nsin — Ma, <= 2Mas = Nsinf
2Ma, = ma,

2Mv = mu

Mekaanisen energian Sallymlnen- Ep,kiek:ko = Ek,kiekko + Ek,sylinteri + Erot,sylinteri7 eli

L, 2 1.
= - — =1
mgR 2mu +2mv + 5 w
w:}%
MgR m MgR
U =2 , U= —
2M +m MY 2M +m

Vpel = U +V

— 92
Qrel = Urel/R

16



19. a = a,¢;, miksi?

20. F'—mg = v2,,/R, johon sijoittamalla v,. saamme lopulta

F=3mg (1+ )

17



9 Tehtavien vastaukset

Tehtéavien vastaukset esiintymisjérjestyksessa.

2.1 Tuuletin pyorii mydStapaivadn, jolloin kulmanopeuden sovittu merkki on negatiivi-
nen. Kulmanopeus viahenee, joten kulmakiihtyvyyden merkki on eri kuin kulmano-

peuden. w < 0, a > 0.

99 a)w>0,a>0 b) w<0,a>0

¢) w>0,aa<0 d)w<0,a<0

9.3 a) w = 0. Heilurin liike on hetkellisesti pysihtynyt, joten sillé ei ole kulmanopeutta.

b) a > 0. Heilurin kulmanopeus on hidastunut, kunnes heiluri pyséhtyy #éria-
sennossa, jolloin heiluri alkaa liikkua toiseen suuntaan. Heilurin kulmanopeus
kasvaa, joten heilurin kulmakiihtyvyys on positiivinen.

94 &)r=>5m T =4s s=2mr =107, v=s/T ~8m/s

18



b) Oletetaan, ettd karusellin pyériminen hidastuu tasaisesti. Kulmanopeus alus-
sa:
27
W=
Kulmakiihtyvyys on kulmanopeuden muutos:

Aw

Pyorimisliikkeen yhtidlon mukaan kiertokulma on

1 2w 1 Aw
t) = t+ —at? = —t4 o—t
O(t) = do +wot + 5at” = go + Tt + 5
Kun sijoitamme ¢y = 0, Aw = —2?”, At = t, kiertokulman lauseke sievenee
muotoon
o(t) = it
= .

Kiertokulmasta saadaan kierrosten lukuméirin n jakamalla 27:114:

1t
n=_—
2T

Johon voidaan sijoittaa tunnetut arvot: T = 4s,t = At = 20s. Lopulta
saamme
n =2,5.

31 a) Nopeus muuttuu tasaisesti, joten kulmakiihtyvyys saadaan kulmanopeuden

kuvaajan kulmakertoimesta: o = 100 rad/s?.
b) Kulmanopeus ei muutu. a = Orad/s?.

¢) Kulmakertoimesta o = —50rad/s?.

3.9 a) Kulmakiihtyvyyden kuvaajasta saadaan kulmanopeus kuvaajan ja x-akselin

viliin jadvastd pinta-alasta (integraalista), jonka voi laskea geometrisesti tai

integroimalla suoran yhtilod. w = 3,75rads™ L.

b) w=0,5-2s-5rad/s* = 5rads™*
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4.1

4.2

4.3

5.1

5.2

6.1

¢) Sama kuin edellisessd kohdassa. Kun kulmakiihtyvyys on nolla, kulmanopeus

el muutu.

Kappaleen hitausmomentti riippuu siitd, miten kappaleen massa on jakautunut suh-
teessa johonkin pyorimisakseliin. Kappaleen ei siis tarvitse olla liikkeessé, jotta sil-
14 olisi hitausmomentti, mutta pyorimisakseli tulee valita, jotta hitausmomentin

lausekkeen voi médrittad.(Vrt. massa ja litkemé&dra. )

Kauempana pyorimisakselista oleva massa kasvattaa hitausmomenttia. Kun py6-
rimisakseli on sauvan kérjessd, on sama massa jakautunut suhteessa kauemmaksi

akselista kuin silloin, kun pyorimisakseli on sauvan keskikohdassa.

Jos saat jirjestettyd kaltevan tason, voit tutkia kumpi palloista vierii tason alareu-

naan nopeammin. Miksi tdmé& kertoo sinulle, kumpi palloista on ontto?

b) Pyorimiseen liittyvé kineettinen energia riippuu kulmanopeudesta ja hitausmo-
mentista. Molemmilla on sama kulmanopeus, mutta ontolla sylinterilla on suurempi

hitausmomentti kuin samankokoisella umpinaisella sylinterill.

Koot = 1/2Iw? ja levyn hitausmomentti on I = 1/2M R? joten
11 1
a 99 rw 1 rw

11 /1) 1.1 1

Ky = §§M (§T) (2w)? = 1M1r24w2 = ZMTQ(,UQ
11 1\* 1 1 1

K= -sM(2r)? (sw) = M4r’-w® = -Mr?w®,
22 3 4 9 9

Eli jarjestys suurimmasta pienimpédian on K, = K, > K..

d) Ampiri + sade -systeemiin ei kohdistu kokonaisvidntomomenttia, joten systee-
min py6rimismadra sailyy. Kun &mpareiden massa kasvaa, kasvaa myos &mpéareiden
muodostaman systeemin hitausmomentti, joten kulmanopeuden tiytyy pienentya.
Mekaaninen energia ei siily, koska vesipisaroiden torméaykset dmpéreihin ovat epée-

lastisia.
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6.2 Kiekkojen pyorimisméarien suuruudet voidaan laskea

- . 1
|Lo| = I|wy| = §mr2wa

ja
- 1 1
|Ly| = L|wp| = §m(2ra)2 (5wd> = mriwa.

Kiekon b py6rimisméadra on suurempi.

7.1.1 b) Lyontiosan keskipiste on l&dhempénéd massakeskipistettd kuin kahvaosan. Siispa

lyontiosan taytyy olla painavampi (mieti vidntomomentteja).

7.1.2 Tilannetta kannattaa tarkastella siten, ettd tanko on x-akselilla ja toinen punnuk-
sista origossa. Valitaan painavampi punnus origoon ja kevyempi punnus positiivi-
sen x-akselin puolelle. Lasketaan siis massakeskipisteen x-koordinaatti kiayttamalla

massakeskipisteen méaritelméaa:

1 miry +mexy  6kg-04+2kg-1,00m
M i my + me 6kg + 2kg

_ 2kgm

8kg
=0,25m

7.2.1 Kiilan muotoisen kappaleen tilavuus:

Y %yz 0,20m - 0,10 m

5 -0,15m = 0,0015 m?

Tilavuuden ja tiheyden avulla saamme massan

m = pV = 7860 kg/m® - 0,0015m* = 11,79 kg.

7.2.2 Integroidaan siis. Tarvitsemme vain integroinnin perussdantéja ja polynomin in-

tegrointia. Huomionarvoista on, ettd nyt x; on tunnettu vakio ja x on muuttuja,

21



jonka yli integroidaan.

y=y1 pr=r1 rz=g(x)
V= / / / dzdxdy
y=0 =0 z=0
Y1 pr
= / / g(x)dzdy
o Jo
_ /yl /oc1 % (371 _ x) dxdy
o Jo 21

20m - 0,1
_ 020m-0.10m o 0.0015m?.
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7.2.3 Integroidaan jarjestyksessa

y=y1 px=z1 pz=g(z)
TMKP 2/ / / xpdzdxdy
y=0 =0 z=0
y1 1 o
0o Jo L1
Y1 X1
:p/ ﬁ/ (z12 — 2?)dzdy
o T1Jo
/yl 2
p —
0o 1
o (1 5 14
— | =z — = d
P/O o (2% 3751) Y

1 9|¥1
= g7l

Y

Lo,
= ZPT1Y121

6
= 0,786 m

Tulos vaikuttaa jarkevilta, koska kiilalla on enemmaéan massaa ldhempéné z-akselia.
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7.2.4 Integroidaan jélleen.

y=y1 pr=x1 pz=g()
I= / / / (2% + y*) pdzdxdy
y=0 =0 z=0

Y1 1 _
o Jo L1

= 0,167 025 kgm? ~ 0,17 kgm?

Tata voidaan verrata vaikka samankokoisen suorakulmion hitausmomenttiin sa-

manlaisen pydrimisakselin suhteen kuin kiilalla (ks. lista hitausmomenteistaf”| )

2
1 1
I = Em(l‘% +yi)+m < 5(37% + y%)) ~ 0,43 kgm?,
joka on jonkin verran suurempi kuin kiilalla, kuten voi odottaa.

7.3.1 Totta. Samalla kaltevalla tasolla kappale, jolla on pienin hitausmomentti saavuttaa
suuremman nopeuden nopeammin kuin muut. Koska kappaleilla on samat séteet,

talla kappaleella on my6s suurempi kulmakiihtyvyys.
7.3.2 Videolla johdetaan vapaasti vierivian kappaleen kiihtyvyys

gsinf
Ay = s
1+¢

jossa ¢ on kappaleen hitausmomenttiin liittyvi kerroin. Nyt rengas on paksuseinéi-

nen, joten kineettistd energiaa kirjoittaessa taytyy olla huolellinen. Renkaan kineet-

20https:/ /en.wikipedia.org/wiki/List _of moments of inertia
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tinen energia on nyt

1 1
Krengas = §IW2 + §mv12nkp
1 2, .2 Urznkp I,
= 2m(r1 +73) 2 + 5k

1 2 7’%
S 14+ 2
2mvmkp ( + r%)

Nyt meilld on siis selvilla

1 ra
Csylinteri — 5 Crengas — ﬁ
1

Massakeskipisteen loppunopeus on

2gh
Umkp = 1——}—0 .

Tunnemme nyt kiihtyvyyden, alkunopeuden ja loppunopeuden, joten voimme rat-

kaista vierimiseen kuluvan ajan

v =1y + at
2gh _gsin@t
l+c 1+4c¢

L [ 2gh 1+c
~ V14cgsinb
_ [2gh(1+¢)
—\/ (gsinf)2

Usylinteri = 174 Hl/S

Annetuilla arvoilla

tsylinteri = 1768
Urengas = 1,3 Hl/S

trengas ~ 178 S.
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