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Vielä ennustus-korjaus –menetelmästä 
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Numeerisesta integroinnista 
 
[Haa02] luku 5 
 
 
Integraalille lasketaan numeerinen approksimaatio = KVADRATUURI 
(QUADRATURE) 
 
 
Newton-Cotesin kaavat:  interpoloidaan integrandia polynomilla 
 
 

1. suorakaidekaava 
 

2. keskipistekaava 
 

3. puolisuunnikaskaava 
 

4. Simpsonin kaava 
 

5. korkemmat kertaluvut myös mahdollisia 
 
 
Approksimaation tarkkuutta voidaan parantaa tihentämällä 
integrointiväliä  -> paloittainen integrointi 
 
 
Newton 3/8 kaava 
 
 
Gaussin – Legendren kvadratuuri 

• solmupisteet Legendren polynomien nollakohtia välillä [-1,1] 
• solmupisteet ja painot taulukoitu 
• integraali laskettava välillä [-1,1] esim. muuttujanvaihdolla 
• esim. 5.3.1.  [Haa02] 
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Muita vaihtoehtoja: 
 
Gauss-Tsebysev kvadratuuri muotoa    
 
 
Gauss-Laguerre    
 
 
 
 
Gauss-Hermite 
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Moniulotteiset integraalit 
 
Tulokaavat 

• sovelletaan 1-ul menetelmiä peräkkäin kullekin dimensiolle 
• yl. integrointihila  s-ulotteisessa avaruudessa 
• virhe  O(N-2/s)   Æ integrointitarkkuus suppenee huonosti jos s 

suuri 
 
Ei-tulokaavat 
 
Monte Carlo –integrointi 
 

• suorakulmasäännön sovellus 
 
                n-1 

ISK = h Σi=0  f(xi)/n          h = (b-a) / n 
 
Æ ISK on integrointiväli  (b-a) *  f-arvojen keskiarvo ! 

 
 
kun  h Æ 0  (nÆ ∞),  niin  ISK  Æ  I 
 
 
 
Tilastollinen strategia: 
 
valitaan N satunnaispistettä Ui  väliltä  [0,1]  ja skaalataan  
välille   [a,b] :   ui = a + Ui(b-a) 
 
lasketaan 
 
                                       N 

              IMC = (b-a) Σi=1  f(ui)/N 
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MC n
 
+  yks inen menetelmä myös useampidimensionaaliselle 

tegraalille 

 virhe  aina luokkaa  O(N-1/2),   ei riipu integraalin dimensiosta! 

kun dimensio pieni, MC ”suppenee” hitaammin kuin tulokaavat 
    ( i ällä 100 jos halutaan parantaa 
tuloksen tarkkuutta yhdellä desimaalilla) 
 
-  satunnaisluk unnaislukugeneraattorit, 
”im

 i tegroinnin plussat ja miinukset: 

inkerta
in
 
+
 
- 

es m.   1-ul:  N kasvatettava tekij

uotoksen hyvyys???  (sat
portance sampling...) 


